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 مقدمه 
 

 
یان  کتاباین  ین شده و بحث اصلی آن مشتق2با توجه به سرفصل درس ریاضی) مهندسی فنی وبرای دانشجو انتگرال توابع چند   و ( تدو

یادگیری ریاضی باید  شوند.میعدی استفاده های بکه در بعضی از فصل هستندخطی  هایو دستگاه ها ل ماتریسدو فصل اومتغیره است.
        هستند. ی اثباتیو تعداد کم یو بیشتر آنها محاسبات آمدهدر آخر هر فصل  ه ک باشد نتمری   لح با همراه

یان  که امید است. و کنمتشکر و قدردانی میقش داشته به هر نوعی ن کتاب  و انتشار ر تهیهتمام عزیزانی که د از      و  مفید برای دانشجو
   د.یباش حق تعالی  رضایت عنایت و مورد 

 ان شاالله                                                  
 محمد هاشم اعتمادزاده  

 1404 مهر                                                                             



 
 
 
 
 
 

  یکم   فصل  
 ماتریس و دترمينان 

 
 

ها در علوم مختلف صورت ماتریس بيان كرد. ماتریستوان نمایش آن را بهدر هر جایي كه ترتيبي خاص از اشياء )اعداد( مطرح باشد، مي  
 گردد.فصل بعدی یکي از كاربردهاي آن براي حل دستگاه خطي بيان مياز جمله در خود ریاضيات كاربرد دارند. در 

 
     هاماتریس1-

  .نامندمي n×mستون از اشياء را یك ماتریس  nسطر و  mآرایشي شامل 
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علامت با  را Aماتریس       
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

= ijaA  دهند، هر مینيز نشانija  ماتریس  عنصر" درآیه یا"یكA  .نام دارد 
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 قرار دارد.
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 نامند. نظير به نظير دو ماتریس یکسان باشند. آن دو ماتریس را مساوي ميهاي گاه درآیه. هرتعریف    
   

اگر   مثال:   
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 را در نظر بگيرید.  زیر نام دارد. ماتریس مربع  "ماتریس مربع"(  n=mهاي آن برابر باشد، )ماتریسي كه تعداد سطرها و ستون
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 نامند. ماتریس مي قطر فرعي"را"  چينو اعضاي روي خط  قطر اصلي"را"  ممتداعضاي روي خط 

 نامند. مي ماتریس قطري" اگر در یك ماتریس مربع، اعضاي خارج از قطر اصلي صفر باشند، آن را "
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نامند و با " مي"ماتریس یکه )واحد(هرگاه در یک ماتریس قطري تمام اعضاي روي قطر اصلي یك باشند، آن را   
n

I دهند. نمایش مي 
 اند: در ذیل نشان داده شده 3× 3و  2×2هاي یکه ماتریس  مثال:    
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 نامند. " مي"ماتریس صفرهاي ماتریس صفر باشند. آن را  هرگاه تمام درآیه
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  TAنامند و با علامتمي Aماتریس"  "ترانهاده )تراسرووزه(عوض كنيم، ماتریس حاصرل را  Aها را در ماتریس هرگاه جاي سرطرها و سرتون
 دهند. نشان مي

 
 
 
 

TAAهرگاه  jiij     نامند، به عبارت دیگر:مي "متقارن"را  A، ماتریس  = aa =. 
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 هاي ذیل متقارن هستند.ماتریس مثال:  
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 هاي ذیل شبه متقارن هستند.ماتریس مثال:    
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هرگاه اعضراي بالاي قطر اصرلي صرفر باشرند.  و   "بالامثلثي"را  Aصرفر باشرند. ماتریس   Aهرگاه اعضراي زیر قطر اصرلي ماتریس مربع 
 نامند . مي "پایين مثلثي"را  Aماتریس 

بالا مثلثي                                     
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 دهند. نشان مي Tr(A)با علامت   و نامند مي اثر ماتریس" ، مجموع عناصر روي قطر اصلي را " Aدر یك ماتریس مربع  

در ماتریس       مثال:     
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 جمع دو ماتریس

 كنيم. )ابعاد دو ماتریس باید یکسان باشند.(  هاي نظير به نظير را با هم جمع میدرآیهبراي جمع دو ماتریس، 
  مثال:    
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 تفاضل دو ماتریس

 كنيم. )ابعاد دو ماتریس باید یکسان باشند.(  هاي نظير به نظير را از هم كم میبراي تفاضل دو ماتریس ، درآیه
  مثال:    
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 ضرب عدد در ماتریس 
 كنيم.هاي ماتریس ضرب میدر تمامي درآیه براي ضرب یك عدد درماتریس ،عدد را 
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 ضرب دو ماتریس

كند كه ضررب می كنيم. این تعریف ایجاب مي Bهاي ماتریس را در سرتون A، سرطرهاي ماتریس  Bدر ماتریس  Aبراي ضررب ماتریس 
pnmpباشد. به عبارت دیگر ، با ید   Bبرابر با تعداد سطرهاي  Aهاي تعداد ستون AوB  .باشند 
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 پس: 










−
=









−









2169

42

142

21

41

2  
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اگر  مثال:    







=

2

41
A  و







 −
=

32

1
Bهاي ضرب ، حاصلB×A  وA×B .را  محاسبه كنيد 








−
=















 −
=










−
=







 −








=

88

2

2

41

32

1

2

118

32

1

2

41













AB

BA

 

 
ABBA  شود:در این مثال، دیده مي  

 هاي ذیل را انجام دهيد.پذیر بودن، ضرب در صورت ضرب  مثال:

















−

−

−

=








−
















 −

28

24

11

12

1

24

2

11


 

=ضرب پذیر نيست  















 −










24

2

11

43

1


 

 
















−−−

=

















− 842

421

421

2

1

 

                       7
2

1

421 −=

















−

  

اگر  مثال:  








−
=

41

2 
A  و









−
=

13

21
B .موارد ذیل را محاسبه كنيد 

 

                                    









=









−
+









−
=









−
+









−
=+










−
=









−
+








=









−
+








=+

57

67

39

63

82

4

13

21
3

41

2
232

61

4

41

2

2

2

41

2

1

1
22 2













BA

AI

 










−
=









−









−
=









−









−
=










−

−−
=









−

−−
+









−
=









−
−









−
=−

3666

2412

39

63

82

4

13

21
3

41

2
232

71

61

39

63

41

2

13

21
3

41

2
3







BA

BA
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( ) ( ) 








−
=









−









−
=−+

1215

6

23

2

51

3 
IBIA 

 
 ها چند خاصيت جبري ماتریس

  AA =+  
 
    =A 

ABBA +=+ 
 

                                                          (A        )مربع استAAIIA == 
 

CABACBA +=+ )( 
CBACBA = )()( 

ها ، این خاصريت برقرار نيسرت. به اما در ماتریس  =bیا     =a   شرود :نتيجه مي  =abدانيم در اعداد حقيقي، از تسراوي مي
 مثال ذیل توجه كنيد.

 







=








=

















−

−

3

6

21

21 

 ضرب آنها صفر شده است.  دو ماتریس سمت چپ مخالف صفر هستند، ولي حاصل
  aدراعدادحقيقی خاصيت حذف داریم ، به عبارت دیگر، اگر  

cbacab == 
 ها برقرار نيست ، مثلًا اگراما این خاصيت در ماتریس









=



1
A         ،








=



2
B       ،








=

2

2




C 

𝐴    كنيد كهبا محاسبه بررسي × 𝐵 = 𝐴 × 𝐶    وليC B   .است 
 

 باشند:به صورت ذیل می Aهاي یك ماتریس مربع باشد، توان Aاگر       
𝐴2 = 𝐴 × 𝐴           

    𝐴3 = 𝐴2 × 𝐴            
       ⋮                                 
 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−1 × 𝐴         

اگر  مثال:    








−
=

12

3 
A ، 23 AوA  .را محاسبه كنيد 

                                                 :حل          







=









−









−
=

14

9

12

3

12

32 
A 
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     








−
=









−








==

114

27

12

3

14

923 
AAA 

اگر  مثال:    







=

2

2




A ،52A دست آورید. را به 









=
















==









=
















==

3

3
23

2

2
2

2

2
2

2

4

4

2

2
2

2

2

2

























AAA

AAA

 

    توان حدس زد:با این محاسبات مي












=

52

52
52

2

2




A 

اگر  مثال:     








−

−
=

34

23
A 75، ماتریسA دست آورید.را به 

IA =







=









−

−









−

−
=

1

1

34

23

34

232




 

AAIAAA === 23 
IIIAAA === 224 

⋮ 
AA =75 

 
 ماتریس مربع دترمينان-2

 شود: ، مقدار عددي است كه به صورت ذیل نشان داده مي Aدترمينان یك ماتریس مربع 
(A )det        یاA 

 2×2دترمينان ماتریس 
 ضرب قطر فرعي منهاي حاصلضرب قطر اصلي، برابر است با حاصل 2×2دترمينان ماتریس 

bcad
dc

ba
−= 

 هاي زیر توجه كنيد: به مثال

( ) 54231
34

21
−=−= 

=−−−=
−

−
)( 2121

21

21
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6324
43

2
=−−=

−
)(


 

 تواند مثبت، منفي و یا صفر شود.شود، مقدار دترمينان ميطور كه دیده ميهمان  
 
  3×3دترمينان ماتریس  

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A = 

از حذف سطر اول و ستون اول، زیر دترمينان 
3332

2322
11

aa

aa
A  شود.حاصل مي =

11A  "11دترمينان كهاد )فرعي( عنصرر راa  11" و  عبارت
111 A+− دترميناني  23Aنامند. به طور مشرابه، " می 11a" همسرازه عنصرر را  )(

 شود. حاصل مي Aاست كه از حذف سطر دوم  و ستون سوم ماتریس 

         23aدترمينان كهاد عنصر
3231

1211
23

aa

aa
A = 

23a              2323همسازه عنصر
321 AA −=− +)( 

 ، )روي سطر اول(در ذیل آمده است.روش بسطبه   3×3فرمول محاسبه دترمينان  نه همسازه دارد.  3×3شود كه ماتریس  راحتي دیده ميبه 

1313
31

1212
21

1111
11

333231

232221

131211

111 AaAaAa

aaa

aaa

aaa
+++ −+−+−= )()()( 

 اند. آمدههاي زیر، با روش بسط )روي سطر اول(  بدست دترمينان

( ) ( ) ( ) 











=+−+=

+
−

−+
−

=−

142312

12

1
4

2

11
3

1

1
2

12

11

432

 

( ) ( ) ( ) 8236142

1

21
3

21

41
1

2

42
2

21

421

312

=−++=

−
−+

−
+=

−

−−




 

توان دترمينان را با بسررط روي را به روش بسررط روي سررطر دوم یا سرروم محاسرربه كرد. هم نين مي 3×3توان دترمينان به طور مشررابه ، مي
 دست آورد .هاي ماتریس نيز بهستون

دترمينان  مثال:    




12

11

432

 دست آورید. را به روش بسط )روي سطر سوم( به  −
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






1

32

11

42
1

1

43
2

12

11

432

+
−

−+
−

=− 

   = 2(−3) + −1(−6) +∘ (−3) =∘                                          
 آید.دست میمقدار دترمينان یك ماتریس با بسط روي هر سطر یا هر ستون، یکسان به  نکته.

 n ×nدترمينان ماتریس 
 است. دترمينان ذیل با روش بسط )روي سطر اول( محاسبه شده است.   3×3ی دترمينان همانند محاسبه n×nی دترمينان روش محاسبه

21

21

31

232

−

−









 

121226342

1

21

31

2

2

1

1

21

21

3

3

21

2

31

2

−=−+−+−+=

−

−

−++

−

−

−+

−

−

=

)()()()( 



























 

 تر دترمينان، بهتراست سطر یا ستوني را انتخاب كنيم كه صفر بيشتر دارد. براي محاسبه سریع

 254
21

12
4

321

4

312

−=−=
−

−=

−

)( 

 3×3روش ساروس براي دترمينان 
 كنيم.ضرب قطرهاي فرعي كم میضرب قطرهاي اصلي را از مجموع حاصلدر این روش دو ستون اول را تکرار و بعد مجموع حاصل

دترمينان ماتریس مثال: 
















−

−

=

521

43

211

A .را حساب كنيد 

23815124

12241531

23214151

21

3

11

521

43

211

=++−−++=

−++−−

+−−+=

−

−

−

−

=

)()(

)]()()[(

)]()()[(





A

 

 
 خواص دترمينان  

اگر تمامي عناصر یك سطر، صفر باشند، مقدار دترمينان صفر است:  -1



 =

−

64

712
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 اگر یك سطر ، مضربي از سطر دیگر باشد، مقدار دترمينان صفر است: -2

                                   سطرچهارم دو برابر سطر دوم است:           


=

−−

−−

−

4246

541

2123

7211

 

 شود كه اگر دو سطر برابر باشند، دترمينان صفر است: از این خاصيت نتيجه مي





=

−

132

132

15

 

 شود: دترمينان جاي دو سطر را عوض كنيم ، مقدار دترمينان در یك منفي ضرب  مياگر در  -3
 
 
 

 
 ضرب قطر اصلي: اگر ماتریس مثلثي باشد، دترمينان آن برابر است با حاصل -4 

21731

7

53

421

−=−=−



 

 ماند: اگر مضربي از یك سطر را به سطر دیگراضافه كنيم ،مقدار دترمينان ثابت مي -5
 
 

 .اضافه شده استدو برابر سطر اول به سطر دوم 
 

)1614216424213212 ,,(),,(),,(),,(),,( =−+=−+ 
 دترمينان ماتریس، با دترمينان ترانهاده آن برابر است. -6

TAA = 
 كنيم:براي ضرب عدد در یك دترمينان،عدد را در یك سطر )دلخواه( ضرب می -7

                      در سطر سوم ضرب شده است.  −2عدد                 
246

742

11

123

742

11

2

−−−

−

=

−

−



            

 دو ماتریس مربع باشند، داریم: Bو  Aاگر  -8
BABA = 

 اگر یك سطر بر حسب چند سطر دیگر باشد، مقدار دترمينان برابر با صفر است: -9
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.                                     دوم است سطر چهارم، مجموع سطر اول و         





=
−

774

2123

7421

321

       

  چندنکته.
 الف( در تمامي خواص بالا ، اگر به جاي كلمه »سطر« كلمه »ستون« را قرار دهيم، باز هم      

 این خواص برقرارند.      
 توان هر دترميناني را مثلثي نمود.  ب( با استفاده از این خواص ، مي       
 گردد.تر محاسبه ميج( هرگاه ابعاد دترمينان بزرگ باشد، با خواص دترمينان  سریع       
 

 معکوس یك ماتریس مربع-3
 :نامند، هرگاهمي  Aرا معکوس  Bباشد، ماتریس  n×nیك ماتریس مربع  Aفرض كنيم  تعریف.

nIABBA == 
 :نشان دهيم، داریم A−1را با  Bاگر    

𝐴−1 × 𝐴 = 𝐼𝑛  
پذیر باشررد این معکوس  Aها، شرررلا لازم و كافي براي اینکه پذیر اسررت. در ماتریسدر اعداد حقيقي، هر عدد مخالف صررفر، معکوس  

 باشد. Aاست كه 
 

 A−1محاسبه 
          2×2ماتریس معکوس 

            اگر    







=

dc

ba
A             :بنا به فرمول            









−

−
=−

ac

bd

A
A

11 

 )جاي عناصر قطر اصلی عوض شده و قطر فرعي در منفي ضرب شده است.(
 

 هاي ذیل را بيابيد. معکوس ماتریس مثال:    










−
=

14

32
A        ،









−
=

21

1
B        ،









−

−
=

12

12
C 

  :حل      








 −
=







 −
==

















−
=









−

−−

−
=−=

−

−

 1

12

1

12

1
1

1

14
2

14
4

14
3

14
1

24

31

14
1

14

1

1

BB

AA
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 =Cمعکوس پذیر نيست:  Cماتریس 
  3×3ماتریس  معکوس       

اگر                
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A      معکوس ماتریسA       با فرمولadjA
A

A
11   adjAكه در آن شود.تعریف می −=

 است:نام دارد و به صورت ذیل " Aالحاقي ماتریس" 
 

T

AAA

AAA

AAA

adjA

















−

−−

−

=

333231

232221

131211

 

ijA دترمينان ماتریسی است كه از حذف سطرiام و ستونj  ام  ماتریسA  آید.دست میبه 

معکوس ماتریس  مثال:  
















−

−

−

=

413

21

21





A دست آورید. را به 

 A=−18                                                                                      :حل          

2
21

1
2

1

21
4

2

2

1
13

1
1

43

21
2

41

2

5
13

21
4

43

1
8

41

2

333231

232221

131211

−=
−

=−=
−

−=−−=
−

−
=

=
−

−=−=
−

==
−

−
−=−

=
−

−
=−=−=−−=

−

−
=














AAA

AAA

AAA

 

















−

−−

−−

−
=

















−−−

−−

−
==−

215

214

428

18
1

224

112

548

18
111 

T

adjA
A

A 

 
  n×nماتریس  معکوس 

adjA    اسرررت:  3×3، مراننرد فرمول  A، فرمول معکوس  n×nدر حرالرت 
A

A
11 =−      ،adjA هرايهمسرررازه  ترانهراده مراتریسA  

    ( 3×3)شبيه  باشد. می
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اگر  مثال:
















−=

732

141

421

A  23عنصرa  1را در ماتریس−A .بيابيد 

                                           داریم: A−1با توجه به فرمول :حل       
A

A
a 32
23

−
= 

5
11

41
1 32 −=

−
−=−−= AA , 

                                                                                                     5
1
5

23 =
−

−
=a 

 چند خاصيت
𝐴)       الف(         × 𝐵)−1 = 𝐵−1 × 𝐴−1 

                     ب(       
A

A
11 =− 

)                    ج(        ) nn II =
−1 

 

اگر مثال:
















−=

4

11

432



A   1،  دترمينان−A  .را بيابيد 

                            ، بنا به خاصيت:   A=8     :حل    
8
111 ==−

A
A 

اگر  مثال:    






 −
=

3

21


A  بست   A−2، مطلو

  :حل       









=−

1

23

3
11


A 









=

















1

89

9
1

1

23

1

23

9
1


== −−− 112 AAA 

 
 تمرین -4

اگر  -1








−
=

21

1 
A  و







 −
=

42

11
B  .موارد ذیل را محاسبه كنيد ، 

BA  ب(                                                     +BA  الف(         42 − 
BAT  ج(           )(  د(                                                   3+ BAB − 
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اگر    -2














 −

=

21

3

12

A  و








−
=

122

31 
Bآورید. دستموارد ذیل را در صورت امکان به 

 AB  ب(         BA  الف(              

) د(                           2A   ج(                  )BAA 2− 

اگر  -3
















−

−

=

21

21

11







A  و
















=

112

1

321

B   .موارد ذیل را محاسبه كنيد 

 −34IA ب(              AB  الف(         

)(  ج(            2ATr         )33  دIBA +− 
 

اگر  -4







=

3

3




Aماتریس ،4A دست آورید. را به 

AAاگر  -5  .بيابيد را  1A، ماتریس  3=

)آیا اتحاد  -6 ) ( )BABABA +−=−  ها برقرار است؟برای ماتریس  22
 هاي ذیل را بيابيد. )روش بسط( دترمينان-7

  |
2 4
∘ 1|          ,         |

−1 −2
5 3 | 

 

|
1 −1 2
∘ 1 3
1 2 4

|       ,         |
−3 −1 2

2 4 3
1 2 −4

| 

  
 تمرین قبل را به روش ساروس بيابيد.  3×3هاي دترمينان -8
 

 اگر  -9








−
=

41

12




A   و















−

=

3

12

1





B   دترمينان ماتریسBA .را بيابيد 

  .را طوري بيابيد كه دترمينان ذیل صفر شود xمقدار -10

321

541

23 x

 

 
BABAبا یك مثال، نشان دهيد،تساوي -11  همواره برقرار نيست.  +=+



 21   دترمينان ماتریس و  

 
 های ذیل را حساب كنيد. معکوس ماتریس -12















 −

=








−
=

321

42

11

41

2





BA , 

        






−
=

















−=
41

31

2

12

321

DC ,



 

 را طوري بيابيد كه Bماتریس  -13









=









−

−

4

23

45

31
B 

اگر  -41






−
=

3

42
A  3، ماتریس−A .را بيابيد 

 
 دست آورید.های ذیل را بهمعکوس ماتریس -15

















−=

3

21

321



B          ,                


















−
=

4

3

2

1









A 

اگر   -16
















−

−=

342

11

321

A12، درآیهa  1را در ماتریس−A  .بيابيد 
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 دوم   فصل 

 دستگاه معادلات خطي  حل  
 
 

 ی برخورد دو خطیافتن نقطه شتود در هر جا كه تعدادي معادله خطي با تعدادي مجهول داشتته باشت، د دستتگاه معادلات خطي تلتم،ل م 
   ها هستند هكاربرد دستگاو یا نقاط برخورد دو صفحه از موارد 

 
 دستگاه معادلات خطي1-

 مجهول به این صورت است: nمعادله و  mیك دستگاه معادلات خطي 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa













=+++

=+++

=+++

...

...

...

2211

22222121

11212111


 

nxxباشتند  هرااه ها اعداد ثابت دستتگاه ميibها ضترای  دستتگاه وijaهای دستتگاهد ها مجهول ixدر این دستتگاه د  در تمامي  1,...,
nxxمعادلات دستگاه صدق كنند    نامند  مي " جواب دستگاه"را  1,...,

دستگاه دو معادله و سه مجهول:                     




=+−

=+−

27

1532

321

321

xxx

xxx 

 

دستگاه مربع سه معادله و سه مجهول:                   








=++−

=++

=−−

25

142

zyx

zyx

zyx 

 

    نام دارد  "دستگاه همگن"ها صفر باشندد ibدستگاهي كه تمام    توجه: 
                                                      

 هاي یك دستگاه معادلات خطي به یمي از حالات ذیل است: جواب
 فرد دارد  جواب منحصر به الف( دستگاه یك              
 ب( دستگاه جواب ندارد  )دستگاه ناسازاار(               

 نهایت جواب دارد  ج( دستگاه بي              
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 مربع به روش ماتریسي حل دستگاه2-

 دستگاه مربع زیر مفروض است:  













=+++

=+++

=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...

...

2211

22222121

11212111


 

  ده، :م نسبت ماتریس  یک به این دستگاه

ماتریس ضرای  دستگاه  


















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

21

22221

11211


        

اار 
















=

nx

x

X 

1

ها و ماتریس مجهول 
















=

nb

b

B 

1

      داری :ماتریس اعداد ثابت دستگاه باشندد  

BXA = 
 :كن، ضرب م  𝐴−1طرف،ن را در 

(A       )𝐴−1 × 𝐴 × 𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 
𝐼 × 𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 

𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 
 

 است: زیر صورت به بنابراین اار دستگاه مربع و دترم،نان ضرای  دستگاه مخالف صفر باشدد فرمول حل دستگاه به روش ماتریسيد 
 

𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 

دستگاه    :مثال    




=−

=−

yx

yx

43

 روش ماتریسي حل كن،د  را به 12










−

−
=

43

12
A       د








=



1
B              د








=

y

x
X 

 

|𝐴| = |
2 −1
3 −4| = −5 

 

𝐴−1 =
1

−5 [
−4 1
−3 2] 

 
𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 
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

















=








−

−−
=

















−

−−
=









5
3
5
4

3

4

5
11

23

14

5
1

y

x 

دستگاه یك جواب  دارد              









=

=





















=








5
3
5
4

5
3
5
4

y

x

y

x 

دستگاه         :مثال   








=−

=+−

1
2

42

y
x

yx

 را به روش ماتریسي حل كن،د     

  













−

−
=

2
1

1

12
A 

−= شود     دستگاه از این روش حل نمي
−

=

2
1

1

12
A 

 را به روش ماتریسي حل كن،د   زیردستگاه :مثال    









=++−

=−

=+−

zyx

zy

zyx

2

2

12
 

















−

−

−

=

















=

















=

112

11

211

2

1





A

z

y

x

XB ,, 















 −

==−

112

152

132

4
111 Aadj

A
A 

















=

















=

































 −

== −

1

3

2

4

12

8

4
1

2

1

112

152

132

4
11



BAX 

                 دستگاه یک جواب دارد 








=

=

=

1

3

2

z

y

x

 

 حل دستگاه به روش كرامر -3
 ( فرمول روش كرامر به صورت ذیل است:  Aدر این روش ن،ز باید دستگاه مربع و دترم،نان ضرای  دستگاهد مخالف صفر باشد  )

ni
A

A
x

i
i ,...,, 1== 
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A  ماتریس ضرای  دستگاه وiA یض ستون  شود  حاصل مي اعداد ثابت دستگاهبا  Aام  ماتریس  iماتریسي است كه از تعو
 دستگاه زیر را به روش كرامر حل كن،د  :مثال    





=+

=+−

22

43

yx

yx 








−
=

21

31
A 

6
21

41
2

22

34
5

21

31
21 −=

−
===−=

−
= AAA ,, 

   دستگاه یک جواب دارد   









=

−
=


−

−
==

−
==

5
6
5
2

5
6

5
2 21

y

x

A

A
y

A

A
x , 

       دستگاه داده شده را به روش كرامر حل كن،د  :مثال    









−=++−

=−+

=+−

3

531

222

zyx

zyx

zyx

 

 حل:       

46

111

311

212

=

−

−

−

= A 

 =

−−

−==

−

−

−

=

131

351

222

92

113

315

212

21 AA , 

46

311

511

212

3 −=

−−

−

= A 

1
46
46

46
2

46
92 321

−=
−

=========
A

A
z

A

A
y

A

A
x ,, 

 

 
  دستگاه یک جواب دارد           









−=

=

=

1

2

z

y

x

 

نهایت  باشتتد د دستتتگاه بي=Aفرد دارد و اار باشتتد د دستتتگاه یك جواب منحصتتر به Aااه در یك دستتتگاه مربعد هر  .نمته 
 جواب و یا بدون جواب است   
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 را طوري ب،اب،د كه دستگاه ذیل ناسازاار باشد  )بدون جواب(aمقدار  .مثال    





=+−

=−

56

232

ayx

yx 

 =A     :باید  :حل           

9182
6

32
==−=

−

−
= aa

a
A  

د دستگاه aبه ازاي چه مقدار  :مثال    








=+−

=++

=++







zyx

zyax

zyx

2

2
   فقط یك جواب بدیهي دارد  

یک جواب بدیه  دستگاه       :حل              








=

=

=







z

y

x

  د این تنها جواب دستگاه خواهد بودAاست  اار     

                      

−



211

11

211

aA 

2
1

42 − aa  

 
 حل دستگاه به روش حذفي ااوس-4

آوری   اار دست ميها را یك به یك بهكن،  كه دستگاهد بالامثلثي شود و بعد مجهول ها را طوري حذف ميدر روش حذفي ااوسد مجهول 
          كن،   ه،چ محدودیتي براي حل دستگاه در این روش وجود ندارد    دستگاه را مربع ميدستگاه مربع نباشد با افزودن صفرهاي مناس د  

 به روش حذفي حل كن،د:  داده شده را هاي دستگاه  .مثال    

       الف(        




=+

=−

32

12

yx

yx                        )ب      




=−

=+−

362

3

yx

yx           )ج     {
−2𝑥 + 4𝑦 = 6
𝑥 − 2𝑦 = −3 

           
                                  حل الف(             

 

                  دستگاه مثلثي است                                            




=+

=−

15

12

y

yx


 

5
7

1
5
1

212 ==−=− xxyx )(       ,      
5
1

15 == yy   

                 دستگاه یك جواب دارد 









=

=

5
1
5
7

y

x
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 حل ب(              
    
 

                      دستگاه مثلثي است          




=+

=+−

3

3



yx 

 این تناقضد دستگاه جواب ندارد  د  بنا به=3ی آخر در معادله
 حل ج(           

 
     

          دستگاه مثلثي است                    




=+

=+−



642 yx 

 ا،ری   ها را دلخواه مياین دستگاهد یك معادله و دو مجهول داردد یمي از مجهول  
kxدلخواه   =     

    ⇒ 𝑦 =
3+𝑘

2  −2𝑥 + 4𝑦 = 6 ⇒ −2𝑘 + 4𝑦 = 6    
      

Rkkد           نهایت جواب داردستگاه بي
y

kx










+
=

=

2
3 

 را به روش حذفي حل كن،د  داده شدههاي دستگاه .مثال    

}    الف(                 
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1
−2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 4 }                        ب)

𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1
𝑧 + 𝑦 + 2𝑥 = −1
−𝑥 + 2𝑦 = 4

 

 

}             ج(             

2 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 5
−𝑥 + 2 𝑦 − 4 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 − 3 𝑧 = 8

 

 حل الف(                         
 
 

 

⇒                        دستگاه مثلثي است         {
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1
∘ +3𝑦 − 3𝑧 = −3
∘ + ∘ +3𝑧 = 6   ⇒ 𝑧 = 2    

 

 
3𝑦 − 3(2) = −3 ⇒ 𝑦 = 1 
𝑥 − (1) + 2(2) = 1 ⇒ 𝑥 = −2 
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دستگاه یک جواب دارد                   








=

=

−=

2

1

2

z

y

x

 

 حل ب(                   
 

 
 
 

                    دستگاه مثلثي است                 








=++

=+−

=+−



 63

12

zy

zyx

 

kzدلخواه   = 

5126312

6363

−==+−−=+−

−==+−

kxkkxzyx

kyky

)(
 

 

      نهایت جواب دارد    دستگاه بي








−=

−=

=

5

63

kx

Rkky

kz

 

     م  كن، عوض را  جای سطر اول و دوم  حل ج(                       
 
 
 

 كنند شود كه سطر دوم و سوم باه  ایجاد تناقض م شود ول  دیده م  مثلث  م دستگاه در اام بعدی 
5 = 3 𝑦 − 7 𝑧 = 8 ⇒ 5 = 8 

 بنا به این تناقض دستگاه جواب ندارد    
 های زیر را حل كن،د دستگاه  مثال:

} الف(     

−𝑥 + 2 𝑦 = 4
𝑥 + 𝑦 = 0
3 𝑥 − 𝑦 = 1

 

شود  ول  برای سادا  یک دستگاه مربع از داخل آن انتخاب و سپس جواب را در  م  با افزودن یک ستون صفر دستگاه مربع  حل:          
 ده،  مانده قرار م ی باق معادله

 
 

 

{

−𝑥 + 2 𝑦 − 4 𝑧 = 0
2 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 5
𝑥 + 𝑦 − 3 𝑧 = 8

  ⇒   {

−𝑥 + 2 𝑦 − 4 𝑧 = 0
   0 + 3 𝑦 − 7 𝑧 = 5
   0 + 3 𝑦 − 7 𝑧 = 8

 
(1)(2) 

 

 

ቄ
−𝑥 + 2 𝑦 = 4
𝑥 + 𝑦 = 0   ⇒   {

−𝑥 + 2 𝑦 = 4

    0 + 3 𝑦 = 4 ⇒ 𝑦 =
4
3

     ⇒  ൞
𝑥 = −

4
3

𝑦 =
4
3

 
(1) 
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 كند ول  در معادله صدق نم  ده، قرار م را در معادله سوم  جواب

𝑥 3دستگاه جواب ندارد      − 𝑦 = 1 ⇒ 3(−
4
3
) − (

4
3
) ≠ 1 

 

൞                            ب(                                     

−𝑥 + 𝑦 = 2
3 𝑥 − 𝑦 = 0
−2 𝑥 + 2 𝑦 = 4
3 𝑥 + 4 𝑦 = 0

 

 
  كن، انتخاب م یک دستگاه دو معادله و دو مجهول حل:          

ቄ
−𝑥 + 𝑦 = 2
3 𝑥 − 𝑦 = 0  ⇒  ቄ

𝑥 = 1
𝑦 = 3 

 است: قرار بری سوم در معادله جواب 
−2 𝑥 + 2 𝑦 = −2(1) + 2(3) = 4 

 
 كند ول  در معادله صدق نم  ده، ی چهارم قرار م را در معادله جواب 

𝑥 3دستگاه جواب ندارد      + 4 𝑦 = 3(1) + 4(3) ≠ 0 
 دستگاه زیر را حل كن،د مثال: 

ቄ
−𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 𝑡 = 2
𝑥 − 𝑦 + 2 𝑧 + 3 𝑡 = 0  

  كن،  مربع تبدیل م  به را  دستگاه حل:     
 

   دستگاه مثلث  شد  
 
 
 

𝑡 = 𝑘1   دلخواه 
با جایگذاری در معادله اول داری :     𝑧 = 2 − 5𝑘1 پس:             

−𝑥 + 𝑦 = 2 + (2 − 5𝑘1) − 2𝑘1 
−𝑥 + 𝑦 = −7𝑘1 + 4 

 :ا،ری م  یک معادله و دو مجهول داری د یم  از این دو را دلخواه 
𝑦 = −7𝑘1 + 𝑘2 + 4 و               𝑥 = 𝑘2 

 بنابراین:

൞

𝑥 = 𝑘2
𝑦 = −7𝑘1 + 𝑘2 + 4
𝑧 = 2 − 5𝑘1
𝑡 = 𝑘1

     𝑘1,𝑘2 ∈ ℝ                دستگاه ب  نهایت جواب دارد  

൞

−𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 𝑡 = 2
𝑥 − 𝑦 + 2 𝑧 + 3 𝑡 = 0
0 + 0 + 0 + 0 = 0
0 + 0 + 0 + 0 = 0

 ⇒  ൞

−𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 𝑡 = 2
0 + 0 + 𝑧 + 5 𝑡 = 2
0 + 0 + 0 + 0 = 0
0 + 0 + 0 + 0 = 0

 

 

 

(1) 
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 دستگاه زیر را حل كن،د مثال: 

൞

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
𝑥 − 3 𝑦 + 3 𝑧 = 1
−𝑦 + 2 𝑧 = 4

 

  حل:        
 

 
 

 
  
 

൞

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
0 + 𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
0 + 0 − 2𝑧 + 3𝑡 = 8
0 + 0 + 0 + 𝑡 = 8 ⇒ 𝑡 = 8

  دستگاه مثلث  شد       

 
2𝑧−                از معادله سوم داری : + 3𝑡 = 8 ⇒  −2𝑧 + 24 = 8     ⇒ 𝑧 = 8 
𝑦                از معادله دوم داری : − 2 𝑧 + 𝑡 = 4 ⇒ 𝑦 − 16 + 8 = 4 ⇒ 𝑦 = 12 

𝑥             از معادله اول داری :و  − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1 ⇒ 𝑥 − 12 + 8 − 8 = 1 ⇒ 𝑥 = 13     

{

𝑥 = 13
𝑦 = 12
𝑧 = 8
𝑡 = 8

دستگاه یک جواب دارد                               

 تمرین - 5
 هاي ذیل را به روش ماتریسي حل كن،د  دستگاه -۱

    الف(               




=+

=−

yx

yx

32

       ب(                                     1




=+

=−

yx

yx

4

13 

   ج(                








=+−

=++−

=++





zyx

zyx

zyx

2

1

    د(                                   








−=−

=+

=−

2

2

1

zy

zx

yx

 

 هاي تمرین قبل را به روش كرامر حل كن،د   دستگاه -2
 دستگاه همگن ذیل را حل كن،د    - ۳









=+

=−+

=+−







zy

zyx

zyx

2

 

(−1) 

൞

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
0 + 𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
𝑥 − 3𝑦 + 3𝑧 + 0 = 1
0 − 𝑦 + 2𝑧 + 0 = 4

 
 

൞

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
0 + 𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
0 − 2𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 0
0 − 𝑦 + 2𝑧 + 0 = 4

 (1)(2) 
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اار  -۴






−
=

3

52
A  و







 −
=

93

35
C هاد ماتریس  مانند د با استفاده از دستگاهB  ب،اب،د به طوریمهCBA = 

   را طوري ب،اب،د كه دستگاه aمقدار  -۵




=+−

=−

4

132

ayx

yx      جواب نداشته باشد 

 

۶- a را طوري ب،اب،د كه دستگاه  








=+−

=++

=−+







yx

zyx

zyax

4

 هاي غ،ر بدیهي داشته باشد   جواب   32

 هاي ذیل را به روش حذفي حل كن،د دستگاه -۷

     الف(                   




=−

=−

yx

yx

6

   ب(                               43




=+−

=−

748

442

xy

yx 

   ج(                     




−=+

=−−

422

2

yx

yx                               )د    










−=+

=−

4
3
2

2

2
4
1

yx

yx

 

 را به روش حذفي حل كن،د   داده شدههاي دستگاه -۸

  الف(                   








=+−

=−

=−

yx

yx

yx

3

122

43

    ب(                     








−=+−

=−+

=++−

143

122

zyx

zyx

zyx 

 

 

  ج(                      








=−+

=+−

=+

zyx

zyx

yx

4

12

133
      د(                                    









−=+−

=+++

=−++

2243

122

tyx

tzyx

tzyx 

 

 هاي ذیل را حل كن،د دستگاه -9

ቄالف(                             
𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1
3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = ቄب(                                 0

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 𝑡 = 1
2𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0 

 

൞ج(                              

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 4
2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 0
−𝑥 − 2𝑦 + 𝑡 = 1
𝑦 + 2𝑧 + 2𝑡 = 0

 

 
42ی برخورد دو خط نقطه -10 =+ yx  12و =+− yx   را تع،،ن كن،د 

−=1ی برخورد سه خط نقطه -1۱ xy  د xy +−=و  =2 42xy   را تع،،ن كن،د 
14نقاط برخورد دو صفحه   -2۱ =+− zyx       و=++− zyx  را تع،،ن كن،د   2
 



 

 
 
 
 
 
 
 سوم فصل  

 معادلات پارامتری و مختصات قطبی   
 
 

 زمان( با معادلات پارامتری تعیین است، به خصوص مکان یک متحرک )برحسب ها یکی از راه های نمایش منحنی پارامتری معادلات 
 .گرددمحاسبات مشتق و انتگرال و رسم نمودارهای خاص استفاده میی بعضی از ا از مختصات قطبی  بر شود.ی م
 
 معادلات پارامتری   - ۱

} ،  عبارت    عددی حقیقی باشد tفرض کنیم 
x = x(t)

y = y(t)
نامیم. به هر معادله پارامتری نموداری می  tرا معادله پارامتری با پارامتر    

, x(t))های مرتب توان نسبت داد که از زوجمی  y(t)) .تشکیل شده است 
 
 
 

 را در صفحه است.  tدر لحظه  را زمان محسوب کنیم، معادل پارامتری موقعیت مکان ذره  tاگر 

}     نمودار معادله پارامتری  مثال:
x = ۱ − t
y = ۲t     t ∈ ℝ  .را رسم کنید 

 داریم:  tبا حذف پارامتر  روش اول:
y = ۲ − ۲x       ⟹      y = ۲t = ۲(۱ − x) = ۲ − ۲x 

 
, B(۱           شود.این خط با دو نقطه دلخواه رسم می ۰)     ,    A(۰ , ۲)       

 
 
 
 

این خط با دو  باشد.هر دو خطی هستند پس باید نمودار آن نیز یک خط در صفحه  tبر حسب  y(t)و  x(t)توجه داریم که  روش دوم:
 شود.نقطه دلخواه رسم می

t = ۱ → (۰ , ۲) , t = ۲ → (−۱ , ۴) 

𝑦(𝑡) 

𝑥(𝑡) 

1 

2 

B 

A 
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 است. tجهت یک منحنی پارامتری در جهت افزایش  توجه:
y  معادله پارامتری بیابید که خط  مثال: = ۲ − ۲x  مثال قبل( را رسم کند ولی با جهت مخالف( 

} :    دهیمقرار می  حل:   
x = t
y = ۲ − ۲t     واضح است که با حذف پارامترt :داریم    y = ۲ − ۲x 

t = ۰ → (۰ , ۲) , t = ۱ → (۱ , ۰) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (پارامتری  نهایت معادلهتواند معادلات پارامتری متفاوتی داشته باشد )بیصفحه میدهند که یک منحنی در این دو مثال نشان می
 ، معادلات زیر را در صفحه توصیف کنید.t  پارامتر با حذف   :مثال 

}     الف(        
x = t۲

y = t۴ + ۱                         
y                            داریم: tبا حل حذف  حل:       = t۴ + ۱ = (t۲)۲ + ۱ = x۲ + ۱ 

y = x۲ + ۱ , x ≥ ۰ 
yنمودار آن شاخه سمت راست سهمی  = x۲ +  است. ۱

 
 
 
 

}     ب( 
x = ۳ cos t
y = ۳ sin t  ,  ۰ ≤ t ≤ π 

 حل:   
x۲ + y۲ = ۹ cos۲ t + ۹ sin۲ t = ۹ 

x۲ + y۲ = ۰است. از اینکه  ۳ای به مرکز مبدأ و شعاع معادله دایره  ۹ ≤ t ≤ π شود.نیم دایره بالایی رسم می فقط است 

2 

4 

𝑡 = 1 

𝑡 = 2 

−1 

1 

2 

𝑡 = 1 

𝑡 =∘ 

1 
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 منحنی چرخزاد 
 Pیک نقطه روی این دایره باشد، معادله پارامتری منحنی را که نقطه  Pکند. اگر روی سطح افق شروع به غلطیدن می  rای به شعاع دایره 

   کند به صورت زیر است.طی می

                                  {
x = r(θ − sin θ)

y = r(۱ − cos θ)       
 
 
 

یه نامیممی   منحنی چرخزاد این منحنی را     (.بر حسب رادیان است θ )زاو
 
 

 
 
 
 

 مشتق معادلات پارامتری 
 آید:توابعی مشتق پذیر باشند، با استفاده از قاعده زنجیری به دست می y(t)و  x(t)فرض کنیم 

y′(x)  =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′(t)

x′(t)
 

                                                y′(x) =
y′(t)

x′(t)
             ،          y′(x) شیب خط مماس بر منحنی در نقطه(x , y) است 

      
y′(t)هایی که tبرای  توجه: = x′(t)هایی که tمنحنی مماس افقی و برای  ۰ = ۰منحنی مماس قائم دارد )بجز حالت  ۰

۰) 
 

}     اگر 
x = x(t)

y = y(t)
  ،  y′′(x)    آید.بدست می به صورت زیر 

y′′(x) = (y′(x))
′
=
(y′(x))

′
 (t)

x′(t)
 

𝑡𝑡 = 𝜋 

𝜃 

𝑝 
r 

𝜋𝑟 

𝜃 = 𝜋 

2𝜋𝑟 4𝜋

𝜃 = 2𝜋 
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}     معادله  مثال:
x = ۲t + ۱
y = t۳ − ۳t    .مفروض است  

tشیب خط مماس بر منحنی پارامتری را در نقطه  الف(        =  را به دست آورید  ۲
 در چه نقاطی منحنی شیب افقی و قائم دارد ب(
tمعادله خط مماس بر منحنی را در نقطه  ج( =  به دست آورید. ۲

tجهت تغییر منحنی را در نقطه  د(           =  بیابید. ۲

m                     الف(   حل        = y′(x) |
 

t = ۲ =
۹
۲         ,             y′(x) =

y′(t)

x′(t)
=

۳t۲−۳
۲  

 
 حل ب(     

y′(t)                       های افقیمماس          = ۳t۲ − ۳ = ۰ ⟹ t = ±۱ 
x′(t)                                         منحنی مماس قائم ندارد         = ۲ ≠ ۰ 

 حل ج(       

t۰       نقطه روی منحنیمختصات           = ۲ → {
x۰ = ۵
y۰ = ۲ 

y − y۰ = m(x − x۰) 
y − ۲ =

۹
۲ (x − ۵) 

   د(حل  

y′(x) =
۳t۲ − ۳

۲ =
۳
۲ t

۲ −
۳
۲ 

 

y′′(x) =
(y′(x))

′
 (t)

x′(t)
=
(

۳
۲ t

۲ −
۳
۲)

′

(۲t + ۱)′ =
۳t
۲  

 

tجهت تقعر در  = | y′′(x)                به سمت بالا است. ۲
 

t = ۲ =
۶
۲ = ۳ > ۰  

 
   طول منحنی 

}  معادله پارامتری        فرض کنیم
x = x(t)

y = y(t)
     a ≤ t ≤ b        در این فاصله یک بار طی شود.  آن    پیوسته و بدون شکستگی و منحنی 

 طول این منحنی به صورت زیر است.

           L = ∫ √(x′(t))
۲
+ (y′(t))

۲
dt

b

a
 

 
 

}      طول پاره خط مثال:
x =  −t + ۳
y = ۲t + ۱    ۰ ≤ t ≤  را بیابید.   ۲

𝑡 = 𝑏 

𝑡 = 𝑎 
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 حل:     

L = ∫ √(x′)۲ + (y′)۲ dt
۲

۰
= ∫ √(−۱)۲ + (۲)۲ dt

۲

۰
= ∫ √۵ dt

۲

۰
= ۲√۵ 

 روش دیگر استفاده از فرمول فاصله دو نقطه است )انجام دهید(

yطول منحنی  مثال: = x
۳
۰را در فاصله  ۲ ≤ x ≤  پیدا کنید. ۱

}         حل:     
x =  t

y =  t
۳
۲
     ۰ ≤ t ≤ ۱ 

L = ∫ √(x′)۲ + (y′)۲ dt
۱

۰
= ∫ √(۱)۲ + (

۳
۲ t

۱
۲)۲ dt

۱

۰
 

= ∫ √۱ +
۹
۴ t dt

۱

۰
=

۸
۲۷ (۱ +

۹
۴ t)

۳
۲ |

۱
۰
=

۸
۲۷ ((

۱۳
۴ )

۳
۲ − ۱) 

 کنید.پیدا را  rفرمول محیط دایره به شعاع   مثال:

}      معادله حل:    
x = r cos t
y = r sin t       ۰ ≤ t ≤ π  ای به شعاع دایرهr .و مرکز مبدأ است 

L = ∫ √(x′)۲ + (y′)۲ dt
۲π

۰
= ∫ √r۲ sin۲ t + r۲ cos۲ t dt

۲π

۰
= ∫ r√sin۲ t + cos۲ t dt

۲π

۰
= ۲πr 

 
 مختصات قطبی   - ۲

 نامیم. را مرکز قطب و نیم خط را محور قطب می Oدر شکل مقابل نقطه 
یه  rدر صفحه با مرکز قطب فاصله  A ی نقطه  سازد )در جهت پادساعتگرد(می  θو با محور قطب زاو

A(r , θ)  را مختصات قطبی نقطهA  نامیم.می 
 
 
 
 
 
 
 

, r−)  با تعریف θ) ≡ (r , θ + π) توان مختصات قطبی را برای میr <  نیز تعمیم داد. ۰
, θ  ،(۰  هر برای توجه: θ) .مرکز قطب است  

                                   (−۲ , π۲) ≡ (۲ , π۲ + π)   
 

                              (−3 , − π

۴
) ≡ (3 , π − π

۴
) 

 

o 

r 
A 

O 

𝜃 

𝐴(2,
𝜋

3
 ) 

𝐵(3,
2𝜋

3
 ) 

3 2𝜋

3
 
2 
𝜋

3
 

(3, − 
𝜋

4
 )  

(2,
𝜋

2
 )  

(−2,
𝜋

2
 )  

(−3 , − 
𝜋

4
 )  
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 :آیدها در مختصات دکارتی رابطه بین این مختصات به دست میxبا قرار دادن محور قطب روی محور 
 

                    {
x = r cos θ
y = r sin θ

        ,          {
x۲ + y۲ = r۲

tan θ =
y

x

  

 
, r)نقطه  توجه:   θ) نهایت نمایش دارد.در مختصات قطبی بی 

(۲ ,
π

۳) ≡ (۲ ,
π

۳ + ۲π) 

(۲ ,
π

۳) ≡ (۲ ,
π

۳ − ۲π) 

(۲ ,
π

۳) ≡ (−۲ ,
π

۳ + π) 

(۲ ,
π

۳) ≡ (−۲ ,
π

۳ − π) 
 

 های قطبی منحنی 
rمنحنی   مثال: =  را در مختصات قطبی توصیف کنید. ۲

, ۲)منحنی از نقاط  θ)  و  ۲ای به شعاع است به عبارت دیگر دایره  ۲تشکیل شده است. یعنی تمام نقاطی که فاصله آنها از مرکز قطب
x۲رابطه  از  .مرکز قطب + y۲ = r۲   و r =  آید:بدست می     ۲

x۲ + y۲ = ۲۲ 
 

θنمودار   مثال: =
π

 را توصیف کنید. ۴
, r)منحنی از نقاط  

π

یه آنها با محور قطب    (۴ πتشکیل شده است. یعنی تمام نقاطی که زاو

خطی است که از محور به عبارت دیگر   است.  ۴
یه  πقطب عبور و با محور قطب زاو

r)برای  سازد.می ۴ <  آید(نیم خط پایینی به دست می ۰
 

θ =
π

۴ → tan θ = tan
π

۴ = ۱ 
tanرابطه  از  θ =

y

x
 آید:به دست می 

   y

x
= ۱ ⟹ y = x 

۱ناحیه قطبی   مثال: ≤ r ≤  را در صفحه توصیف کنید. ۳
rاین ناحیه بین دو دایره  حل: = rو  ۱ =  قرار دارد. ۳

 
 
 
 
 

r 

𝜃 

y 𝐴(𝑥, 𝑦) 

x 

2 

𝜋

4
 

1 3 
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rمنحنی   مثال: = ۲ sin θ .را به دو روش رسم کنید 
 کنیم.ابتدا منحنی را به فرم دکارتی تبدیل و بعد رسم می روش اول:

r = ۲ sin θ ⟹ r۲ = ۲r sin θ 
x۲ + y۲ = ۲y 

    سازی داریم:با مربع
, ۰)ای به مرکز دایره       x۲،            ۱و شعاع  (۱ + (y − ۱)۲ = ۱   

 
 

} :  نمودار به فرم       توجه:

r = a sin θ
یا
r = a cos θ

  .کند ای است که از مبدأ عبور و یکی از محورها را قطع میدایره     

 نقطه یابی است. رسم نموداربا  این روش  روش دوم:
r θ 
۰ ۰ 
۱ 

π

۶  

۲ 
π

۲  

۱ 
۵π
۶  

۰ π 
۰در فاصله  ≤ θ ≤ π شود.دایره کامل می 

rنمودار   مثال: = −۱ + cos θ .را رسم کنید 
 کنیم.نمودار را به روش نقطه یابی رسم میحل:      

r θ 
۰ ۰ 
−۱
۲  

π

۳  

−۱ 
π

۲  
−۲ π 
−۱ 

۳π
۲  

۰ ۲π 
 نامیم.می  دلگون این نمودار را  

}  :    هر نمودار به فرم   توجه: 

r = a ± a sin θ

یا
r = a ± a cos θ

در مرکز قطب شکستگی   نمودار  یک دلگون است که رأس آن روی یکی از محورها و      

 )بیشترین فاصله از قطب در رأس دلگون است(  دارد. 

1 

𝜃 = 𝜋 
𝜃 =∘ 

𝜃 =
𝜋

2
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rنمودار   مثال: = ۱ + ۲ sin θ .را رسم کنید 
 :آوریمکند را به دست میهایی را که منحنی از مبدأ عبور می θ  حل:

r = ۰ ⟹ ۱ + ۲ sin θ = ۰ ⟶ sin θ =
−۱
۲ ⟹

{
 
 

 
 θ =

−π

۶
یا

θ = π − (
−π

۶ ) = π +
π

۶

 

۰در فاصله  ≤ θ ≤ ۲π :داریم 

sin θ = −
۱
۲ ⟹ {

θ = ۲π −
π

۶
θ = π +

π

۶
 

r θ 
۱ ۰ 
۲ 

π

۶  

۳ 
π

۲  
۱ π 
۰ π +

π

۶  

−۱ 
۳π
۲  

۰ ۲π −
π

۶  
۱ ۲π 

 نام دارد. حلزونی با حلقه داخلی این منحنی 
 

}      نمودار     توجه:
r = a ± b cos θ
r = a ± b sin θ

|a|در حالتی که        < |b|   حلزونی با حلقه داخلی است و رأس آن روی یکی از محورها قرار
                                                          . دارد 

 
 دیگر   چند نمودار قطبی 

 
r :  مارپیچ ارشمیدسی  = θ ,   θ ≥ ۰ 

 
 
 
 

𝜃 =
𝜋

2
 

𝜃 =
3𝜋

2
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r    :   برگی   ۴گل   = cos ۲θ    
 
 
 

}نمودار      توجه:

r = a cos(nθ)

یا
r = a sin(nθ)

 برگی است. n ، گلهای فردnبرگی و برای  ۲n ، گل های زوجnبرای     

 
 

r۲      :پروانه  = cos(۲θ) 
 

 مساحت ناحیه در مختصات قطبی 
rفرض کنیم  = f(θ)  تابعی پیوسته و مثبت باشد. مساحت ناحیه محدود بهf(θ)  دو خطθ = α  وθ = β .به صورت زیر است  

 
 

                                                                     

                                            S =
۱
۲∫ f ۲(θ)dθ

β

α
 

 
 

r   برگی ۳مساحت یک حلقه گل   مثال: = ۴ sin(۳θ)  .را به دست آورید 
 آوریم.ها متقارن است. مساحت حلقه در ربع اول را به دست میyکنیم. نمودار نسبت به محور ابتدا نمودار آن را رسم می حل:

 
 

       r = ۰ ⟹ ۴ sin(۳θ) = ۰ ⟶ ۳θ = kπ , k = ۰ , ۱ , ۲ , …   
          

                   θ =
kπ

۳ ⟹  {
θ = ۰
θ =

π

۳
   در ربع اول       

 

S =
۱
۲∫ r۲dθ

π
۳

۰
=

۱
۲∫ ۱۶ sin۲(۳θ) dθ

π
۳

۰
 

= ۸∫
(۱ − cos(۶θ))

۲ dθ

π
۳

۰
= ۴∫ (۱ − cos(۶θ))dθ

π
۳

۰
=

۴π
۳  

sin۲در محاسبه انتگرال از فرمول  z =
۱−cos ۲z

 استفاده شده است. ۲

𝛼 
𝛽 

𝑟 = 𝑓(𝜃) 
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rمساحت حلقه داخلی حلزونی   مثال: = ۱ + ۲ sin θ .را بیابید 
 ها متقارن است.yنمودار نسبت به محور  حل:      

  

              r = ۰ ⟶ ۱ + ۲ sin θ = ۰ ⟹

{
 
 

 
 θ = −

π

۶
یا

θ = π +
π

۶ =
۷π
۶

  

 
۷πبنا به تقارن شکل مساحت نصف حلقه را در فاصله 

۶ ≤ θ ≤
۳π
 کنیم.آوریم و حاصل را دو برابر میبه دست می ۲

S = ۲ ×
۱
۲∫ r۲dθ

۳π
۲

۷π
۶

= ∫ (۱ + ۲ sin θ)۲dθ = π −
3
2√3

۳π
۲

۷π
۶

 

 
rمساحت درون دایره   مثال: = ۳ sin θ   و بیرون دلگونr = ۱ + sin θ .را پیدا کنید 
 کنیم.دو منحنی را در یک دستگاه رسم می  حل:

 
 

                                         r = r ⟶ ۱ + sin θ = ۳ sin θ     

                                     sin θ =
۱
۲ ⟹

{
 
 

 
 θ =

π

۶
یا

θ = π −
π

۶ =
۵π
۶

  

πدر فاصله 

۶ ≤ θ ≤
۵π
 کنیم.، مساحت دایره را از مساحت دلگون کم می  6

 

S =
۱
۲∫ (۳ sin θ)۲dθ

۵π
۶

π
۶

−
۱
۲∫ (۱ + sin θ)۲dθ

۵π
۶

π
۶

= π 

 
rشیب خط مماس بر مارپیچ ارشمیدس  مثال: = ۲θ  در نقطه  را  θ =

π

 بیابید. ۲
 کنیم. داریم:ابتدا معادله قطبی را به معادله پارامتری تبدیل می حل:      

{
x = r cos θ
y = r sin θ

    ⟹       {
x = ۲θ. cos θ
y = ۲θ. sin θ  

 

m = y′(x) =
y′(θ)

x′(θ)
=

۲(sin θ + θ. cos θ)
۲(cos θ − θ. sin θ) |

 

θ = 𝜋 2⁄
 = −

2
𝜋

 

𝜃 =
7𝜋

6
 

𝜃 =
3𝜋

2
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 تمرینات   - ۳
یسید دکارتی تمعادلاپارامتری زیر را بصورت  ت، معادلا tبا حذف پارامتر  -۱  . بنو

 
 
 
 
 

  
 ، معادلات زیر را رسم کنید. tبا حذف پارامتر  -۲

}     الف(
x = t + ۱
y = t۲ − } ب(            ۱

x = et − ۱
y = e۲t   

} ج(
x = ۲ sin t
y = ۴ cos t     ۰ ≤ t ≤ π  )د {

x = sin ht
y = cos ht

    
 دو منحنی زیر چه تفاوتی با هم دارند. -۳

{
x = t۳

y = t۲      ,    {
x = t۶

y = t۴/ 
 

}    شیب خط مماس بر منحنی -۴
x = t۳ + ۱
y = t۴ − t

t۰   را در نقطه    =  بیابید. ۲
 

}     معادله خط مماس بر منحنی -۵
x = t +

۱
t

y = t۳  را در نقطهA(۲ ,  بیابید. (۱

 های زیر را بیابید.های افقی و قائم منحنیمماس -۶
 

} الف( 
x = ۱ − t۲

y = t۳ − ۱۲t 
} ب(

x = ۲ cos(۲t)
y = ۴ sin(۲t)     ۰ ≤ t ≤ π 

  

}نشان دهید منحنی  -7
x = t۳ − ۴t
y = t۲  در نقطهA(۰ ,  دو خط مماس دارد. (۴

  
 های زیر تقعر به سمت بالا دارند.هایی منحنیtبه ازای چه  -8

} الف( 
x = t۳ − ۲t۲

y = ۳t + ۱ } ب( 
x = t − et

y = t + e−t
 

xدو پارامتری متفاوت برای سهمی  -9 = y۲ + ۲y .بیابید 
, x)مسافتی را که یک ذره با موقعیت  -۱۰ y) کند را به دست آورید.منحنی زیر طی می روی 

{
x = cos۲ t
y = cos t

 , ۰ ≤ t ≤ ۴π 

} الف( 
x = −۲t + ۱
y =

t

۲ + ۴   }                                             ب(    
x = t۲

y = t۳       

} ج(
x = sin(۲t)
y = cos(۲t)    

}                   د(
x = t۲ + ۱
y =

۱
t
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 های زیر را بیابید.طول منحنی -۱۱

} الف( 
x = t۳ + ۲
y = t۲ + ۴      ۱ ≤ t ≤ y ب( ۲ = ln (coshx) , ۰ ≤ x ≤ ۱ 

حرکت کند، مسافتی را که میخ  روی مسیر مستقیم متر ۱۰شود. اگر دوچرخه متر می ۵/۰ای به شعاع میخی داخل لاستیک دوچرخه -۱۲
 طی کرده است چقدر است؟

 مسیر حرکت میخ منحنی چرخزاد است. راهنمایی:
 های زیر را در مختصات قطبی توصیف کنید.ناحیه -۱۳

π−     الف(         

۲ ≤ θ ≤
π

۴   , ۱ ≤ r ≤ ۰          ب(                                                  ۳ ≤ θ ≤ π  , r ≥ ۱ 
 معادلات زیر را به فرم قطبی تبدیل کنید. -۱۴

x۲ الف(  + (y − ۱)۲ = x ب( ۴ = −y۲ 
 های زیر را رسم کنید.منحنی -۱۵

r الف(  = −۳ cos θ )ب r = ۲ − ۲ sin θ 
r ج( = ۲ − ۴ cos θ )د r = cos۲ θ 

 رسم کنید.های زیر را منحنی -۱۶
r الف(  = −۱ + ۲ sin θ )ب r = −θ , θ > ۰ 

r ج( =
۱
θ
 , θ > r۲ د( ۰ + r − ۶ = ۰ 

 
 های قطبی زیر را در نقطه داده شده بیابید.شیب خط مماس بر منحنی -۱۷

r الف(  = θ۲ , θ = π )ب r = ۱ + cos θ , θ =
π

۲  
 

r   مساحت نصف داخل دلگون -18 = ۲ + ۲ sin θ   .را به دست آورید 
r  مساحت حلقه داخلی -۱۹ = ۱ + ۲ cos θ  .را به دست آورید 
r  برگی ۴مساحت یک حلقه گل  -۲۰ = sin ۲θ  .را به دست آورید 
r دایره  دو  مساحت محدود به -۲۱ = r  و  ۱ = θ  دو خط    و    ۲ =

π

θ  و  ۳ = π .را بیابید 
rمساحت داخل دلگون   -۲۲ = ۱ + cos θ  و بیرون دایرهr =  را بیابید. ۱
x۲)مساحت محدود به نمودار  -۲۳ + y۲)۲ = (x۲ − y۲) .را بیابید 

 آید.فرم قطبی معادله پروانه به دست می به با تبدیل راهنمایی:
 



 

 
 
 
 
 
 

   فصل چهارم 
 توابع برداری  

 
 

 . همچنین با معرفی توابع برداری شوندو سطوح فضایی بررسی می  هادر این فصل بردارها ،معادلات خط و صفحه در فضا ، منحنی
 محاسبات مشتق و انتگرال را روی بردارها انجام داد. توانمی 

 
 بردارها در فضا   - ۱

 مختصات قائم سه بعدی 
 متناظر با نقاط روی خط است. ℝمجموعه اعداد حقیقی 

 
 

ℝ۲های مرتب مجموعه زوج = {(x , y)|x , y ∈ℝ} .متناظر با نقاط روی صفحه است 
 
 
 
 
 

ℝ۳های مرتب مجموعه سه تایی = {(x , y , z)|x , y , z ∈ℝ} .متناظر با نقاط در فضا است 
, x۰)دهند و هر سه تایی مرتب سه خط عمود برهم فضا را نشان می y۰ , z۰)  مانند شکل زیر با یک نقطهP۰ شود.در فضا متناظر می 

P۰(x۰ , y۰ , z۰)  نقطه    قائم   مختصات راP۰ نامیم.می 
 
 
 
 
 

−3 −2 −1 3 2 1 ∘ 

𝑏 

y 

a 
x 

𝑦∘ 

𝑝∘ 𝑧∘ 
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, xای است که کند. یک هشتم اول )یا ثمن اول( ناحیهسه خط قائم بر هم فضا را به هشت قسمت تقسیم می  y , z ≥  باشند.می  ۰
, A(۳نقطه در شکل زیر   2 , , B(۰در یک هشتم اول و نقطه  (1 −۲ ,  ها قرار دارد.yروی محور  (۰

 
  

 
 
 

, A(a۱اگر  a۲ , a۳)  وB(b۱ , b۲ , b۳) .دو نقطه در فضا باشند. فاصله این دو نقطه به صورت زیر است 
 
 

𝑑 = |AB̅̅ ̅̅ | = √(a۱ − b۱)۲ + (a۲ − b۲)۲ + (a۳ − b۳)۲   
 
 
 

 هرگاه هم طول و هم جهت باشند. هستند نامیم و دو بردار را مساوی هر پاره خط جهت دار در فضا را یک بردار میتعریف: 
         

      
AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = CD⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
OA⃗⃗⃗⃗مبدأ مختصات باشد، بردار  Oاگر  OA⃗⃗⃗⃗        دهیم:نشان می   A⃗⃗را با  ⃗   ⃗ = A⃗⃗  

, A(aبنابراین هر نقطه  b , c) دهیم.و آن را با علامت زیر نشان میکرد  توان به بردار تبدیل را می 
                                           A⃗⃗ = 〈a , b , c〉    

 
 جبری روی بردارها   اعمال 

 ای است.جمع و تفاضل بردارها به صورت مؤلفه
〈۲ , −۱ , ۳〉 + 〈−۴ , ۳ , ۱〉 = 〈−۲ , ۲ , ۴〉 

 
〈۲ , −۱ , ۳〉 − 〈−۴ , ۳ , ۱〉 = 〈۶ , −۴ , ۲〉 

 ضرب عدد در بردار به صورت زیر است.
−۲〈۱ , ۳ , −۲〉 = 〈−۲ , −۶ , ۴〉 

 
〈۲ , ۱ , ۶〉

۴ =
۱
۴ 〈۲ , ۱ , ۶〉 = 〈

۱
۲  ,

۱
۴  ,

۳
۲〉 

𝐵 

2- 

- 

2 

𝐴 
1 

z 

𝑥 

3 

y 

B 

𝐴 

𝑑 

z 

𝑥 

y 

B 

A 

C 

D 

𝐴 
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z 
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 اعمال جبری به صورت هندسی 
 
 

  
 
 
 
 

AB⃗⃗⃗⃗       توجه:   ⃗ = B⃗⃗ − A⃗⃗  
= A⃗⃗طول بردار  (a , b , c) :برابر است با    |A⃗⃗ | = √a۲ + b۲ + c۲     وu⃗   نامیم هرگاه:می  واحد  برداررا        |u⃗ | = ۱ 

= A⃗⃗برداری بیابید که با بردار  مثال: 〈۲ , −۱ ,  واحد باشد. ۳هم جهت و طول آن  〈۳
   حل: 

|A⃗⃗ | = √۴ + ۱ + ۹ = | u⃗|و            ۱۴√ =
A⃗⃗ 

|A⃗⃗ |
= 〈

۲
√۱۴  ,

−۱
√۱۴  ,

۳
√۱۴
〉 

| u⃗|هم جهت و   A⃗⃗با   u⃗بردار  =  :  دهیمقرار می    ۱
B⃗⃗ = ۳u⃗ = 〈

۶
√۱۴  ,

−۳
√۱۴  ,

۹
√۱۴
 است.واحد  ۳  آن هم جهت و طول   A⃗⃗  با   B⃗⃗  بردار         〈

 
 بردارهای پایه در فضا   

= iبردارهای  〈۱ , ۰ , = jو  〈۰ 〈۰ , ۱ , = k⃗و  〈۰ 〈۰ , ۰ , یژگی مهم را بردارهای پایه متعامد )عمود برهم( می 〈۱ نامیم. و
 توان هر بردار را بر حسب آنها نوشت.بردارهای پایه این است که می

A⃗⃗ = 〈a , b , c〉 = ai + bj + ck⃗  
 با این نماد به صورت زیر است: بردارها جمع و تفاضل

(۲i − ۳j + k⃗ ) + (۲i + j + ۲k⃗ ) = ۴i − ۲j + ۳k⃗  
(i − j ) − (۳i − ۲j + k⃗ ) = −۲i + j − k⃗  

 شوند.ساده میجملات متشابه با هم 
 

 ای دو بردار ضرب نقطه 
= a⃗اگر   تعریف: 〈a۱ , a۲ , a۳〉  و  b⃗ = 〈b۱ , b۲ , b۳〉  ،  ای دو بردار به صورت زیر است.ضرب نقطه 

a⃗  . b⃗ = a۱b۱ + a۲b۲ + a۳b۳ 
 

〈۲ , −۱ , ۰〉. 〈۴ , ۳ , ۲〉 = ۸ − ۳ + ۰ = ۵ 
 

(i − ۲j + k⃗ ). (۲i + j + ۳k⃗ ) = ۲ − ۲ + ۳ = ۳ 

𝐴 + 𝐵⃗  

𝐵⃗  𝐴  
−𝐵⃗  

𝐴 − 𝐵⃗  𝐵⃗  𝐴  
−2𝐴  

2𝐴  

𝐴  



    (2حساب دیفرانسیل و انتگرال)      48
 

 

 

 ای نقطه   چند خاصیت ضرب 
a⃗  . a⃗ = |a⃗ |۲ 

.  a⃗     توزیع پذیری خاصیت   (b⃗ + c ) = a⃗  . b⃗ + a⃗  . c  
.  a⃗ی                    جابجای  خاصیت                                                           b⃗ = b⃗  . a⃗  

 برای ضرب داخلی برقرار نیست.پذیری خاصیت شرکت 
 

  
یه بین دو بردار است θدر شکل مقابل  ۰.       زاو ≤ θ ≤ π 

یه بین دو بردار  θاگر   قضیه:  باشد، آنگاه:  b⃗و   a⃗زاو
a⃗  . b⃗ = |a⃗  |. |b⃗ | cos θ 

 دو بردار مخالف صفر باشند.  b⃗و   a⃗اگر   نتیجه:
a⃗   وb⃗   برهم عمودندa⃗  . b⃗ = ۰ ⟺ 

 
 ضرب خارجی 

= a⃗اگر   تعریف: 〈a۱ , a۲ , a۳〉  وb⃗ = 〈b۱ , b۲ , b۳〉   ،به صورت زیر است. دو بردار ضرب خارجی 

a⃗ × b⃗ = |
i j k⃗ 

a۱ a۲ a۳
b۱ b۲ b۳

| 

× a⃗با یک مثال تحقیق کنید که بردار  مثال: b⃗   بر هر دو بردارa⃗   و بردارb⃗  .عمود است 
 حل: 

b⃗ = (۲ , ۴ , −۱)     ,    a⃗ = (۱ , −۳ , ۰) 

a⃗ × b⃗ = |
i j k⃗ 

۱ −۳ ۰
۲ ۴ −۱

| = i |
−۳ ۰

۴ −۱| − j |
۱ ۰
۲ −۱| + k⃗

 |
۱ −۳
۲ ۴ | = ۳i + j + ۱۰k⃗   

 
(a⃗ × b⃗ ). a⃗ = 〈۳ , ۱ , ۱۰〉. 〈۱ , −۳ , ۰〉 = ۳ − ۳ + ۰ = ۰ 

 
× a⃗)         :به طور مشابه    b⃗ ). b⃗ = × a⃗ بردار   یعنی       ۰ b⃗   بر دو بردارa⃗   وb⃗  عمود است. 
 
 

 باشد،  b⃗به   a⃗انگشت دست راست در جهت بردار  ۴است اگر  :طبق قانون دست راست 
× a⃗انگشت شصت در جهت بردار   b⃗  .است 

𝜃 

𝑎  

𝑏⃗  

𝑎 × 𝑏⃗  

𝜃 
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یه بین دو بردار  θاگر   قضیه:  باشد، آنگاه  b⃗و   a⃗زاو
|a⃗ × b⃗ | = |a⃗ |. |b⃗ |. sin θ 

 نتیجه: 
                 a⃗   باb⃗   موازی باشدa⃗ × b⃗ = ۰ × a⃗بخصوص:            ⟺ a⃗ = ۰ 

 چند خاصیت ضرب خارجی 
b⃗ × a⃗ = −(a⃗ × b⃗ ) 

 
a⃗ × (b⃗ + c ) = a⃗ × b⃗ + a⃗ × c  

 
(b⃗ + c ) × a⃗ = b⃗ × a⃗ + c × a⃗  

 
a⃗ . (b⃗ × c ) = (a⃗ × b⃗ ). c  

 می توان نشان داد خاصیت شرکت پذیری برای ضرب خارجی برقرار نیست.
   توجه: 

 i × j = k⃗      , j × k⃗ = i      ,    k⃗ × i = j  
 

× i                             از طرفی: i = j × j = k⃗ × k⃗ = ۰  
= a⃗اگر    مثال: 〈۲ , ۰ , = b⃗و  〈۳ 〈۱ , −۱ , × a⃗با استفاده از بردارهای پایه  〈۰ b⃗  .را به دست آورید 

a⃗ × b⃗ = (۲i + ۳k⃗ ) × (i − j ) = ۲i (i − j ) + ۳k⃗ (i − j ) 
= ۰ − ۲k⃗ + ۳j + ۳i = 〈۳ , ۳ , −۲〉 

 
 معادله خط و صفحه در فضا   - ۲
 معادله خط در فضا    

, P۰(x۰در فضا با یک نقطه  Lمعادله هر خط مانند  y۰ , z۰)  روی خط و یک بردارv⃗ = 〈a , b , c〉    شود.موازی خط تعیین می 
 

                                                   L:  {

x = x۰ + at
y = y۰ + bt
z = z۰ + ct

 

 نامیم.می  L  معادله پارامتری خطاین را 
 

, A(۰معادله خطی را بیابید که از دو نقطه   مثال: ۰ , , B(−۱و  (۵ ۲ ,  کند.عبور می (۳
= v⃗واضح است  حل: AB⃗⃗⃗⃗  بردار موازی خط است.  ⃗ 

v⃗ = AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = B⃗⃗ − A⃗⃗ = 〈−۱ , ۲ , ۳〉 − 〈۰ , ۰ , ۵〉 = 〈−۱ , ۲ , −۲〉 

𝑘⃗  

 

𝑗  

𝑖  

𝑃∘ 

𝑣  
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, P۰(۰با انتخاب  ۰ ,  داریم: (۵

{
x = ۰ − t
y = ۰ + ۲t
z = ۵ − ۲t

   ⟹    {
x = −t
y = ۲t
z = ۵ − ۲t

 

 
 .هستنددو خط در فضا نسبت به هم موازی یا متقاطع یا متنافر )نه موازی نه متقاطع( 

 
 وضعیت دو خط زیر را در فضا نسبت به هم تعیین کنید. مثال:

L۱ {
x = −۱ + t
y = ۲t
z = ۳ + t

       ,        L۲ {
x = ۲s
y = ۴
z = ۱ + s

 

 
v۱⃗⃗⃗       بردارهای  حل:        = 〈۱ , ۲ , v۲⃗⃗و    〈۱  ⃗ = 〈۲ , ۰ , اگر دو خط متقاطع   نمی باشند.  . پس این دو خط نیز موازی  موازی نیستند  〈۱

 کند.معادله خط صدق می  ود  هر درباشند، نقطه برخورد 
 

}                                     دستگاه سه معادله و دو مجهول 
x = x
y = y
z = z

  ⟹  {
−۱ + t = ۲s
۲t = ۴
۳ + t = ۱ + s

 

 

{
t − ۲s = −۱
۲t = ۴
t − s = −۲

 

۲یک دستگاه  ×  کنیم.انتخاب می ۲

{
t − ۲s = −۱
۲t = ۴ ⟹ {

t = ۲
s =

۳
۲

 

 کند، یعنی دستگاه جواب ندارد.پس این دو خط متنافر هستند.اما این جواب در معادله سوم صدق نمی
 

}        در معادله پارامتری خط tبا حذف    توجه:

x = x۰ + at
y = y۰ + bt
z = z۰ + ct

 :آیدبه دست می 

 
x − x۰
a

=
y − y۰
b

=
z − z۰
c

 
 نامیم.می  معادله متقارن خطاین را 

 
a لامث، ها در حالتی که یکی از مخرج  = یل می ، باشد ۰  شود.معادله به صورت زیر تحو

y − y۰
b

=
z − z۰
c

   ,   x = x۰  
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   معادله صفحه در فضا 
, P۰(x۰یک صفحه در فضا با یک نقطه  y۰ , z۰)  روی صفحه و یک بردارn⃗ = 〈a , b , c〉  شود و معادله می بر صفحه تعیین  قائم

   آن به صورت زیر است.
  a( x − x۰) + b(y − y۰) + c(z − z۰) = ۰    
 

ax:              به بیان دیگر + by + cz = d 
 

xچند نقطه روی صفحه  مثال: − y + ۲z =  بیابید. ۳
 آوریم.دو مجهول را دلخواه و مجهول سوم را به دست می حل:    

{
x = ۱
y = ۰ ⟶ P۱(۱ , ۰ , ۱)    ,   {

x = ۰
y = ۰ ⟶ P۲ (۰ , ۰ ,

۳
۲)   ,   {

z = ۰
y = ۰ ⟶ P۳(۳ , ۰ , ۰) 

 ها است.xبرخورد صفحه با محور  P۳نقطه  و   ها zبرخورد صفحه با محور  P۲توجه داریم که نقطه 
 

, P۰(−۱  ای را بیابید که از نقطه معادله صفحه  مثال: ۰ , }  :L     عبور و بر خط  (۴
x = ۲t
y = ۱ − ۳t
z = ۵

 عمود است.     

 کافی است بردار قائم صفحه را بردار موازی خط انتخاب کنیم. حل:    
n⃗ = v⃗ = 〈۲ , −۳ , ۰〉 

 پس بنا به فرمول صفحه:
۲(x + ۱) − ۳(y − ۰) + ۰(z − ۴) = ۰ ⟹   ۲x − ۳y = −۲ 

      
AB⃗⃗⃗⃗برای تعیین معادله صفحه ابتدا بردارهای  روی یک صفحه باشند )غیر هم خط( Cو  Bو  A نقاط  فرض کنیم AC⃗⃗⃗⃗و  ⃗  را تشکیل  ⃗ 

= n⃗  دهیم. بردار می  AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ × AC⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗بر دو بردار  ⃗  AC⃗⃗⃗⃗و  ⃗  را یکی از سه نقطه داده شده  P۰عمود است یعنی بر صفحه عمود است و  ⃗ 
 کنیم.انتخاب می

 
 وضعیت دو صفحه زیر را در فضا نسبت به هم تعیین کنید. مثال:

x + y − ۲z = ۱    ,   − x + ۲y + z = ۰ 
 .کندخط برخورد دو صفحه در معادلات هر دو صفحه صدق می

{
x + y − ۲z = ۱
−x + ۲y + z = ۰ 

zبا انتخاب دلخواه  = t :داریم 

{
x + y = ۱ + ۲t
−x + ۲y = −t   ⟹    

{
 
 

 
 x =

۲
۳ −

۵
۳ t

y =
۱
۳ +

۱
۳ t

z = t

 

 جواب به دست آمده معادله پارامتری خط برخورد دو صفحه است.

𝑛⃗  

𝑃∘ 

z 

𝑥 

y 
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 معادلات زیر را در فضا توصیف کنید.  مثال:
۲x    الف(    + ۳y + z = ۶ 

 کند.معادله ی صفحه است که در یک هشتم اول محورها را در نقطه زیر قطع می حل:     
     

             A(۰ , ۰ , ۶) , B(۰ , ۲ , ۰) , C(۳ , ۰ , ۰)    
 

 
 
۲x     ب(   + y = ۲ 
= n⃗است با بردار قائم  ای  معادله صفحه حل:    〈۲ , ۱ , ۲xاین صفحه از خط ،  〈۰ + y = ها zعبور و با محور  xyدر صفحه  ۲

 موازی است.
 
 
 
 

z     ج( = ۴ 
= n⃗است با بردار قائم    ای  معادله صفحه  حل:      〈۰ , ۰ , , ۰)ها را در نقطه  zو محور    ها عمود استzاین صفحه بر محور  ،      〈۱ ۰ , ۴) 

 کند.قطع می
 
 
 
 
 
یه( در فضا   - ۳  چند سطح )رو

 ای سطح استوانه 
 شود.ای از امتداد یک منحنی مسطح در جهت یک خط ثابت حاصل میسطح استوانه

 
 
 
 
 

, f(xدر حالت خاص هرگاه در معادله  y , z) =  .استای ها نباشد، سطح استوانهدر فضا یکی از مجهول  ۰

3 

z 

𝑥 

y 

6 

2 

z 

𝑥 

y 

4 
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 ای دو مثال از سطح استوانه 
z     الف(        = x۲ از امتداد منحنی    است ای، سطح استوانهz = x۲  در صفحهxz  در جهت محورy .ها 

 
 
 
 
 
 
 

x۲      ب(      + y۲ = x۲    ای است از امتداد دایره ، استوانه ۱ + y۲ =  ها zدر امتداد محور     xyدر صفحه  ۱
 
 
 
 
 
 
 

, f(xهرگاه  توجه: y , z) = یه در فضا باشد،  ۰ f(xیک رو − α , y − β , z − γ) = یه   ۰ , f(xاز انتقال رو y , z) = ۰ 
 آید.در جهت سه محور به دست می αو  βو  γبه اندازه 

 
یه   های درجه دوم رو

 
x)                      کره:        − α)۲ + (y − β)۲ + (z − γ)۲ = r۲      

 
, C(αای است به مرکز معادله کره          β , γ)  و شعاعr 

 
 

x۲        بیضی گون:    

a۲ +
y۲

b۲ +
z۲

c۲ = ۱     
 است. ۲cو  ۲bو  ۲aمعادله یک بیضی گون با سه قطر      
 
 
 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 

r 

C 

 

z 

𝑥 

y 

-b b 

z 

𝑥 

y 
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z                سهمی گون:       

c
=

x۲

a۲ +
y۲

b۲  
 ها است.zمعادله سهمی گون در جهت محور          

 
 
 
 
 

z۲              مخروط کامل:       

c۲ =
x۲

a۲ +
y۲

b۲     
 ها است.zمعادله مخروط کامل در راستای محور            

 
 
 
 
 
 
    

x۲       هذلولی گون یک پارچه:    

a۲ +
y۲

b۲ −
z۲

c۲ = ۱       
 ها است.zمعادله هذلولی گون یک پارچه در جهت محور 

 
 
 
 
 

−     هذلولی گون دو پارچه: 
x۲

a۲ −
y۲

b۲ +
z۲

c۲ = ۱    
 ها است.zمعادله هذلولی گون دو پارچه در جهت محور 

 
 
 
 
 
 

𝑐 >∘ 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 

−𝑐 

𝑐 

z 

𝑥 

y 
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z      (: ی ن زی زین اسبی ) 

c
=

y۲

b۲ −
x۲

a۲    
 ها است.zمعادله زینی در راستای محور 

 
 
 

 چند مثال از سطح درجه دوم: 
z     الف(      = x۲ + y۲    یک سهمی گون در راستای محورz.ها است 
 
 
 
 
 
 
 
x)    ب(   − ۱)۲ + y۲ + (z + ۲)۲ = , C(۱یک کره به مرکز     ۹ ۰ , rو شعاع  (۲− = √۹ =  است. ۳

 
z    ج(  = −√x۲ + y۲  ،    معادلهz۲ = x۲ + y۲  مخروط کامل است، اماz ≤ zپس  ۰ = −√x۲ + y۲   نیمه پایینی

 ها است.zمخروط در امتداد محور 
 
y  د(    = z۲ + x۲   یک سهمی گون در امتداد محورy.ها است 
 
 
 

x۲  ه( − y۲ + z۲ = x۲       داریم:  ،  ۴

۴ −
y۲

۴ +
z۲

۴ = ۱  
 ها است.yمعادله هذلولی گون یک پارچه در جهت محور 

 
 توابع برداری   - ۴

r:ℝ   مجموعه تمام بردارها در فضا باشد. تابعی مانند V۳فرض کنیم  ⟶ V۳    باشد که معمولًا بایک تابع برداری می 
r(t) = 〈x(t) + y(t) + z(t)〉     شود. به هر نشان داده میt شود.یک بردار در فضا نسبت داده می 

r(t) = 〈t۲ , ۲t + ۱ , t۳〉 
 

r(۱) = 〈۱ , ۳ , ۱〉   ,   r(۰) = 〈۰ , ۱ , ۰〉   ,   r(۲) = 〈۲ , ۵ , ۸〉 

𝑐 >∘ 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 

𝑥 

z 

y 
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r(t)    فرض کنیم = 〈x(t) + y(t) + z(t)〉    تابع برداری باشد، معادله پارامتری       

C: {

x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)
 

 
  نامیم.می r(t)باشد و تسامحاً آن را منحنی تابع برداری یک منحنی در فضا می

 نامند.را بردار مکان نیز می r(t)کند، لذا مکان ذره در فضا را معلوم می Cمنحنی  باشد،  زمان tاگر 
 منحنی توابع برداری زیر را در فضا توصیف کنید.  مثال:

r(t)      الف(           = 〈۱ − t , ۴ , t〉 

}  :C                                   حل:            
x = ۱ − t
y = ۴
z = t

yاین منحنی یک خط در فضا است که روی صفحه    =  قرار دارد. ۴

   
r(t)         ب(      = 〈۲ cos t , ۲ sin t , ۵〉    
        حل:         

                                  C:  {
x = ۲ cos θ
y = ۲ sin θ
z = ۵

   ⟹   x۲ + y۲ = ۴  

x۲دایره  Cمنحنی        + y۲ = zروی صفحه  ۴ =  است. ۵
     

r(t)        ج(      = 〈cos t , sin t , t〉   

:C                               حل:        {
x = cos t
y = sin t
z = t

x۲آید: از دو معادله اول به دست می    + y۲ = ۱ 

x۲روی استوانه   Cیعنی منحنی  + y۲ = یابد و منحنی یک پیچ روی استوانه است که آن را پیچ افزایش می  t ،zبا افزایش     قرار دارد.  ۱

 نامیم.ای میاستوانه

 

 

 

 

 

𝑟(𝑡∘) 

𝑡 = 𝑡∘ 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 

5 

z 

𝑡 =∘ 

𝑥 
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 مشتق توابع برداری 

r(t)فرض کنیم  = 〈x(t) , y(t) , z(t)〉 مشتق باشد تابعی برداری ،r(t) .به صورت زیر است 

r′(t) =  〈x′(t) , y′(t) , z′(t)〉 
tدر نقطه  r′(t۰)بردار  = t۰  بر منحنیr(t) .مماس است  

 

 

 

 

T(t)  تابع برداری،  r(t)فرض کنیم  تعریف: =
r′(t)

|r′(t)|
  :نامیم. واضح است همواره را بردار مماس واحد می   

|T(t)| = ۱ 
r(t)اگر    : مثال = 〈t۳ , ۳ , t〉  .موارد زیر را بیابید 

r′(۱)   ,   r′′(۱)     , T(۱) 
 حل:      

r′(t) = 〈۳t۲ , ۰ , ۱〉   ,  r′(۱) = 〈۳ , ۰ , ۱〉 
r′′(۱) = 〈۶t , ۰ , ۰〉  ,   r′′(۱) = 〈۶ , ۰ , ۱〉 

T(۱) =
r′(۱)
|r′(۱)| =

〈۳ , ۰ , ۱〉
√۱۰

= 〈
۳
√۱۰

 , ۰ ,
۱
√۱۰

〉 

 چند خاصیت: 

 .توابع برداری باشند v(t)و  u(t)فرض کنیم 

(u ± v)′ = u′ ± v′ 
(u. v)′ = u′. v + v′. u 

(u × v)′ = u′ × v + u × v′ 
|t ،   |r(t) هرنشان دهید اگر برای :مثال = k ،    آنگاه بردارهایr(t)  وr′(t) .برهم عمود هستند 

.r(t)                   بنا به خواص بردارها: حل:     r(t) = |r(t)|۲ = k۲ 

𝑟′(𝑡∘) 

𝑟(𝑡∘) 
𝑡 = 𝑡∘ 

z 

𝑥 

y 
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.r(t)از طرفین معادله  r(t) = k۲ بنا به خواص بالا    گیریم.مشتق می  

r′. r + r′. r = ۰ ⟹ ۲r′. r = ۰ ⟹ r′. r = ۰ 
بردار  بر   r′(t)ای به مرکز مبدأ باشد، بردار مماس بنابراین اگر یک منحنی روی کره   برهم عمود هستند. r′(t)و  r(t)یعنی بردارهای 

 است. عمود r(t)مکان 

r(t)معادله خط مماس بر تابع برداری  :مثال    = 〈t۲ , t۳ , ۴t〉  را در نقطهt =  بیابید. ۱

           حل:       

r′(t) = 〈۲t , ۳t۲ , ۴〉 
tبردار مماس در  = ۱  , r′(1) = 〈۲ , ۳ , ۴〉 

r(t) ,    tروی منحنی  P۰نقطه  = ۱ ⟶ P۰(۱ , ۱ , ۴) 

= v⃗با قرار دادن  r′(۱) = 〈۲ , ۳ ,  معادله خط مماس برابر است با:   〈۴

{
x = ۱ + ۲t
y = ۱ + ۳t
z = ۴ + ۴t

 

 

xمعادله خط مماس بر منحنی   :مثال = y۲ + y − , A(۴در نقطه  xyرا در صفحه  ۲ ۲ ,  بیابید. (۰

 کنیم.معادله را به صورت معادله پارامتری تبدیل می حل:    

{
x = t۲ + t − ۲
y = t
z = ۰

 ,     t = ۲ → A(۴ , ۲ , ۰) 

r(t)                                      داریم:   = 〈t۲ + t − ۲ , t , r′(t)و              〈۰ = 〈۲t + ۱ , ۱ , ۰〉 

r′(۲) = 〈۵ , ۱ , ۰〉    ,   t =   بردار مماس در ۲

 پس معادله خط مماس برابر است با:

{
x = ۴ + ۵t
y = ۲ + t
z = ۰

  

 آید.به دست می yو  xمعادله خط برحسب  tبا حذف پارامتر 
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 طول قوس منحنی 

r(t)   فرض کنیم تابع = 〈x(t) , y(t) , z(t)〉  پیوسته و منحنی آن بدون شکستگی باشد، اگر منحنی در فاصلهa ≤ t ≤ b 

 :یک بار طی شود، طول منحنی به صورت زیر است

L = ∫ |r′(t)|dt
b

a
= ∫ √(x′(t))

۲
+ (y′(t))

۲
+ (z′(t))

۲
dt

b

a
  

 

r(t)   طول منحنی :مثال = 〈۳ , cos t , sin t〉   ۰را در فاصله ≤ t ≤ ۲π .بیابید 

r′(t) = 〈۰ , sin t , cos t〉 

L = ∫ √۰ + sin۲ t + cos۲ t dt
۲π

۰
= ∫ √۱ dt

۲π

۰
= ۲π 

 انحناء یک منحنی در فضا  

شود. به طور مثال هر چه شود که با افزایش خمیدگی این عدد بزرگتر می به خمیدگی یک منحنی پیوسته در فضا عددی نسبت داده می 

 شود.شعاع دایره کوچکتر شود خمیدگی آن بیشتر می 

 به صورت زیر است. r(t)تابع برداری، تحت شرایط معین انحناء منحنی  r(t)فرض کنیم  تعریف:

κ(t) =
|r′(t) × r′′(t)|

|r′(t)|۳
 

 

r(t)  تابیدهانحناء منحنی درجه سوم    :مثال = 〈t , t۲ , t۳〉   را در نقاطA(۰ , ۰ , , B(−۱  و  (۰ ۱ ,  بیابید. (۱−

r′(t) = 〈۱ , ۲t , ۳t۲〉     ,   r′′(t) = 〈۰ , ۲ , ۶t〉 
                                                                        t = ۰ ⟶ A(۰ , ۰ , ۰)   

 

r′(۰) × r′′(۰) = |
i j k
۱ ۰ ۰
۰ ۲ ۰

| = ۲k⃗  

κ(0) =
|r′(۰) × r′′(۰)|

|r′(۰)|۳ =
|۲k⃗ |
(۱)۳ =

۲
۱ = ۲ 

t = −۱ ⟶ B(−۱ , ۱ , −۱) 

𝑡 = 𝑏 

𝑡 = 𝑎 

z 

𝑥 

y 
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r′(−۱) × r′′(−۱) = |
i j k
۱ −۲ ۳
۰ ۲ −۶

| = ۶i + ۶j + ۲k⃗  

 

κ(−1) =
|r′(−۱) × r′′(−۱)|

|r′(−۱)|۳ =
√۳۶ + ۳۶ + ۴
(√۱۴)۳ ≅ ۰٫۱۶ 

yفرض کنیم  = f(x)  منحنی درxy خواهیم فرمولی برای انحناء منحنی می .باشدf .بیابیم 

yپارامتری منحنی  = f(x) :  {
x = t
y = y(t)
z = ۰

 

r(t) = 〈t , y(t) , ۰〉  ,   r′(t) = 〈۱ , y′(t) , ۰〉    , r′′(t) = 〈۰ , y′′(t) , ۰〉 

r′ × r′′ = |

i j k

۱ y′ ۰
۰ y′′ ۰

| = y′′(t)k⃗  

 

κ(t) =
|r′ × r′′|

|r′(t)|۳ =
|y′′(t)|

(۱ + (y′(t))۲
)

۳
۲

 

tبا جایگذاری  = x آید:به دست می 

κ(x) =
|y′′(x)|

(۱ + (y′(x))۲
)

۳
۲

 

y   انحناء سهمی  :مثال = x۲ + , A(۰در کدام یک از نقاط    ۱ , B(۱   و   (۰  ؟بیشتر است (۱

κ(t) =
|y′′(x)|

(۱ + (y′)۲)
۳
۲
=

۲
(۱ + ۴x۲)

۳
۲

 

κ(0) =
۲
۱ = ۲     ,    κ(1) =

۲
(۵)

۳
۲
≅ ۰٫۱۸ 

, A(۰دهید بیشترین انحناء این سهمی در نقطه نشان  (1)ریاضی  هایاست. با روش  Bبیشتر از نقطه  Aانحناء در رأس سهمی  ۰) 

   است.
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 سرعت و شتاب یک ذره 

r(t)   کند که بردار موقعیت آنای در فضا حرکت میفرض کنیم ذره  = 〈x(t) , y(t) , z(t)〉   .بردار سرعت این ذره در هر است

v(t)    لحظه برابر با: = r′(t)  :و شتاب ذره مشتق بردار سرعت است    a(t) = v′(t) = r′′(t)    همچنین اندازه بردار سرعت

|v(t)|                                                     نامیم.را تندی می =  تندی

 بردار موقعیت حرکت دو ذره به صورت زیر است. :مثال

r۱(t) = 〈cos t , sin t , ۳〉     ,   r۲(t) = 〈cos(۲t) , sin(۲t) , ۳〉 
 های متفاوت.  تندی  کنند ولی بانشان دهید هر دو ذره یک منحنی را طی می

sin۲(ax)     از رابطهحل:      + cos۲(ax) = x۲شود که هر دو ذره روی دایره معلوم می ۱ + y۲ = zدر صفحه  ۱ = ۳ 

   کنند.حرکت می

r۱
′(t) = 〈−sin t , cos t , r۲و             〈۰

′(t) = 〈−۲ sin(۲t) , ۲ cos(۲t) , ۰〉 

          ,   |r۲
′(t)| = ۲                ,              |r۱

′(t)| = ۱     

 تمرینات   - ۵

, A(۶های با استفاده از ضرب داخلی بردارها معلوم کنید که آیا مثلث با رأس -۱ ۲ , , B(۲و  (۵− ۰ , , C(۱و  (۴− −۲ , −۳) 

یه است؟قائم  الزاو

= a⃗را در بردار  kمقدار  -۲ 〈۲ , k , = b⃗بر بردار   a⃗طوری بیابید که بردار  〈۳ 〈−۱ , ۳ ,  عمود باشد. 〈۱

یه بین دو بردار  -۳ = a⃗زاو 〈۱ , ۰ , = b⃗و  〈۲ 〈۲ , ۳ ,  را به طور تقریبی بیابید. 〈۱

 برداری بیابید که: -۴

= A⃗⃗الف( با بردار            〈۲ , −۱ ,  واحد باشد ۵هم جهت و طول آن  〈۳

= A⃗⃗ب( بر بردار             〈۲ , −۱ ,  واحد باشد. ۵عمود و طول آن  〈۳

= a⃗    دو بردار عمود واحد بر بردارهای -۵ −i + j + k⃗     و    b⃗ = ۲i + ۳k⃗  .بیابید 

+ a⃗   نشان دهید بردار -۶ b⃗     بردار  بر  a⃗ × b⃗   .عمود است 
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 با مثال نشان دهید که خاصیت شرکت پذیری برای ضرب داخلی و ضرب خارجی بردارها درست نیست. -۷

, P۰(۱    را بیابید که از نقطهمعادله خطی  -۸ ۲ , }    عبور و با خط    (۳
x = ۳t + ۱
y = −۲t
z = ۴t + ۱

 موازی باشد.   

 معادله خط برخورد دو صفحه زیر را بیابید. -۹

−x + ۲y + z = ۰   ,   ۳x + y − z = ۴ 
 کنند.ای را بیابید که از سه نقطه زیر عبور میمعادله صفحه -۱۰

A(۰ , ۰ , ۰)   ,   B(۱ , −۱ , ۰)   ,   C(۲ , ۳ , ۱) 

, A(−۱  ای را بیابید که از نقطهمعادله صفحه -۱۱ ۰ , }   :L     عبور و شامل خط  (۱
x = t
y = ۴
z = ۲t + ۳

 باشد.  

} :L   نقطه برخورد خط -۱۲
x = t
y = −t + ۱
z = ۲t + ۱

x   صفحه  و     − y + z =  بیابید.را    ۳

 معادلات زیر را در فضا توصیف کنید. -۱۳

۲x الف(  + y = ۲x ب( ۱ + y + ۴z = ۴ 

y ج( = z د( ۳ = ۴ − x۲ 

z ه( = sin y )و x = y۲ 

یه -۱۴  های درجه دوم زیر را در فضا توصیف کنید.رو

y الف(  = √x۲ + z۲ z ب(  = x۲ + y۲ − ۴ 

۲x۲− ج( + y۲ − z۲ = z د( ۴ = (x − ۱)۲ + (y − ۲)۲ 

z۲ ه(  + y۲ + x۲ − ۲z − ۴y = ۴y۲ و( ۰ + z۲ − x − ۱۶y − ۴z + ۲۰ = ۰ 

OC⃗⃗⃗⃗در شکل مقابل بردار  -۱۵ یر بردار  ⃗  OA⃗⃗⃗⃗را تصو OB⃗⃗⃗⃗روی بردار  ⃗   نامیم.می  ⃗ 

OA⃗⃗⃗⃗با فرض معلوم بودن بردار  OB⃗⃗⃗⃗و  ⃗  OC⃗⃗⃗⃗فرمولی برای محاسبه بردار  ⃗   .بیابید ⃗ 

یر بردار = A⃗⃗  با استفاده از آن تصو 〈۱ , ۲ , = B⃗⃗را روی بردار    〈۳ 〈۱ , ۰ ,  پیدا کنید.را   〈۲

 

𝜃 

𝐴 

𝐶 

𝑂 
𝐵 
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x۲منحنی برخورد  -۱۶ + y۲ + z۲ = zو مخروط  ۴ = √x۲ + ۲y۲ .را در فضا توصیف کنید 

 های توابع پارامتری زیر را در فضا توصیف کنید.منحنی -۱۷

r(t) الف(  = 〈t , ۲t , ۳t〉 )ب r(t) = 〈t۳ , t۲, 0〉 

r(t) ج( = 〈cos ۲t , ۴ , sin ۲t〉 )د r(t) = 〈۲ , ۳ , t۲〉 

 های زیر را در نقطه داده شده بیابید.معادله پارامتری خط مماس بر منحنی -۱۸

}  :Cالف(           
x = t۳

y = √t
z = ۲t + ۱

, P۰(۱    در نقطه     ۱ , }   :C        ب(               (۳
x =

۱
t

y = −۲t
z = ۴

t۰در نقطه   = ۲ 

یه بردار  γو  βو  αیک بردار در فضا و   A⃗⃗فرض کنید  -۱۹  ها باشد.zها و محور yها، محور xبه ترتیب با محور  Aزاو

 نشان دهید:

cos۲ α + cos۲ β + cos۲ γ = ۱ 

r(t)اگر  -۲۰ = 〈t , √t , t۲〉 .موارد زیر را بیابید    

 T′(۱)ب(                                                                      T(۱)الف(              

 های زیر را در نقطه داده شده بیابید.منحنی  انحناء-21

r(t)     الف( = 〈t۲ , ۲t , t〉 , t = y ب( ۱ = x۳ − ۲x , x = −۱ 

r(t) ج( = 〈cos t , t۲ , sin t〉 , t = x د( ۰ = y۲ − ۲y + ۱ , y = ۲ 

   

}   نشان دهید منحنی -22
x = t cos t
y = t sin t

z = t۲
z۲   طروروی مخ    = x۲ + y۲   )قرار دارد. )پیچ مخروطی 

yدایره بوسان منحنی  -۲۳ = f(x) ای است که در هر نقطه ، دایرهx = x۰ بر منحنی مماس و شعاع آن عکس انحناء در نقطه 

 x = x۰ است . (r =
۱

𝜅(x)
 باشد. معادله دایره بوسان توابع زیر را بیابید. به سمت داخل منحنی می  بوسان همواره  دایره   (

y الف(  =
x۲

۲  , x۰ = y ب( ۲ = x۳ , x۰ = ۱ 

r(t)   انحناء پیچ -۲۴ = 〈cos t , sin t , t〉    در نقاط    t = t  و ۰ = ۲π .بیابید 
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r(t)ای را که بردار موقعیت آن سرعت، شتاب و تندی ذره  -۲۵ = 〈۳ , t۲ , t۳〉    در نقطه  را استt =  بیابید. ۱

 ای با تندی ثابت حرکت کند، بردارهای سرعت و شتاب بر هم عمود هستند.نشان دهید اگر ذره  -۲۶

 
 
 



 

 
 
 
 
 
 

 فصل پنجم 
 متغیره   دو توابع    حد و پیوستگی   

 
 

 شوند.توان مفاهیم حساب و انتگرال را تعمیم داد.در اینجا حد و پیوستگی برای توابع دو متغیره بررسی میبا معرفی توابع چند متغیره می
   
 متغیره توابع چند    - ۱

:fمی دانیم اگر  ℝ ⟶ ℝ  با ضابطهy = f(x)  ،باشدf  تابعی یک متغیره است )یک متغیر مستقل دارد( نمودار توابع یک متغیره در
 صفحه است.

 
  

 
 توابع دو متغیره  

:f   تابعی از f  هرگاه ℝ۲ ⟶ ℝ    با ضابطهy = f(x , y)  ،باشدf را تابعی دو متغیره می( .نامیمf )دو متغیر مستقل دارد 
, f(x :       تابع دو متغیره  y) = x۲ + xy 

 
f(۰ , ۱) = ۰   ,   f(۱ , ۲) = ۳    ,    f(۱ , −۱) = ۰ 

 
 ورودی توابع دو متغیره زوج مرتب و خروجی آن عدد حقیقی است.

 نمودار توابع دو متغیره، یک سطح در فضا است. توجه:
  

 
 
 
 
 

, f(xتابع  y) = x۲ + :f  تابعی دو متغیره است زیرا  ۱ ℝ۲ ⟶ ℝ  .است. بنابراین نمودار آن یک سطح در فضاست 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 
z 

𝑥 

y 
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 دامنه توابع زیر را تعیین کنید.  مثال:
, f(x     الف(     y) =

x+۲y

۱−x−y
 

 باشد. ℝ۲تابعی دو متغیره است پس دامنه آن باید زیرمجموعه   f     حل:         
Df = {(x , y)|۱ − x − y ≠ ۰} = {(x , y)|x + y ≠ ۱} 

xمعادله  + y = مجموعه تمام نقاطی روی صفحه است که روی این خط نیستند. مثلًا:  Dfخطی در صفحه است بنابراین  ۱
(۲ , ۴) , (۰ , ۱) , (۱ , ۱) ∈ Df 

 
 
 
 

, g(x     ب(     y) = √۹ − x۲ − y۲ 
 حل:        

Dg = {(x , y)|۹ − x۲ − y۲ ≥ ۰} = {(x , y)|x۲ + y۲ ≤ ۹} 
x۲نمودار   + y۲ =  نقاط داخل دایره است. fاست. و دامنه  ۳ای به شعاع دایره  ۹

 
 نمودار توابع دو متغیره زیر را توصیف کنید. مثال:

, f(x     الف(        y) = x۲ + y۲ + ۱ 
zدهیم قرار می   حل:       = f(x , y)   پس         :z = x۲ + y۲ + ۱ 

, ۰)یک سهمی گون با رأس معادله  ۰ ,  است.ها  zدر جهت محور  (۱
 
 
 
 
 
, f(x     ب(         y) = −√۴ − x۲ − y۲ 

z     حل:            = −√۴ − x۲ − y۲    :داریم       x۲ + y۲ + z۲ = ۴ , z < ۰ 
, ۰)نیمکره پایینی به مرکز          ۰ ,  ۲و شعاع  (۰

 
 
 
 
 

𝐷𝑓 

𝐷𝑓 

1 

z 

𝑥 

y 

2 

z 

𝑥 

y 
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, f(x        ج(          y) = |x|      
z     حل:         = |x|  از امتداد منحنی  است که اینمودار سطح استوانهz = |x|  در جهت محورy آید.بدست می ها 

  
 
 
 
 
 
 

 های تراز هستند.های نمودار توابع دو متغیره، استفاده از منحنییکی از راه
zاگر  تعریف: = f(x , y)  و   k   عددی ثابت باشد، منحنیf(x , y) = k  در صفحهxy   را منحنی تراز𝐟   نقاط هم  نامیم.می(
 ارتفاع(

, f(xچند منحنی تراز تابع  مثال: y) = x۲ + y۲ .را رسم کنید 
 حل:      

k = ۱ ⟶ x۲ + y۲ = ۱ 
 

k = ۲ ⟶ x۲ + y۲ = ۲ 
 

k = ۴ ⟶ x۲ + y۲ = ۴ 
 
 
 

x۲تمام نقاطی که در دایره  + y۲ = x۲و تمام نقاطی که در دایره  ۱کنند در ارتفاع صدق می  ۱ + y۲ = کنند در ارتفاع صدق می  ۲
z  توان نمودار سهمی گونهای هم مرکز میهستند. با ارتفاع دادن به دایره  ۲ = x۲ + y۲  .را تجسم کرد 
 

 توابع سه متغیره  
:f   تابعی از fهرگاه  ℝ۳ ⟶ ℝ    با ضابطهw = f(x , y , z)  ،باشدf را تابعی سه متغیره می( .نامیمf ).سه متغیر مستقل دارد 

 
, f(x :    تابع سه متغیره y , z) =

x+y

۲z
 

 

f(۰ , ۱ , ۱) =
۱
۲     ,   f(۱ , −۱ , ۲) = ۰ ,   f(۱ , ۲ , ۳) =

۱
۲ 

 توابع زیر سه متغیره هستند.
f(x , y , z) = x۲y     ,     g(x , y , z) = y۳  

z 

𝑥 

y 

𝑘 = 4 
𝑘 = 1 

𝑘 = 2 
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, f(xدامنه تابع   مثال: y , z) = √z − x۲ − y۲ .را بیابید 
 باشد. ℝ۳باید زیرمجموعه  fدامنه   حل:    

Df = {(x , y , z)|z − x۲ − y۲ ≥ ۰} = {(x , y , z)|z ≥ x۲ + y۲} 
 z = x۲ + y۲  سهمی گون است وDf  این سهمی گون هستند.داخل نقاط 

 
 
 

w    نمودار توابع سه متغیره  = f(x , y , z)   توان  باید در فضای چهار بعدی باشد که به صورت هندسی قابل ترسیم نیستند. با این حال می
یه  , f(x   های تراز رو y , z) = k .را بررسی نمود 

یه  مثال: , f(xهای تراز تابع رو y , z) = x۲ + y۲ − z۲   را به ازای   {
k = ۰
k =  بررسی کنید.    ±۱

 
k       مخروط کامل       = ۰ ⟶ x۲ + y۲ − z۲ = ۰ ⟶ z۲ = x۲ + y۲ 

k           هذلولی گون یک پارچه                                  = ۱ ⟶ x۲ + y۲ − z۲ = ۱ 
k         هذلولی گون دو پارچه                       = −۱ ⟶ x۲ + y۲ − z۲ = −۱ ⟶ −x۲ − y۲ + z۲ = ۱ 

 
tیک تعبیر فیزیکی برای رابطه  = f(x , y , z) = x۲ + y۲ + z۲  وقتی کهt زمان باشد این است که کره 

 x۲ + y۲ + z۲ = k  با افزایش زمانt .در حال بزرگتر شدن است 
 
 حد و پیوستگی توابع دو متغیره    - ۲

zفرض کنیم تابع  = f(x , y)  در اطراف نقطهP۰(x۰ , y۰)  ییم حد تابع , P۰(x۰در نقطه  fتعریف شده باشد، گو y۰)  برابر با عدد
L  است، هرگاه با نزدیک شدن نقطه متحرک(x , y)  بهP۰(x۰ , y۰) مقدار تابع ،f  به عددL .نزدیک شود 

lim
(x ,y)→(x۰ ,y۰)

f(x , y) = L 
 مثال: چند  

lim
(x ,y)→(۱ ,۱)

x۲ − y۲

x − y
= lim

(x ,y)→(۱ ,۱)

(x − y)(x + y)

(x − y)
= lim

(x ,y)→(۱ ,۱)

(x + y)

۱ = ۲ 
                  

                                                              (t = ۲x + y)     ,         lim
(x ,y)→(−۱ ,۲)

sin(۲x+y)

۲x+y
= lim

t→۰
sin t

t
= ۱ 

 

lim
(x ,y)→(۱ ,−۱)

x۲ + y۲

(x + y)۲ =
۲

۰+
= +∞ 

zهایی که نشان دهیم تابع یکی از راه  توجه:  = f(x , y)  در نقطهP۰(x۰ , y۰)  حد ندارد این است که حدf  را روی مسیرهایی بیابیم
 ها متفاوت باشند.کنند ولی جوابعبور می P۰که از نقطه 

𝐷𝑓 

z 

𝑥 

y 
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 حد توابع زیر را در نقطه داده شده بررسی کنید. مثال:
, f(x          الف(        y) =

x−۲
y−۳    ,   P۰(۲ , ۳) 

 :S۱مسیر     حل:        
S۱: y = x + ۱ 

lim
(x ,y)→(۲ ,۳)

S۱روی

f(x , y) =  lim
x→۲

x − ۲
(x + ۱) − ۳ = lim

x→۲

x − ۲
x − ۲ = ۱ 

 :S۲مسیر              
S۲: y = ۲x − ۱ 

lim
(x ,y)→(۲ ,۳)

S۲روی

f(x , y) =  lim
x→۲

x − ۲
(۲x − ۱) − ۳ = lim

x→۲

x − ۲
۲x − ۴ =

۱
۲ 

, P۰(۲در نقطه  fبنابر این تابع   حد ندارد. (۳
, g(x      ب(        y) =

xy

x۲+y۲  در نقطهP۰(۰ , ۰) 
 حل:       

S۱: y = x 

lim
(x ,y)→(۰ ,۰)

S۱روی

g(x , y) =  lim
x→۰

x۲

x۲ + x۲ =
۱
۲ 

S۲: x = ۰ 
lim

(x ,y)→(۰ ,۰)

S۲روی

g(x , y) =  lim
y→۰

۰
۰ + y۲ = ۰ 

, P۰(۰در نقطه  fپس تابع   حد ندارد. (۰
 پیوستگی 
, f(xتابع   تعریف: y)  را در نقطهP۰(x۰ , y۰)  نامیم، هرگاه:پیوسته می 

lim
(x ,y)→(x۰ ,y۰)

f(x , y) = f(x۰ , y۰) 
limاگر   توجه:

(x ,y)→(x۰ ,y۰)
f(x , y) = L  آنگاهf  روی هر مسیر دلخواه که ازP۰(x۰ , y۰) کند حد دارد.عبور می 

zبه لحاظ هندسی اگر تابع  = f(x , y) نمودار آن نه سوراخ دارد و نه بریدگی ، روی دامنه خود پیوسته باشد 
 
 
 
 
 
 
 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 
z 

𝑥 

y 

 𝑓 پیوسته است  
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, f(x    پیوستگی تابع   مثال: y) = {
x۲ − y (x , y) ≠ (۱ , ۱)

۲ (x , y) = (۱ , ۱)
, P۰(۱را در نقطه      بررسی کنید. (۱

 حل:        
lim

(x ,y)→(۱ ,۱)
f(x , y) = lim

(x ,y)→(۱ ,۱)
x۲ − y = ۰ 

, f(۱ولی  ۱) = , ۱)در نقطه  fیعنی  ۲  پیوسته نیست. (۱
, ۱)در نقطه  fنمودار    سوراخ دارد. (۱

(f )در نقاط دیگر پیوسته است 
 
 
 

, f(x     پیوستگی تابع  مثال: y) = {
۴ x۲ + y۲ ≤ ۱
۲ x۲ + y۲ > x۲را روی نقطه مرزی     ۱ + y۲ =  بررسی کنید. ۱

, P۰(x۰فرض کنیم   حل:        y۰) دایره  رویای نقطهx۲ + y۲ = , P۰(x۰مسیری داخل دایره باشد که از نقطه  S۱باشد و  ۱ y۰) 
 کند.عبور می

lim
(x ,y)→(x۰ ,y۰)

S۱روی

f(x , y) = lim
(x,y)→(x۰ ,y۰)

۴  = ۴ 

, P۰(x۰مسیری بیرون دایره باشد که از نقطه  S۲و اگر  y۰) :عبور کند، داریم 
lim

(x ,y)→(x۰ ,y۰)

S۲روی

f(x , y) = lim
(x ,y)→(x۰ ,y۰)

۲  = ۲ 

x۲روی تمام نقاط دایره  fبنابراین  + y۲ =  بریدگی دارد( fپیوسته نیست. )در این نقاط نمودار  ۱
 
 
 
 
 
 تمرینات    - ۳
 دامنه توابع زیر را بیابید. -۱

, f(x الف(  y) = √y − x۲ , g(x ب(  y) =
۱

x۲ + y۲ − ۱ 
, f(x ج( y) = sin−۱(x + y) )د g(x , y) = √۲x + y − ۱ 

 نمودار توابع زیر را توصیف کنید. -۲
, f(x الف(  y) = ۴ − x۲ − y۲ )ب f(x , y) = √x۲ + y۲ + ۱ 

, g(x ج( y) = x۲ + , g(x د( ۱ y) = −√۱ − x۲ − y۲  
, f(x و( y) = √y − x۲    

1 

1 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 

2 

4 
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, f(x    های تراز تابعمنحنی -۳ y) = ۲x + ۴y را به ازای   k = kو  ۰ = kو  ۱ =  رسم کنید. ۲
k    های تراز توابع زیر را به ازایمنحنی -۴ = −۱ , ۰ ,  رسم کنید.   ۱

g(x , y) = x۲ − y۲     ,        f(x , y) = x − y 
, f(xهای تراز تابع منحنی -۵ y) = √y − x۲ را برای    k = ۰ , ۱ ,  رسم کنید. ۲
 دامنه توابع سه متغیره زیر را بیابید. -۶

, f(x الف(  y , z) = √۴ − x۲ − y۲ − z۲ )ب g(x , y , z) =
۱

√۴ − x۲ − y۲
 

k    سطوح تراز توابع زیر را برای -۷ = −۱ , ۰ ,  توصیف کنید. ۱
, f(x الف(  y , z) = z − √x۲ + y۲ g ب(  = ۲x۲ + ۴y۲ + ۵z۲ 

 حد بگیرید. -۸

lim
(x ,y)→(۲ ,−۲)

x۳ − y۳

x + y
 lim

(x ,y)→(۱ ,۲)

x۲ + y

x + y
 

lim
(x ,y)→(۰ ,۰)

−exy

x۲  lim
(x ,y)→(۰ ,۰)

x sin (
۱
y

) 

, P۰(۰نشان دهید توابع زیر در نقطه  -۹  حد ندارند. (۰

, f(x الف(  y) =
x۲

y
, g(x ب(  y) =

x۲

x۲ + y۲  

, f(x ج( y) =
xy۴

x۲ + y۸ , g(x د(  y) =
xy۲

x۲ + y۴  

 زیر را در نقطه داده شده بررسی کنید.پیوستگی توابع   -۱۰

, f(x    الف(        y) = {

x

y
(x , y) ≠ (۰ , ۰)

۱ (x , y) = (۰ , ۰)
   ,      P۰(۰ , ۰) 

      

, g(x       ب(           y) = {

x۲−y۲

x−y
 x ≠ y

۴ x = y
     ,    P۰(۲ , ۲) 

     

, f(x    ج(         y) = {

y۲+xy

y۲+y
 , y ≠ و ۰ − ۱

۵ y = y یا ۰ = −۱
      ,   P۰(۱ , ۰) 

 
 
 
 



    (2حساب دیفرانسیل و انتگرال)      72
 

 

 

 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 ششم فصل  

 مشتق توابع چند متغیره    
 
 

گیری شود.مفاهیم قاعده زنجیری و مشتق، مشتق جهتی و بردار گرادیان تعریف می جزئیتوابع چند متغیره به صورت مشتق مشتق روی 
 ضمنی برای توابع چند متغیره قابل تعمیم هستند. 

 
 مشتقات جزئی   - ۱

zفرض کنیم تابع  = f(x , y)  در اطراف نقطه یP۰(x۰ , y۰)  ،مشتق جزئیتعریف شده باشد  f  نسبت بهx .به صورت زیر است 

fx(P۰) = lim
x→x۰

f(x , y۰) − f(x۰ , y۰)

x − x۰
 

x ،   ∂fنماد دیگر برای مشتق جزئی نسبت به 

∂x
 ( است. بنا به تعریف بالا داریم:xبه روند  f)روند   

 

f∂ثابت است  yگیریم و مشتق می xفقط نسبت به  fاز 

∂x
= fx ≡ 

f∂، به طور مشابه

∂y
= fy  مشتق جزئیf  نسبت بهy :است و داریم 

f∂ ثابت است xگیریم و مشتق می yفقط نسبت به  fاز 
∂y
= fy ≡ 

 
fمشتقات جزئی تابع   مثال: = x۲y۳ + x۳ + y۲ + xy .را بیابید 

fx                           حل:       = ۲xy۳ + ۳x۲ + y     ,    
∂f

∂y
= ۳x۲y۲ + ۲y + x   

fمشتقات جزئی تابع  :مثال = x۲ln(۴x + ۳y) 
 حل:      

fy =
۳x۲

۴x+۳y            ,      ∂f

∂x
= ۲xln(۴x + ۳y) + ۴

۴x+۳y x
۲ 

 شوند. تابعی سه متغیره و یا بیشتر باشد، مشتقات جزئی به طور مشابه محاسبه می fاگر     :توجه 
fاگر   مثال: = x۴z۲y۳ مشتقات جزئی ،f .را بیابید 

∂f

∂x
= ۴x۳z۲y۳    , fy = ۳x۴z۲y۲     ,   

∂f

∂z
= ۲x۴zy۳  
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 مشتقات جزئی مراتب بالاتر 
zاگر  = f(x , y) مشتقات جزئی مرتبه دوم ،f .به صورت زیر است 

∂۲f

∂x۲ = fxx = (fx)x 
 

∂۲f

∂y۲ = fyy = (fy)y
 

 
∂۲f

∂x ∂y
= fyx = (fy)x

 
 

∂۲f

∂y ∂x
= fxy = (fx)y 

fمشتقات جزئی مرتبه دوم تابع   مثال: = x۴−x۳y۲ + y۳ .را بیابید 
fx = ۴x۳−۳x۲y۲    ,      fy = −۲x۳y+۳y۲  

 
fxx = ۱۲x۲−۶xy۲      ,        fyy = −۲x۳ + ۶y 

 
fxy = (fx)y = −۶x۲y     ,         fyx = (fy)x

= −۶x۲y 
fxy   در این مثال = fyx ،   آید.گیری جواب یکسان به دست میاین تساوی اتفاقی نیست. تحت شرایط مناسب با هر ترتیبی از مشتق 

fxy = fyx 
zاگر   مثال: = √x۲ + y ،∂۲f

∂y∂x
(۱ ,  را بیابید. (۳

 حل:     
∂z

∂x
=

۲x
۲√x۲ + y

=
x

√x۲ + y
 

 

∂۲z

∂y ∂x
=

√x۲ + y −
۱

۲√x۲ + y
. x

(√x۲ + y)
۲  

∂۲z

∂y ∂x
(۱ , ۳) =

−۱
۱۶  

 
fاگر   مثال: = ln(√x۲ + y۲)نشان دهید ،        :fxx + fyy = ۰ 

 
f                                         حل:  = ln(√x۲ + y۲) =

۱
۲ ln
(x۲ + y۲) 
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fx =
۱
۲ .

۲x
x۲ + y۲ =

x

x۲ + y۲  
 

fxx =
(x۲ + y۲) − ۲x۲

(x۲ + y۲)۲ =
y۲ − x۲

(x۲ + y۲)۲ 
 
f  تابعی متقارن است(f(y , x) = f(x , y))  بنابراین   fyy   یض        آید.به دست می fxxدر  yو  xبا تعو

                                              fyy =
x۲−y۲

(y۲+x۲)۲                                 :پسfxx + fyy = ۰ 
 

 مشتقات جزئی مراتب بالاتر به طور مشابه است.

wاگر   مثال: = x۲+z۴y۲ + z۳ ،    ∂۳w

∂z2 ∂y
 را بیابید. 

 حل:     
∂w

∂y
= ۲yz۴   ,   

∂۲w

∂z ∂y
= ۸yz۳    ,   

∂۳w

∂z۲ ∂y
= ۲۴yz۲  

fاگر   مثال: = (x۲ + ۴x)ey۳+y۲ ،∂۵f

∂x۳ ∂y۲ .را محاسبه کنید 
گیری را عوض . ولی برای سادگی ترتیب مشتقxو سپس سه بار نسبت به  yبار مشتق بگیریم، دو بار نسبت به پنج  f  باید از حل:      
 کنیم.می 

∂۵f

∂x۳ ∂y۲ =
∂۵f

∂y۲ ∂x۳ 
 

∂f

∂x
= (۲x + ۴)ey۳+y۲

    ,   
∂۲f

∂x۲ = ۲ey۳+y۲
 ,

∂۳f

∂x۳ = ۰    ,
∂۵f

∂y۲ ∂x۳ = ۰ 
 
 و قاعده زنجیری    صفحه مماس بر سطح   - 2

, P۰(x۰در نقطه     fبر سطح    صفحه مماس y۰ , z۰)شامل خط مماس بر هر منحنی دلخواه است که از نقطه   است که  ، صفحه ایP۰   
 قرار دارد. این صفحه در صورت وجود منحصر به فرد است.  fعبور و روی سطح  

 
 

  
 
 
 
 
 

𝑝∘ 

z 

𝑥 

y 
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zاگر مشتقات جزئی تابع      = f(x , y)  درP۰(x۰ , y۰)  پیوسته باشند، صفحه مماس بر سطحf  درP۰   وجود دارد و معادله آن به
 صورت زیر است.

z − f(P۰ ) = fx(P۰ )(x − x۰) + fy(P۰ )(y − y۰) 
 است. P۰در اطراف نقطه  fتقریب مناسبی برای سطح  P۰به بیانی دیگر صفحه مماس در نقطه 

f(x , y ) ≅ f(P۰) + fx(P۰ )(x − x۰) + fy(P۰ )(y − y۰) 
 

f   معادله صفحه مماس بر سطح  مثال: = x۲ + ۲y۲   را در  نقطهP۰(1 ,  بیابید. (2−
fx                                                                     حل:      = 2𝑥      ,    fy = 4𝑦 

f(P۰) = 9     ,   fx(P۰ ) = 2    ,    fy(P۰ ) = −8       
 

z − f(P۰) = fx(P۰ )(x − x۰) + fy(P۰ )(y − y۰) 
 

z − ۹ = ۲(x − ۱) − ۸(y + ۲) 
−۲x + ۸y + z + ۹ =   صفحه مماس    ۰

zتابع   تعریف: = f(x , y)  را در نقطهP۰(x۰ , y۰) نامیم، هرگاه مشتق پذیر میf  در نقطهP۰ .صفحه مماس داشته باشد 
   شود.دیفرانسیل توابع دو متغیره همانند توابع یک متغیره تعریف می

 dz = fxdx + fydy             ⟹  z = f(x , y) 
z    اگر      =

y

x
 داریم:   

dz = zxdx + zydy 
dz =

−y

x۲ +
۱
x
dy 

 

d (
y

x
) =

xdy − ydx

x۲  
 

 قاعده زنجیری 
yدر توابع یک متغیره دیدیم اگر  = y(u)  وu = u(x) توابعی مشتق پذیر باشند. 

dy

dx
=
dy

du
.
du

dx
 

 داریم.نیز  نظیر این فرمول را برای توابع چند متغیره 
yفرض کنیم   قضیه: = y(s , t)  , x = x(s , t)  , z = f(x , y)       وابعی مشتق پذیر باشند، در این صورت:ت 

∂z

∂s
=
∂z

∂x
.
∂x

∂s
+
∂z

∂y
.
∂y

∂s
 

 :همچنین
∂z

∂t
=
∂z

∂x
.
∂x

∂t
+
∂z

∂y
.
∂y

∂t
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yدر حالتی که  نکته: = y(t) , x = x(t) درست است. تساوی بالا  توابع مشتق پذیر یک متغیره باشند نیز 
dz

dt
=
∂z

∂x
.
dx

dt
+
∂z

∂y
.
dy

dt
 

 
 این قضیه قابل تعمیم برای توابع بیش از دو متغیره است.

wاگر  = f(x , y , z)  وx = x(t)  وy = y(t)  وz = z(t) داریم: د.نتوابعی مشتق پذیر باش 
dw

dt
=
∂w

∂x
.
dx

dt
+
∂w

∂y
.
dy

dt
+
∂w

∂z
.
dz

dt
 

 

z     اگر مثال: = x۲ + xy   و      {
x = ۲s + t۲

y = ۳s + ۵t ،      ∂z

∂t
}    را در   

t = ۱
s =  بیابید.     ۱−

 حل:     

{
t = ۱
s = −۱ ⟹ {

x = −۱
y = ۲  

 
∂z

∂t
=
∂z

∂x
.
dx

dt
+
∂z

∂y
.
dy

dt
 

∂z

∂t
= (۲x + y)(۲t) + (x)(۵) 

∂z

∂t
(−۱ , ۱) = (۰)(۲) + (−۱)(۵) = −۵ 

 

wاگر   مثال: = ln(x + ۲y , ۳z)    و       {
x = t + ۱
y = ۳t − ۱
z = t۳

   ،      dw

dt
tرا در      =  بیابید. ۰

 حل: 
dz

dt
=
∂z

∂x
.
dx

dt
+
∂z

∂y
.
dy

dt
+
∂z

∂y
.
dy

dt
 

dz

dt
=

۱
x + ۲y + ۳z (۱) +

۲
x + ۲y + ۳z (۳) +

۳
x + ۲y + ۳z (۳t۲) 

 

t = ۰ ⟹ {
x = ۱
y = −۱
z = ۰

 

dz

dt
|
 

t = ۰ = (
۱
−۱) +

۶
−۱ + ۰ = −۵ 

z  اگر   مثال: = f(y۲ , ۲x + ۳y)   ،     ∂z

∂x
 را بیابید.   

}                  دهیم:قرار می  حل:     
u = y۲

v = ۲x + ۳y 
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∂z

∂x
=
∂z

∂u
.
∂u

∂x
+
∂z

∂v
.
∂v

∂x
 

 
∂z

∂x
=
∂z

∂u
(۰) +

∂z

∂v
(۲) = ۲

∂z

∂u
 

 

zاگر   مثال: = f(۲x + y) + g(۳x − ۴y)   و   f ′(۴) = g′(−۵)  و   ۵ = ۲ ،    ∂z

∂x
, P۰(۱را در نقطه ی    بیابید. (۲

} :  دهیمقرار می  حل:    
u = ۲x + y
v = ۳x − ۴y    پس    z = f(u) + g(v) 

∂z

∂x
=
∂z

∂u
.
∂u

∂x
+
∂z

∂v
.
∂v

∂x
 

 
∂z

∂x
= f ′(u)(۲) + g′(v)(۳) 

∂z

∂x
(۱ , ۲) = f ′(۴)(۲) + g′(−۵)(۳) = ۱۶ 

 
 گیری ضمنی مشتق 

, F(xفرض کنیم برای معادله  y , z) = zتابعی چون  ۰ = g(x , y)  وجود داشته باشد که 
F(x , y , g(x , y)) = ۰ 

zدر این صورت  = g(x , y)  تابعی ضمنی ازx  وy با ضابطه  است کهF(x , y , z) =  شود.بیان می  ۰
 هستند.توابع زیر ضمنی 

x۲ + y۲ + z۲ − ۱ = ۰          ,            xy۲ + z۴y۳ + x۲ + ۲ = ۰ 
 

, F(xفرض کنیم  y , z) = } :     باشند داریم yو  xاز  ضمنیتابعی  z  و  ۰

x = x
y = y

z = g(x , y)
با استفاده از قاعده زنجیری از طرفین    

, F(xمعادله  y , z) =  گیریم.مشتق می xنسبت به  ۰
 

∂F

∂x
.
∂x

∂x
+
∂F

∂y
.
∂y

∂x
+
∂F

∂z
.
∂z

∂x
= ۰ 

x∂             داریم:

∂x
= y∂   و ۱

∂x
= F∂:                پس   ۰

∂x
+

∂F

∂z
.
∂z

∂x
=    بنابراین:       ۰

 
∂z

∂x
= −

Fx
Fz

 
 

z∂                                                                           به طور مشابه:

∂y
= −

Fy

Fz
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, F(xهمچنین اگر  y , z) =  باشد داریم: zو  yتابعی ضمنی از  xو  ۰

{
 
 

 
 ∂x

∂y
= −

Fy

Fx
∂x

∂z
= −

Fz
Fx

 

x۲yدر رابطه   مثال: = z۳y۲ + x۳ + ۱   ،   ∂z

∂y
 را بیابید. 

 حل:     
F = x۲y − z۳y۲ − x۳ − ۱ = ۰ 
∂z

∂y
= −

Fy

Fz
= −

x۲ − ۲z۳y

−۳z۲y۲  

x۳در رابطه ضمنی  مثال:  − z۴y = ۲xy − z۲ + ۵ ،∂z

∂x
(۱ , ۰ ,  را بیابید. (۲

 حل:         
F = x۳ − z۴y − ۲xy + z۲ − ۵ = ۰ 

∂z

∂x
= −

۳x۲ − ۲y
−۴z۳y + ۲z 

∂z

∂x
(۱ , ۰ , ۲) = −

۳
۴ 

yباشد. در معادله ی  yو  zتابعی از  xفرض کنیم  :مثال = z۲ + x۳ − ۳x − ۱ ،∂x

∂y
 را بیابید. 

 حل:        
F = y − z۲ − x۳ + ۳x + ۱ = ۰ 
∂x

∂y
= −

Fy

Fx
= −

۱
−۳x۲ + ۳ 

 
 بردار گرادیان و مشتق جهتی   - ۳

zفرض کنیم  = f(x , y) بردار گرادیان  f  به صورت:         ∇f = fx i⃗ + fy j⃗   عبارت شود . تعریف می∇f دِل ،f  یا نابلایf  خوانده
 شود.می 

f:ℝ۲∇        .ددر صفحه باش بردارهامجموعه    V۲اگر     توجه: ⟶ V۲   
fاگر   مثال: = x۲y − y۳      , ∇f(۲ ,  را بیابید. (۳

∇f = fx i⃗ + fy j⃗ = ۲xyi⃗ + (x۲ − ۳y۲)j⃗ 
∇f(۲ , ۳) = ۱۲i⃗ − ۲۳j⃗ 

 
 دو بعدی   𝛁𝐟تعبیر هندسی  

zفرض کنیم  = f(x , y)   تابعی مشتق پذیر درP۰(x۰ , y۰)   و  f(x , y) = k     منحنی ترازf  با معادله    {
x = x(t)

y = y(t)
باشد که در   

t = t۰  از نقطهP۰(x۰ , y۰)  کند.عبور می 
r(t)تابع برداری  = x(t)i⃗ + y(t)j⃗ گیریم. داریم:را در نظر می 
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f(x(t) , y(t)) = k 
 :گیریممشتق می  tاز طرفین نسبت به 

∂f

∂x
.
dx

dt
+
∂f

∂y
.
dy

dt
= ۰ 

.f∇         :به طور معادل r′(t) = tبه خصوص در          ۰ = t۰  .داریم 
∇f(P۰). r

′(t۰) = ۰ 
, f(xبر منحنی تراز  f(P۰)∇یعنی  y) = k گذرد عمود است.می   که از نقطه 

 
 

x۲به دو روش برداری بیابید که بر بیضی  مثال:  + ۴y۲ = , P۰(۲در نقطه  ۸  عمود باشد. (۱
, f(x:                       دهیمقرار می  روش اول:      y) = x۲ + ۴y۲            

x۲معادله    + ۴y۲ = kبه ازای  fمنحنی تراز ،     ۸ =  است. ۸
∇f = ۲xi⃗ + ۸yj⃗     

 
∇f(۲ , ۱) = ۴i⃗ + ۸j⃗ 

, f(۲∇ ،بنا به تعبیر هندسی x۲بر منحنی تراز  (۱ + ۴y۲ = , P۰(۲در نقطه  ۸  عمود است. (۱
 

x۲ابتدا شیب خط مماس بر بیضی  دوم:روش   + ۴y۲ = , P۰(۲را در نقطه  ۸  آوریم:به دست می (۱
 گیریم.مشتق می  xاز طرفین نسبت به 

۲x + ۸yy′ = ۰ ⟹ y′(x) = −
۲x
۸y = −

x

۴y 
 

m۱ = y′ |

 

P۰(۲ , ۱) = −
۲
۴ 

, P۰(۲شیب خط قائم را در نقطه   برابر است با: (۱

m۲ =
−۱
m۱

= ۲ 
a⃗⃗اگر  = xi⃗ + yj⃗  بردار قائم بر منحنی درP۰(۲ ,  .باشد (۱

m۲ = tan θ =
y

x
= ۲      ,          m۲ =

−۱
m۱
= ۲ 

} :      با انتخاب
y = ۸
x = a⃗⃗     آید:به دست می    ۴ = ۴i⃗ + ۸j⃗     که همان بردار∇f(۲ ,  است. (۱

 
wاگر   :به طور مشابه = f(x , y , z) داریم             :  ∇f = fx i⃗ + fy j⃗ + fzk⃗⃗ 

 
fاگر مثلا       = x۲ + y۳ + z۲ :داریم                 ∇f = ۲xi⃗ + ۳y۲ j⃗ + ۲zk⃗⃗ 

𝑟′(𝑡∘) 𝑝∘ 

∇𝑓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑝∘) 
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 سه بعدی   𝛁𝐟تعبیر هندسی  

wفرض کنیم  = f(x , y , z)  تابعی مشتق پذیر درP۰(x۰ , y۰ , z۰)   و    f(x , y , z) = k  سطح ترازی باشد که شامل نقطه
P۰ و   r(t) = 〈x(t) , y(t) , z(t)〉 که در نقطه  باشد  سطح تراز این  یک منحنی رویt = t۰  از نقطهP۰ کند. داریم:عبور می 

f(x(t) , y(t) , z(t)) = k 
.f∇                         مشتق می گیریم: tاز طرفین نسبت به  r′(t) = ۰ 

tبه خصوص در  = t۰                            :داریم∇f(P۰). r
′(t۰) = ۰ 

, P۰(x۰در نقطه  r(t)بر خط مماس بر منحنی  f(P۰)∇یعنی  y۰ , z۰) .بنابراین عمود است∇f(P۰)  بر صفحه مماس به سطح
f(x , y , z) = k  در نقطهP۰(x۰ , y۰ , z۰) .عمود است 

 
 
 
 

   خلاصه:  
        ∇f دو بعدی در منحنی تراز f   .از عمود است 
       ∇f  سه بعدی بر سطح ترازf  .عمود است 

, f(x    بر صفحه مماس سطح f(P۰)∇     نتیجه:  y , z) = k  در نقطه یP۰(x۰ , y۰ , z۰)  عمود است، بنابراین تحت شرایط
 مناسب معادله صفحه ی مماس به صورت زیر است:

fx(P۰)(x − x۰) + fy(P۰)(y − y۰) + fz(P۰)(z − z۰) = ۰ 
z۲معادله صفحه مماس بر مخروط   مثال: = (x − ۱)۲ + (y − , P۰(۳را در نقطه ی  ۲(۲ ۱ ,  بیابید. (۵√

 :دهیمقرار می  حل:    
f = (x − ۱)۲ + (y − ۲)۲ − z۲ = ۰ 
∇f = ۲(x − ۱)i⃗ + ۲(y − ۲)j⃗ − ۲zk⃗⃗ 

f(P۰)∇            :بردار عمود بر صفحه = ۴i⃗ − ۲j⃗ − ۲√۵k⃗⃗ 
 

, P۰(۳مخروط در نقطه برمعادله صفحه مماس  ۱ , √۵)  :     
۴(x − ۳) − ۲(y − ۱) − ۲√۵(z − √۵) = ۰ 

 
 مشتق جهتی 
zفرض کنیم  = f(x , y)  تابعی مشتق پذیر، مشتقf  در جهت بردار واحدu⃗⃗ = 〈a , b〉 به صورت زیر است: 

Du⃗⃗⃗f = ∇f⃗. u⃗⃗ = fx. a + fy. b 
 

wاگر    : به طور مشابه = f(x , y , z)  مشتقf  در جهت بردار واحدu⃗⃗ = 〈a , b , c〉 :برابر است با 

𝛻𝑓⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑝∘) 

𝑝∘ 

z 

𝑥 

y 
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Du⃗⃗⃗f = ∇f⃗. u⃗⃗ = fx. a + fy. b + fz. c 
fاگر   مثال: = x۲y + z۲ مشتق ،f    در نقطهP۰(−۱ , ۰ , a⃗⃗در جهت بردار  (۲ = 〈۰ , ۱ ,  بیابید.را   〈۴

 حل:     

u⃗⃗ =
a⃗⃗

|a⃗⃗|
= 〈۰ ,

۱
√۱۷

 ,
۴
√۱۷

〉 

∇f = 〈۲xy , x۲ , ۳z۲〉    ,   ∇f(P۰) = 〈۰ , ۱ , ۱۲〉 
 

Du⃗⃗⃗f(P۰) = ∇f(P۰). u⃗⃗ = ۰ +
۱
√۱۷

+
۴۸
√۱۷

=
۴۹
√۱۷

 
 

fمشتق تابع   مثال: ⟹ x۲ − y۲ را در نقطه  A (۱ , ۱
2
Bبه سمت نقطه  ( (۴ , − ۷

۲
 بیابید. (

u⃗⃗                                   حل:       =
AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

|AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|
= 〈

۳
۵ −

۴
۵
〉         ,        AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = B − A = 〈۳ , −۴〉  

P۰ = A = (۱ ,
۱
۲) 

∇f = 〈۲x , −۲y〉    ,       ∇f(P۰) = 〈۲ , −۱〉 
 

Du⃗⃗⃗f(P۰) = ∇f(P۰). u⃗⃗ =
۶
۵ +

۴
۵ = ۲ 

 
Du⃗⃗⃗f(P۰) = ۲ 

P۰به این معنی است که هرگاه از نقطه  ۲مفهوم عدد  = (۱ , ۱
۲
یم، تغییرات B)به سمت نقطه  u⃗⃗در جهت بردار  ( تقریباً  f(کمی دور شو

 برابر است. ۲
 :شوداز تعریف مشتق جهتی معلوم می نکته:

Di⃗f = fx   ,    Dj⃗f = fy    ,     Dk⃗⃗⃗f = fz 
 

 در این صورت:تابعی دو یا سه متغیره باشد،  fفرض کنیم    قضیه:
Du⃗⃗⃗f(P۰) = ∇f(P۰). u⃗⃗ = |∇f(P۰)|. |u⃗⃗| cos θ 

یه بین بردارهای  θکه در آن    است. u⃗⃗و بردار  f(P۰)∇زاو
 

θدر جهتی است که  P۰در نقطه  fبیشترین تغییرات  نتیجه: =  است. |f(P۰)∇|و مقدار آن   f(P۰)∇یعنی در جهت  ۰
 

fفرض کنیم   مثال: = xy۲ متحرکی روی سطح ،f  در نقطهP۰(−۱ ,  قرار دارد. (۲
 .داشته باشد را متحرک در چه جهتی حرکت کند که بیشترین افزایش ارتفاع الف(      

f∇      :    حل         = y۲ i⃗ + ۲xyj⃗ , ∇f(P۰) = 〈۴ , −۴〉  
f(P۰)∇باید در جهت بردار  نتیجه بالا متحرک بنا به  = 〈۴ ,  حرکت کند. 〈۴−
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 ارتفاع به دست آید؟ کاهش  یشترینمتحرک در چه جهتی حرکت کند که  ب(        
 حرکت کند.  f(P۰)∇−     باید در جهت بردار متحرک   حل:         

 .در چه جهتی متحرک حرکت کند که تغییر ارتفاع ندهد ج(         
θد ر   قضیه بالابنا به  حل:             =

π

   بر هم عمود باشند f(P۰)∇و  u⃗⃗یعنی باید  مشتق جهتی صفر است.   ۲
          ∇f(P۰) = 〈۴ , , ۱〉داریم:    〈۴− ۱〉. 〈۴ , −۴〉 = u⃗⃗پس متحرک باید در جهت       ۰ = 〈

۱
√۲  ,

۱
√۲
 حرکت کند. 〈

 
, P۰(−۱این است که متحرک روی منحنی تراز )هم ارتفاع( که از نقطه   ج(  قسمت یک روش دیگر حل کند حرکت کند عبور می (۲

xy۲یعنی منحنی  = , P۰(−۱شیب خط مماس بر این منحنی را در نقطه ،   ۴−  دست آورید و نشان دهید بردار مماس آنب  (۲
       u⃗⃗ = 〈

۱
√۲  ,

۱
√۲
 است. 〈

 
 تمرینات   - ۴
 بیابید.مشتقات جزئی خواسته شده را  -1

f الف(  =
۳x + ۱

۲x + ۴y ، ∂f

∂y
(۱ , ۰) 

f ب( = x۲. sin(۲x + ۳y) ، ∂f

∂x
(۰ ,

π

۳) 
g ج( = tan−۱ (

y

x
) ، gy(۱ , ۱) 

z د( = ex
۲y ، ∂۲z

∂x ∂y
(۱ , −۱) 

 دست آورید.بمشتقات مشخص شده را   -۲

f الف(  = sin(۲x + ۳y + ۴z) ، ∂۴f

∂x۲ ∂y ∂z
 

f ب( = erθ. sin θ ، ∂۳f

∂r۲ ∂θ
 

fاگر  -۳  = ey + x۲y۳    ،    ∂۱۰f

∂x۲ ∂y۸ .را بیابید 
wاگر  -۴ =

۱
√x۲+y۲+z۲ نشان دهید ،wxx +wyy +wzz = ۰. 

zاگر  -۵ =
x۲+y۲

x+y
xzx    ، نشان دهید + yzy = z 

 معادلۀ صفحۀ مماس بر سطوح زیر را در نقطۀ داده شده بیابید. -۶
f الف(  =  x۲ + xy + y۳ ، P۰(۱ , ۳) 

f ب( = xln(y + ۱) ، P۰(۲ , ۰) 
fمعادلۀ صفحۀ مماس بر سطح  -۷ = √x۲ + y  در نقطۀP۰(۱ , , P۰(۱بیابید و سپس با تقریب سطح بر صفحۀ مماس در (۳ ۳) ،

, f(۱٫۰۱مقدار تقریبی   .دست آوریدبرا  (۳٫۰۲
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zاگر  -۸ = ex
۲+۳y      و {

x = ۲r + ۴s
y = s۲t    ،  ∂z

∂r
}  را در نقطۀ   

r = ۱
s =  بیابید. ۰

 

} اگر -۹
x = t۲

y =
۱
t
  , z =

x۲+۱
y۲−۱     ،    dz

dt
tرا در   =  بیابید. ۲

 

}اگر  -۱۰
x = ۲u + v 
y = u۲ 

z = u۲ + ۳v
 ,    w = z۲xy۳  ،    ∂w

∂v
}    را در نقطۀ 

u = ۱ 
v =  بیابید. ۱−

 
zاگر  -۱۱ = f(x + at) + g(x − at)د:، نشان دهی   

∂۲z

∂t۲ = a۲ ∂
۲z

∂x۲  

zاگر  -۱۲ = f(u , v)  وu =
x

y
v  و   =

y

x
fuو   (۲ , ۱

۲
) = fvو  ۴ (۲ , ۱

۲
) = z∂مقدار    ۵

∂x
}را در نقطۀ  

x = ۲
y =  بیابید. ۱

zاگر  -۱۳ = f(x۲ − y۲ , y۲ − x۲) :نشان دهید 

x
∂z

∂y
+ y

∂z

∂x
= ۰ 

zاگر  -۱۴ = f(۲r − s , s۲ − ۴r)  و  fx(۰ , ۰) = , fy(۰  و  ۴ ۰) = z∂مقدار   ۳

∂r
(۱ ,  را بیابید. (۲

zاگر  -۱۵ = f(x , y)   و    {
x = x(r , s)

y = y(r , s)
۲z∂   برای یفرمول 

∂r∂s
  بیابید.  

 
 مشتقات جزئی خواسته شده را بیابید.در معادلات زیر  -۱۶

x۲  الف(  + y۲z۲ = z + ۳y + ۱ ، ∂z

∂x
 

۱ (ب + 𝑥𝑦۲ = 𝑒𝑧
۲𝑥  ، 𝜕𝑥

𝜕𝑦
 

e۲z−yدر رابطه  -۱۷ + x۲z − xy۳ = z∂ ، مقدار۳۴

∂y
(−۳ , ۲ ,  را بیابید. (۱

x۲در معادله کره  -۱۸ + y۲ + z۲ =  ، نشان دهید.۱

(zx)
۲ + (zy)

۲
+ ۱ =

۱
z۲  

 بیابید. را  در نقطه داده شده f∇در معادلات زیر  -۱۹

, f(x الف(  y) =
x۲

y
 ، P۰(−۱ , ۳) 

, g(x ب( y , z) = ۳x۲ + yz۲  ، P۰(۱ , ۳ , −۱) 
 با استفاده از تعبیر هندسی بردار گرادیان -۲۰

x۲الف( برداری بیابید که بر منحنی           − y۲ = , P۰(۲ه در نقط ۳  عمود باشد. (۱
x۲ب( برداری بیابید که بر سطح            − y۲ + z۲ = , P۰(۱در نقطه  ۵ ۰ ,  عمود باشد. (۲
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 توابع دو متغیره )یا سه متغیره( باشند، نشان دهید. gو  fاگر  -۲۱
∇(f. g) = f. ∇g + g. ∇f 

 
x۲نشان دهید هر خط قائم بر کره  -۲۲ + y۲ + z۲ =  گذرد.از مرکز کره می ۱
 نقطه داده شده بیابید.معادله صفحه مماس بر سطوح زیر را در  -۲۳

z۲ الف(  + xy۲ − ۳ = , P۰(۲ در نقطه ۰ ۱ , −۱) 
x ب( = ۲y۲ + ۴z۲ , P۰(۶ در نقطه  ۱ , −۱) 
yz ج( = ln(x + z) در نقطه P۰(۰ , ۰ , ۱) 

x۲ای روی سطح نقطه -۲۴ + y۲ − z۲ + ۲ = ۲xصفحه مماس آن  بیابید که  ۰ − ۲y − ۴z + ۴ =  باشد. ۰
 گذرد.مختصات مینشان دهید هر صفحه مماس بر مخروط از مبدأ  -۲۵
fمشتق جهتی تابع  -۲۶ = x۲y۴  را در نقطهP۰(۱ , V⃗⃗⃗  در جهت بردار (۲− = ۳i⃗ − ۵j⃗  .بیابید 
fمشتق تابع  -۲۷ = ۳x۲ + ۳y − z۲  را در نقطهP۰(۰ , ۱ ,  بیابید.را به سمت مبدأ مختصات  (۲
fها جهت سریعترین تغییر تابع همه نقاطی را بیابید که در آن -۲۸ = x۲ + y۲ − ۲x − ۴y   بردارV⃗⃗⃗ = i⃗ + j⃗ .باشد 
fای روی سهمی گون موچه  -۲۹ = ۱۰ − x۲ − y۲  در نقطهP۰(۱ ,  باشد.می  (۲

 الف( برای اینکه مورچه سریعتر به رأس سهمی گون برسد در چه جهتی باید حرکت کند.       
 ؟ای استثابت بماند. این دایره روی چه صفحه  P۰  ای روی سهمی گون  بیابید که ارتفاع مورچه هنگام حرکت از نقطهایره ب( معادله د        

z۲ای را بیابید که بر سهمی گون معادله کره  -۳۰ = x۲ + y۲  در نقطهP۰(۱ , ۲ , مماس باشد. )صفحه مماس یکسان داشته  (۵
 باشند.(
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 هفتم فصل  

 متغیره   دو های توابع  تعیین اکسترمم 
 
 

توان کمترین یا بیشترین یک کمیت را بدست آورد.مانند یافتن کمترین یا مانند توابع یک متغیره با تعیین نقاط اکسترمم توابع دو متغیره می
 بیشترین فاصله یک نقطه از یک منحنی 

 
 ها تعیین اکسترمم  -1

zفرض کنیم  تعریف: = f(x , y)  وP۰(x۰ , y۰)  متعلق به دامنهf .باشد 
, P۰(x۰الف( اگر در اطراف نقطه           y۰) ،     f(x , y) ≤ f(P۰)    آنگاه  f  درP۰(x۰ , y۰) ،Max .نسبی دارد 

, P۰(x۰ب( اگر در اطراف نقطه            y۰) ،     f(P۰) ≤ f(x , y)    آنگاه     f   درP۰(x۰ , y۰) ،Min .نسبی دارد 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
, f ،   f(xج( اگر روی دامنه     y) ≤ f(P۰)     آنگاهf     درP۰(x۰ , y۰) ،Max .مطلق دارد 
f ،        f(P۰)د( اگر روی دامنه      ≤ f(x , y)    آنگاهf     درP۰(x۰ , y۰) ،Min .مطلق دارد 

, P۰(x۰  تعریف:  y۰) ∈ Df تابع  یرا در نقطه بحرانz = f(x , y)  نامیم، هرگاهمی     : {
fx(P۰) = ۰
fy(P۰) = یا حداقل یکی از    و   ۰

 د.نمشتقات جزئی وجود نداشته باش

𝑝∘ 

z 

𝑥 

y 

𝑓 در∘𝑀𝑖𝑛   𝑝 نسبی دارد  

  

𝑝∘ 

y 

𝑓 در  ∘𝑀𝑎𝑥   𝑝 نسبی دارد  

  

z  

𝑥 
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, P۰(x۰فرض کنیم    قضیه: y۰)    نقطه اکسترمم نسبی )موضعی( تابعz = f(x , y)    باشد، در این صورتP۰(x۰ , y۰)  ینقطه بحران 
f .است. البته عکس قضیه درست نیست 

⇍      
 نقطه اکسترمم نسبی   ⇒ی  نقطه بحران            

     
, P۰(x۰فرض کنیم  تعریف:   y۰) ینقطه بحران z = f(x , y)  باشد ولی نقطه اکسترمم نسبی آن نباشد، در این صورتP۰  نقطه  را

 نامیم.می f)مینی ماکس(   زینی
 
 
 
 
 
 
 

 های نسبی آزمون تعیین اکسترمم 
, P۰(x۰فرض کنیم  y۰)  نقطه بحرانیz = f(x , y)  و مشتقات جزئیf  درP۰(x۰ , y۰) دهیم:پیوسته باشند. قرار می 

DP۰ = fxx(P۰). fyy(P۰) − (fxy(x۰))
۲

 
 

DP۰الف( اگر        > fxx(P۰)و  ۰ > ۰ ،   f  در نقطهP۰(x۰ , y۰) ،Min .نسبی دارد 
DP۰ب( اگر        > fxx(P۰)و  ۰ < ۰ ،  f   در نقطهP۰(x۰ , y۰) ،Max .نسبی دارد 
DP۰ج( اگر         < ۰ ،f  درP۰(x۰ , y۰) .نقطه زینی دارد 
DP۰د( اگر          =  توان استفاده کرد.، از این آزمون نمی ۰

 
 ها را تعیین کنید.نقاط بحرانی توابع زیر را بیابید و نوع آن :مثال
, f(x       الف(           y) = x۲ + y۲ + xy − ۳x 

}      برای تعیین نقاط بحرانی باید دستگاه  حل:               
fx = ۰
fy =  .مرا حل کنی     ۰

 

{
fx = ۲x + y − ۳ = ۰
fy = ۲x + x = ۰  ⟹ {

۲x + y = ۳
x + ۲y = ۰ ⟹{

x = ۲ 
y = −۱ 

 
P۰(۲ ,  است. fتنها نقطه بحران  (۱−

fxx = ۲       , fyy = ۲      , fxy = ۱ 

𝑝∘ 

z 

𝑥 

y 

  𝑓 در ∘𝑝   نقطه  زینی   دارد  
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DP۰ = fxx(P۰). fyy(P۰) − (fxy(P۰))
۲

 
DP۰ = (۲)(۲) − (۱)۲ = ۳ > ۰ 

, P۰(۲بنابراین در نقطه  −۱) ،Min .نسبی دارد 
 
f ب(         = x۳ + y۲ − ۶x۲ + y − ۳   

}                                                            حل:          
fx = ۳x۲ − ۱۲x = ۰ ⟹ {

x = ۰
x = ۴

fy = ۲y + ۱ = ۰ ⟹ y = −
۱
۲ 

 

 

P۱    هستند.  f های دستگاه نقاط بحرانیجواب  (۰ , − ۱
۲
P۲   و   ( (۴ , − ۱

۲
) 

fxx = ۶x − ۱۲    ,        fyy = ۲     ,   fxy = ۰ 
𝐏۱نوع   (۰ , − ۱

۲
) 

   
 DP۱ = (−۱۲)(۲) − (۰)۲ = −۲۴    ,    fxx(P۱) = −۱۲ 

                   f  درP۱ (۰ , − ۱
۲
 نقطه زینی دارد. (

 

𝐏۲نوع   (۴ , − ۱
۲
) 

DP۱ = (۱۲)(۲) − (۰)۲ = ۲۴  ,    fxx(P۲) = ۱۲ 

            f   درP۲ (۴ , − ۱
۲
) ،Min .نسبی دارد 

 
, f(x     ج(      y) = xy +

۱
x
+

۱
y

 
    حل:       

{
fx = y −

۱
x۲ = ۰

fy = x −
۱
y۲ = ۰

 ⟹{
y =

۱
x۳

x =
۱
y۲

⟹{
x = ۱
y = ۱ 

P۰(۱ ,  است. fنقطه بحران (۱

fxx =
۲
x۳     ,    fyy =

۲
y۳     ,   fxy = ۱ 

 
fxx(P۰) = ۲ , fyy(P۰) = ۲ 

 
DP۰ = (۲)(۲) − (۱)۲ = ۳ > ۰ 

               f  درP۰(۱ , ۱) ،Min .نسبی دارد 
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fنقاط بحرانی  :مثال = x۲y ها را معلوم کنید.را بیابید و نوع آن 

}                                             حل: 
fx = ۲xy = ۰ ⟹ x = y=۰ یا ۰
fy = x۲ = ۰ ⟹ x = ۰

 

f دارد. ینهایت نقطه بحرانبی 
A = {(۰ , y)|y ∈ ℝ} 

xنقاطی در صفحه هستند که  f نقاط بحرانی ، به عبارت دیگر هستند. f ، نقاط بحرانیAنقاط  مجموعه =  .ها yیعنی محور    ۰
 
 
 
 
 
 

fxx = ۲y    ,   fyy = ۰ ,    fxy = ۲x 
D = (۲y)(۰) − (۲x)۲ = −4x۲  

 
x بحرانیدر نقاط  اما    = D داریم:  ، ۰ = نقاط نوع توان استفاده کرد.با تحلیل یعنی از آزمون برای تعیین نوع نقاط بحرانی نمی    ۰

 .مکنی می را مشخصبحرانی 
, 𝐏۰(۰نوع نقطه   ۰)   

, x)فرض کنید      y)  ۰)نزدیک , , f(xو در ناحیه اول باشد، در این صورت  (۰ y) ≥ f(۰ , , x)و اگر  (۰ y)  در ناحیه سوم باشد
f(x , y) ≤ f(۰ , , ۰)در نقطه  fلذا  (۰ , ۰)نه ماکسیمم و نه مینیمم نسبی دارد پس  (۰  است. fنقطه زینی  (۰

 
  

 
𝐀۱نوع نقاط   = {(۰ , 𝐲)|𝐲 > ۰} 

, P۱(۰فرض کنیم       y۱)  نقطه بحرانی درA۱  و(x , y)  نزدیکP۱(۰ , y۱)  باشد. در این صورتf(x , y) ≥ f(P۱) = پس   ۰
f  درP۱(۰ , y۱) ،Min .نسبی دارد 
 

A۲در نقاط  f    : به طور مشابه = {(۰ , y)|y < ۰} ،Max .نسبی دارد 
 

 چند مثال کاربردی 
zای روی مخروط نقطه  :مثال = √x۲ + y۲  بیابید که کمترین فاصله را با نقطهP۰(۱ , ۲ ,  داشته باشد. (۰

, x)فرض کنیم  حل:     y , z) ای روی مخروط باشد، فاصله این نقطه و نقطه نقطهP۰(۱ , ۲ ,  برابر است با: (۰
d =  √(x − ۱)۲ + (y − ۲)۲ + z۲  

y 

𝑥 

   f نقاط بحرانی

y 

𝑥 

y 

𝑥 
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fتابع  Minرا به دست آوریم، به طور معادل کافی است  dتابع  Minباید  = d۲ = (x − ۱)۲ + (y − ۲)۲ + z۲  را محاسبه
 کنیم.

z۲با جایگذاری  = x۲ + y۲ :داریم 
f(x , y) = (x − ۱)۲ + (y − ۲)۲ + x۲ + y۲  

 

{
fx = ۲(x − ۱) + ۲x = ۰
fy = ۲(y − ۲) + ۲y = ۰  ⟹{y =

۱
۲

x = ۱
 

)f  ،P۱  یتنها نقطه بحران
۱
۲  , )P۱است. بنابراین    f تابع  Minاست. این نقطه    (۱

۱
۲  , ۱ ,

√۱۷
۴
ای روی مخروط است که کمترین فاصله نقطه  (

, P۰(۱را با نقطه  ۲ ,  دارد. (۰
 

 متر مربع باشد. ۲۰ای را بیابید که مساحت آن ابعاد بزرگترین جعبه :مثال
, xفرض کنیم  حل:      y , z .مساحت جعبه برابر است با: به ترتیب طول و عرض و ارتفاع جعبه باشند 

۲xy + ۲yz + ۲xz = ۲۰ 
z =

۱۰ − xy
x + y

 
 حجم جعبه برابر است با:

V = xyz = xy(
۱۰ − xy
x + y

) 

, V(xبا توجه به تقارن تابع  y) :باید در نقاط بحرانی داشته باشیم        x = y 
yبا قرار دادن  = x  آوریم:در تابع حجم به دست می 

V(x) =
x۲(۱۰ − x۲)

۲x = ۵x −
x۳

۲  

V′(x) = ۵ −
۳
۲ x

۲ = ۰ ⟹ x = √
۱۰
۳     , (x > ۰) 

y = x = √
۱۰
۳      ,    z =

√
۱۰
۳  

x :     مورد نظربنابراین ابعاد جعبه  = y = z = √
۱۰
 است.     ۳

 
 اکسترمم مطلق روی ناحیه بسته 

 مانند دایره تو پر یا مثلث تو پر.  .و کراندار باشدرا شامل  خودیک ناحیه در صفحه بسته است که نقاط مرزی  
آوریم و سپس مقادیر اکسترمم روی مرز به دست می را  های مطلق روی ناحیه بسته، ابتدا نقاط بحرانی داخل ناحیهبرای تعیین اکسترمم   

 د.نباشمطلق می Minها مطلق و کوچکترین آن Maxکنیم، بزرگترین این مقادیر مشخص می را  ناحیه
fهای مطلق تابع اکسترمم :مثال = x۲y  را داخل نیم دایره      D: x۲ + y۲ ≤ ۳   ,   y ≥  پیدا کنید.   ۰
Aدهیم: قرار می  حل:        = {(۰ , y)|  ۰ < y < √۳} 

 

D √3 

√3 −√3 

y 

𝑥 



 ( 2حساب دیفرانسیل و انتگرال)      92
 

 

 

 
 
 
 

, ۰)قبلا دیدیم که  y)  نقاط بحرانیf  هستند. بنابراین اعضای مجموعهA داخل نیم دایره  ینقاط بحرانD  است. وf(۰ , y) = ۰ 
 

x۲       روی مرز نیم دایره  + y۲ = ۳    ,    y ≥  :داریم ۰
f = x۲y = (۳ − y۲)y = ۳y − y۳  

f ′(𝑦) = ۳ − ۳y۲ = ۰ ⟹ y = ۱ , y ≥ ۰ 
y = ۱ ⟹ x = ±√۲ 

, P1(√۲دو نقطه  , P۲(−√۲و  (۱  نقاط اکسترمم روی مرز دایره هستند. (۱
 
۳√−  : روی پاره خط  ≤ x ≤ yو  ۳√ = fداریم:  ۰ = x۲y =    قرار می دهیم:          ۰

B = {(x , ۰)|−√۳ ≤ x ≤ √۳} 
 پس: 

, f(۰   :درون نیم دایره  y) = ۰ 
 

}    :دایره  نیم روی مرز
f(√۲ , ۱) = ۲
f(−√۲ , ۱) = ۲

 

 
, f(x  :           روی پاره خط ۰) = ۰ 

, ۲√±)در نقاط  fبنابراین ۱) Max در نقاط  و  مطلقA ∪ B ،Min .مطلق دارد 
 
 روش ضرایب لاگرانژ   - ۲

w   فرض کنیم تابع = f(x , y , z)   با شرط   g(x , y , z) = k   در نقطهP۰(x۰ , y۰ , z۰)   اکسترمم داشته باشد و  
∇g(y۰) ≠ f(P۰)∇   : وجود دارد که λتوان نشان داد عددی حقیقی مانند  در این صورت می  ۰ = λ∇g(P۰)     عددλ  ضریب  را

 .یمناممی لاگرانژ  
wبرای تعیین اکسترمم  = f(x , y , z)  تحت شرطg(x , y , z) = k .باید دستگاه زیر را حل کنیم 

{
 

 
fx = λgx
fy = λgy
fz = λgz
g(x , y , z) = k

 

zهای نسبی تابع برای تعیین اکسترمم :به طور مشابه = f(x , y)  تحت شرطg(x , y) = k .باید دستگاه زیر حل شود 
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{

 
fx = λgx
fy = λgy
g(x , y) = k

 

 
, f(xکمترین مقدار تابع   :مثال y) = x۲ + y۲ + xرا روی خط  ۱ + y =  بیابید. ۲

g :    دهیمقرار می  حل:     = x + y = ۲ 

{

fx = λgx
fy = λgy
g(x , y) = k

⟹ {
۲x = λ
۲y = λ
x + y = ۲

⟹ {
x = ۱
y = ۱ ⟶ P۰(۱ , ۱) 

, f(۱      روی خط،  fبنابراین کمترین مقدار  ۱) =  است. ۳
fهای تابع اکسترمم :مثال = x۲ − y۲  را روی دایرهx۲ + y۲ =  بیابید. ۱

g      دهیم:قرار می  حل:     = x۲ + y۲ = ۱ 

{

fx = λgx
fy = λgy
g(x , y) = ۱

⟹ {
2x = ۲xλ
−۲y = ۲yλ
x۲ + y۲ = ۱

 

,فرض کنیم  x ≠ λ     از معادله اول  ۰ = yاز معادله دوم و         ۱ = xپس در معادله سوم .آیدست می بد ۰ = را در  f، مقدار ±۱
, P۱(۱نقاط  , P۲(−۱و  (۰  کنیم.حساب می (۰

f(P۱) = ۱     ,        f(P۲) = ۱ 
xاکنون فرض کنیم  =  :آیدست مید، از معادله سوم ب۰

{
x = ۰
y = ±۱   

 
, P۳(۰را در نقاط f مقدار  , P۴(۰و  (۱  کنیم.حساب می (۱−

f(P۳) = −۱       ,      f(P۴) = −۱ 
 کمترین مقدار را دارد. P۴و  P۳بیشترین مقدار و در نقاط  P۱و  P۲روی دایره در نقاط  fبنابراین 

 
x۲    ترین و دورترین نقاط روی کره نزدیک :مثال + y۲ + z۲ = , P۰(۱ نقطه   را به      ۱ ۰ ,  بیابید. (۲

, P(xفرض کنیم  حل:    y , z)  یک نقطه روی کره باشد. تابع فاصلهP  تاP۰ :برابر است با 
d = √(x − ۱)۲ + y۲+(z − ۱)۲ 

 
fباید نقاط اکسترمم تابع  = d۲ = (x − ۱)۲ + y۲+(z − gرا روی کره  ۲(۱ = x۲ + y۲ + z۲ =  دست آوریم.ب ۱

{

fx = λgx
fy = λgy
fz = λgz
g = ۱

 ⟹ {

۲(x − ۱) = ۲λx
۲y = ۲yλ
۲(z − ۲) = ۲λz
x۲ + y۲ + z۲ = ۱

  

yاگر  ≠ λاز معادله دوم  ۰ = λآید، اما بدست می ۱ = yبا معادله اول تناقض دارد، پس باید  ۱ =  ، از معادله اول و سوم داریم:۰
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{
 
 

 
 x =

۱
۱ − λ

z =
۲

۱ − λ
y = ۰

 

 دهیم.این سه مقدار را در معادله چهارم قرار می

(
۱

۱ − λ)
2 + (۰)۲ + (

۲
۱ − λ)

2 = ۱ ⟹  ۱ − λ = ±√۵ 

۱ − λ = √۵ ⟹ P۱(
۱
√۵
 , ۰ ,

۲
√۵
)

۱ − λ = −√۵ ⟹ P۲(−
۱
√۵
 , ۰ , −

۲
√۵
)
 , f(P۱) < f(P۲) 

 باشند.می  P۰دورترین نقطه روی کره به نقطه  P۲ترین نقطه و نزدیک P۱پس 
 
 تمرینات    - ۳
 بحرانی توابع زیر را تعیین کنید. نقاطنوع  -۱

, f(x الف(  y) = −x۲ + ۳x − ۴y۲ + y )ب g(x , y) = ۳x − ۴y + ۱ 
, f(x ج( y) = x۲ − ۳xy + ۲y۲ + , g(x د(  ۱ y) = x۳ − ۱۲xy + ۸y۳  

 توابع زیر را بدست آورید. اکسترممنقاط ب -۲
, f(x الف(  y) = y۲ + x۴ + ۴x )ب g(x , y) = e۶y−x۲−y۲  

f ج( = x۴ + y۴ − ۴xy )د g = ln (x۲ + y۲ − ۲y + ۳) 
 ها را مشخص کنید.نهایت نقطه بحران دارند و نوع آننشان دهید توابع زیر بی  -۳

f الف(  = x۲ey )ب g = xy۳  
f ج( = (x − ۲y)۲ )د g = y۲ + ۳ 

  
fنوع نقطه بحرانی تابع  -4 = x۲y + y۲x .را تعیین کنید 
۲xای روی صفحه نقطه -۵ + y + z = , P۰(۱بیابید که کمترین فاصله را با نقطه  ۲ −۱ ,  .داشته باشد (۲
 ها کمترین باشد.و مجموع آن ۲۴ها سه عدد مثبت بیابید که حاصل ضرب آن -۶
 باشد. Minمتر مکعب را بیابید که مساحت جانبی جعبه سانتی ۲۷حجم  با ایابعاد جعبه -۷
ای را بیابید که در یک هشتم اول قرار دارد و سه وجه آن روی صفحه مختصات و یک رأس آن روی صفحه ترین جعبهحجم بزرگ -۸

۲x + ۳y + z =  باشد. ۶
 اکسترمم تابع را روی شرط داده شده بیابید.  13تا  9در تمرینات 

۹-     f(x , y) = ۴ − x۲ − y۲  ۳   روی خطx − y = ۵ 
۱۰-      f = x۲y    روی بیضی     x۲ + ۲y۲ = ۶ 
۱۱-      f = ۴x + ۶y     روی دایره    x۲ + y۲ = ۱۳ 
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۱۲-     f = x + ۲y + ۲z     روی کره    x۲ + y۲ + z۲ = ۹ 
۱۳- f = x۲y۲z۲          روی کره        x۲ + y۲ + z۲ = ۱ 

متر مکعب و مواد مصرفی آن کمترین مقدار باشد. سانتی ۱۰ای را بیابید که حجم آن با استفاده از روش ضریب لاگرانژ ابعاد جعبه -۱۴
 )جعبه بدون درب است(

x۲      داخل کره  محاط شدهترین جعبه با استفاده از روش ضریب لاگرانژ حجم بزرگ -۱۵ + y۲ + z۲ =  را بیابید. ۹
xای روی سهمی با استفاده از روش ضریب لاگرانژ نقطه -۱۶ = y۲  بیابید که کمترین فاصله را با نقطهP۰(۱ ,  داشته باشد. (۰
fهای مطلق تابع اکسترمم -۱۷ = ۲x + ۴y + , A(۰های را داخل ناحیه مثلث بسته با رأس ۳ ۱)  ،B(۱ , ۰)  ،C(۱ ,  بیابید. (۱
fهای مطلق تابع اکسترمم -۱۸ = x۲ + y۲ را داخل مستطیل بسته     D:   − ۱ ≤ x ≤ ۱ , −۱ ≤ y ≤  بیابید. ۱

 روش ضرایب لاگرانژ دو شرطی        
wهای تابع اگر بخواهیم اکسترمم = f(x , y , z)  را با دو شرطg(x , y , z) = k۱  وh(x , y , z) = k۲  بیابیم باید دستگاه

 زیر را حل کنیم.

{

∇f = λ۱∇g + λ۲∇h

g(x , y , z) = k۱
h(x , y , z) = k۲

 

 را حل کنید. 20و تمرین  19تمرین  روش ضرایب لاگرانژ دو شرطیبا استفاده از
 

xصفحه    -۱۹ + y + ۲z = zسهمی گون  ،     ۲ = x۲ + y۲       ترین و دورترین نقاط روی این کند. نزدیکرا در یک بیضی قطع می
 از مبدأ مختصات را بیابید.بیضی 

متر سانتی ۳۰های آن متر مربع و مجموع طول یالسانتی ۱۰۰بکار رفته آن  ادومای را بیابید که ترین جعبهترین و کوچکحجم بزرگ -۲۰
 باشد.
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 هشتم فصل  
 انتگرال چندگانه 

 
 

انتگرال دو گانه و انتگرال سه گانه همان مفهوم انتگرال یک بعدی )حد مجموع( به ترتیب در صفحه و در فضا را دارند.از کاربردهای 
 انتگرال چند گانه محاسبه مساحت،حجم و جرم است. 

 

 انتگرال دوگانه    - ۱
f)خواهیم حجم زیر سطح می  ≥ ۰) z = f(x , y) محدود به مستطیل    R:   [a , b] × [c , d]   بدست آوریم.  را 
 .کنیمرا به چند زیر مستطیل افراز می  Rمستطیل      

 
 
 
 
 
 
 

xk ∆           دهیم:قرار می = xk − xk−۱ ،    ∆ yk = yk − yk−۱      ،  ∆ Ak = ∆xk × ∆yk 
, xk)اگر  yk) بصورت زیر است.ای داخل زیر مستطیل باشد حجم تقریبی این ناحیه در فضا نقطه 

V ≅ ∑ f(xk , yk)∆Ak

t

k=۱
 

(t ستا تعداد زیر مستطیل ها.) 
 
 
 
 

⋮ 

𝑐 

𝑦𝑚 

𝑦1 

𝑥1 𝑎  𝑥𝑛 𝑥2 ⋯ 

𝑅 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)∆𝐴𝑘  

z 

𝑥 

y 
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 :با افزایش تعداد زیر مستطیل ها، حجم این ناحیه به صورت زیر است

V = lim
t→+∞

∑ f(xk , yk)∆Ak

t

k=۱
 

zاکنون انتگرال دوگانه تابع  = f(x , y) روی مستطیل    R:   [a , b] × [c , d]  گردد.به صورت زیر تعریف می 

∬ f(x , y)dA = lim
t→+∞

∑ f(xk , yk)∆A

t

k=۱R

 

است. محاسبه انتگرال دوگانه با تعریف  Rمحدود به ناحیه  f، حجم زیر سطح  fبنا به مطالب گفته شده بهترین تعبیر انتگرال دوگانه      
 آن آسان نیست. برای محاسبه آن ابتدا انتگرال مکرر را تعریف کنیم.

 
zتابع    : انتگرال مکرر = f(x , y) مفروض است، انتگرال مکرر f روی مستطیل    [a , b] × [c , d]   شود:تعریف می 

∫ ∫ f(x , y) dy dx = ∫ (∫ f(x , y) dy
d

c

) dx
b

a

d

c

b

a

 

کنیم، به بیان دیگر محاسبه از داخل به خارج ( را محاسبه میx( و سپس انتگرال بیرونی )نسبت به y داخلی )نسبت بهابتدا انتگرال      
 است.

 محاسبه کنید.: مثال
∫  الف(           ∫ xy۲ dx dy

۲
۱

۱
۰ 

∫  ب(             ∫ xy۲ dy dx
۱

۰
۲

۱ 
  حل الف(            

∫ ∫ xy۲ dx dy
۲

۱

۱

۰
=  ∫ (∫ x

۲

۱
y۲ dy) dx

۱

۰
= ∫ (

xy۳

۳ )
۱

۰
|
۲
۱

dx = ∫ (
۸
۳ x −

۱
۳ x) dx =

۷
۶

۱

۰
 

 
 ب(  حل         

∫ ∫ xy۲ dx dy
۱

۰

۲

۱
=  ∫ (∫ x

۱

۰
y۲ dx) dy = ∫ (

x۲y۲

۲ ) |
۱
۰

dy = ∫
y۲

۲ dy =
۷
۶

۲

۱

۲

۱

۲

۱
 

 شود:با مقایسه جواب دو قسمت معلوم می

∫ ∫ xy۲ dy dx =
۲

۱

۱

۰
∫ ∫ xy۲ dx dy

۱

۰

۲

۱
 

 توان ثابت کرد:می، این تساوی اتفاقی نیست

∫ ∫ f(x , y) dy dx =
d

c

b

a

∫ ∫ f(x , y) dy dx
b

a

d

c

 

, f(xاگر  نکته: y) = g(x). h(y) شود.تر محاسبه میباشد، انتگرال مکرر ساده 

∫ ∫ f(x , y) dy dx =
d

c

b

a

∫ g(x)dx × ∫ h(y)dy
d

c

 
b

a
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 شود:حل می نیز مثال قبل با این روش 

∫ ∫ xy۲dy dx
۲

۱

۱

۰
=  ∫ x

۱

۰
dx × ∫ y۲

۲

۱
dy = (

۱
۲) × (

۷
۳) =

۷
۶ 

 
بینی: zاگر تابع   قضیه فو = f(x , y) روی مستطیل     R:     a ≤ x ≤ b , c ≤ y ≤ d  پیوسته باشد. آنگاه 

∬ f(x , y)dA = ∫ ∫ f(x , y) dy dx
d

c

b

aR

 

بینی در این است که به جای محاسبه انتگرال مضاعف که حد مجموع بود، انتگرال مکرر را حساب می  کنیم.اهمیت قضیه فو
fحجم جسمی را بیابید که زیر سطح  :مثال  = x + ۲y  و بالای مستطیلR: ۱ ≤ x ≤ ۲ , ۰ ≤ y ≤  است. xyدر صفحه  ۲

 حل:     

V = ∬ (x + ۲y)dA = ∫ ∫ (x + ۲y) dy dx
۲

۰

۲

۱R

 

= ∫ (x۲ + y۲) |
۲
۱

dx = ∫ (۲x + ۴) dx = ۷
۲

۱

۲

۱
 

 
 های دیگر انتگرال دوگانه روی ناحیه 

zکنیم فرض می ناحیه نوع اول: = f(x , y) روی ناحیه     D:     a ≤ x ≤ b  , g۱(x) ≤ y ≤ g۲(x)   پیوسته باشد.در
 :این صورت 

∬ f(x , y)dA
D

= ∫ ∫ f(x , y) dydx
g۲(x)

g۱(x)

b

a

 

 
 
 
 
 

zفرض کنیم   ناحیه نوع دوم: = f(x , y) روی ناحیه       D:     c ≤ y ≤ d  , g۱(y) ≤ x ≤ g۲(y) .پیوسته باشد 
 در این صورت:

∬ f(x , y)dA
D

= ∫ ∫ f(x , y) dx dy
g۲(y)

g۱(y)

d

c

 

 
 
 
 
 

𝑔1(𝑥) 

𝑔2(𝑥) 

D 

𝑏 𝑎 

D 

𝑑 

𝑐 

𝑔2(𝑦) 
𝑔1(𝑦) 
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∬در حالتی که  توجه: fdA
D

 , f ≥  است. xyدر صفحه  Dو بالای ناحیه  fحجم زیر سطح  ۰
 
 
 
 
 
 
 
 

∬   :مثال xy۲dA
D

yناحیه بین دو منحنی  Dرا بیابید که در آن   = x  وy = x۲ .است 

xاز تساوی  حل:     = x۲ آیدبدست می        : {
x = ۲
x = ۱    

                        
                  D:     ۰ ≤ x ≤ ۱ , x۲ ≤ y ≤ x   

 
 

 

∬ xy۲dA
D

= ∫ ∫ xy۲ dy dx
x

x۲

۱

۰
 

 

∫ (x
y۳

۳ )
۱

۰
|

x

x۲ dx = ∫ (
x۴

۳ −
x۷

۳ ) dx =
۱

۲۴
۱

۰
 

zحجم جسمی را بیابید که زیر صفحه  : مثال = ۲x + yمحدود به سه خط  Dاست که در آن   Dو بالای ناحیه  ۱ = x    و    x = ۱ 
yو  =  در ناحیه اول است. ۰
 است. مقابل مثلث Dناحیه   حل:   
 
 
 

D: ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ x    ∶  ناحیه نوع اول

V = ∬ (۲x + ۱)dA = ∫ ∫ (۲x + ۱) dy dx
x

۰

۱

۰D

 

 

= ∫ ((۲x + ۱)y) |
x

۰
dx = ∫ (۲x + ۱)x dx =

۷
۶

۱

۰

۱

۰
 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

D 

z 

𝑥 

y 
E 

D 

1 

1 D 
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∬انتگرال   :مثال (y + ۲x)dA
D

  را حساب کنید. 
     حل:             

                           D:     ۰ ≤ y ≤ ۲ , ۰ ≤ x ≤ y۲    ناحیه نوع دوم :     
 

∬ (y + ۲x)dA = ∫ ∫ (y + ۲x) dx dy = ∫ (xy + x۲) |
y۲

۰
dy

۲

۰

y۲

۰

۲

۰D

 

=  ∫ (y۳ + y۴)dy =
۵۲
۵

۲

۰
 

یض ترتیب ها مکرر به سختی محاسبه میگاهی بعضی از انتگرال  تر شود.گیری ممکن است محاسبه سادهانتگرالشوند ولی با تعو
 محاسبه کنید.  :مثال

I = ∫ ∫ ey۲
dy dx

۳

۳x

۱

۰
 

 کنیم.ناحیه را مشخص می حل:     
D:     ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۳x ≤ y ≤ ۳  ∶  ناحیه نوع اول 

 
 
 
 
 
 
 گیریم.میناحیه را نوع دوم در نظر  گیری روی ناحیه نوع اول ساده نیست.انتگرالاما  

           D:      ۰ ≤ y ≤ ۳ ,    ۰ ≤ x ≤
y

۳  ناحیه نوع دوم :     
 
 
 
 

 
 

                 I = ∬ ey۲
dA =

D
∫ ∫ ey۲

dx dy = ∫ (xey۲
)

۳
۰

y

۳
۰

۳
۰ |

y

۳
۰

dy    

=
۱
۳ ∫ yey۲

dy =
۱
۶ (e۹ − ۱)

۳

۰
 

∬نکته:   dA ≡ D مساحت ناحیه
D

 
 

x =
y

۳ 
3 

1 

D 

𝑦 = ۳x 3 

1 

D 
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 گیری در مختصات قطبی: انتگرال 
ها از مختصات قطبی استفاده برای حل این نوع ناحیه قسمتی از دایره یا قسمتی از واشر ساده نیست.معمولًا محاسبه انتگرال دوگانه روی 

 کنیم.می 
 یادآوری رابطه مختصات قطبی و قائم:

{
x = r cos θ
y = r sin θ

       ,         {
x۲ + y۲ = r۲

tan θ =
y

x

 

 :گیریمرا در نظر می Rمستطیل قطبی 
R:      α ≤ θ ≤ β  ,   a ≤ r ≤ b 

 
 
 
 
 
 

 توان نشان داد: می 

∬ f(x , y)dA = ∫ ∫ f(r cos θ , r sin θ)rdrdθ
b

a

β

αR

 

 نامیم.می تبدیل    𝐫اضافی را  rدر انتگرال سمت راست 
zحجم جسمی را بیابید که زیر سهمی گون :مثال = ۴ − x۲ − y۲  و بالای صفحهz =  قرار دارد. ۰

 حل:      
z = ۰ ⟹ ۴ − x۲ − y۲ = ۰ ⟹  x۲ + y۲ = ۴              xyدایره روی صفحه 

یر  Dبنابر این  پر به شعاع  xyروی صفحه  f)تصو  است. ۲( دایره تو
D:      ۰ ≤ θ ≤ ۲π , ۰ ≤ r ≤ ۲ 

 

V = ∬ fdV = ∬ (۴ − x۲ − y۲)dA = ∫ ∫ (۴ − r۲)
۲

۰

۲π

۰DD

rdrdθ 

 

V = ∫ dθ × ∫ (۴ − r۲)rdr = (۲π)(۴) = ۸π
۲

۰

۲π

۰
 

∬  :   مثال  xdA
D

x۲ناحیه محدود به دایره  Dرا بیابید که در آن   + y۲ =   .است    xy  در ربع اول صفحه        ۱
D:  ۰                                         حل:      ≤ θ ≤

π

۲  , ۰ ≤ r ≤ ۱ 

∬ xdA = ∫ ∫ (r cos θ)rdrdθ = ∫ cos θdθ × ∫ r۲dr =
۱
۳

۱

۰

π
۲

۰

۱

۰

π
۲

۰D

 

𝑅 

𝑟 = 𝑏 

𝑟 = 𝑎 
𝛽 

𝛼 
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 .ناحیه قطبی به صورت زیر باشد Dهرگاه  توجه:
D:    α ≤ θ ≤ β    ,     g۱(θ) ≤ r ≤ g۲(θ) 

 

∬ f(x, y)dA = ∫ ∫ f(r cos θ , r sin θ)r drdθ
g۲(θ)

g۱(θ)

β

αD

 

rبرگی  ۴مساحت یک حلقه گل   :مثال = sin ۲θ .را حساب کنید 
 گیریم.را حلقه در ناحیه اول در نظر می D  حل:     
 
 
 

D: ۰ ≤ θ ≤
π

۲  , ۰ ≤ r ≤ sin ۲θ 

D مساحت ناحیه = ∬ d
D

A = ∫ ∫ rdrdθ = ∫ (
r۲

۲ ) |
sin ۲θ

۰
dθ

π
۲

۰

sin ۲θ

۰

π
۲

۰
 

 

= ∫
sin۲(۲θ)

۲

π
۲

۰
dθ =

π

۸  

sin۲در این انتگرال از تساوی  θ =
۱−cos۲ θ

 است. استفاده شده ۲
 

 جرم یک ناحیه در صفحه 

,ρ(xیک ناحیه در صفحه و  Dفرض کنیم  y) ( چگالیچگالی جرم آن بر واحد سطح=
جرم 

 باشد. داریم: Dجرم ناحیه  mو  (مساحت

m = ∬ ρ(x, y)dA
D

 

x۲  ورقه نیم دایره    : مثال + y۲ ≤ ۹   ,   y ≥ ها است. جرم xدر هر نقطه چگالی آن متناسب با مربع فاصله آن نقطه تا محور  ۰
 ورقه را حساب کنید.

    
,ρ(x :  داریم  حل: y) = ky۲     

 
        D:   ۰ ≤ θ ≤ π    ,   ۰ ≤ r ≤ ۳  

m = ∬ ρdA = ∬ ky۲dA = ∫ ∫ r۲ sin۲ θ . rdrdθ
۳

۰

π

۰DD

 

 

= k ∫ sin۲ θdθ × ∫ r۳dr = k
۸۱
۸ π

۳

۰

π

۰
 

𝑦 

𝑥 3 
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 انتگرال سه گانه   - ۲
wتابع  = f(x, y, z) گیریم.را روی جعبه زیر در نظر می 

B = [a, b] × [c, d] × [r, s] 
 :دهیمکنیم و قرار میاین جعبه را به چند زیر جعبه افراز می

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆zk = zk − zk−۱ ,   ∆yk = yk − yk−۱ ,    ∆xk = xk − xk−۱ 
 

∆Vk = ∆xk × ∆yk × ∆zk 
 

,xk)اگر  yk, zk) ای داخل زیر جعبه باشد، انتگرال سه گانه نقطهf  روی جعبهB .به صورت زیر است 
 

∭ f(x, y, z)dV = lim
t→+∞

∑ f(xk, yk, zk)

t

k=۱B

∆Vk  

  انتگرال سه گانه نیز به صورت حد مجموع است.
 

بینی: wاگر تابع   قضیه فو = f(x, y, k)  روی جعبهB: [a, b] × [c, d] × [r, s] :پیوسته باشد. آنگاه 

∭ f(x, y, z)dV = ∫ ∫ ∫ f(x, y, z)d = dy dx
s

r

d

c

b

aB

 

 
یض ترتیب انتگرال نکته:  توان انتگرال آنها را بیان کرد که همگی با هم مساوی هستند.روش می ۶های مکرر به با تعو
∭انتگرال  مثال( (y + z)dV

B
 را حساب کنید. 

B: ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ ۲ , ۰ ≤ z ≤ ۳ 

∭(y + z)dV = ∫ ∫ ∫ (y + z)
۳

۰

۲

۰

۱

۰B

dz dy dx 

z 

𝑥 

y 

∆𝑧𝑘 

∆𝑥𝑘 ∆𝑦𝑘 
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= ∫ ∫ (yz + z۲) |
۳
۰

۲

۱

۱

۰
dy dx = ∫ ∫ (۳y +

۹
۲) dy dx = ۱۵

۲

۱

۱

۰
 

 
 های دیگر: ناحیه انتگرال سه گانه روی  

wیک ناحیه در فضا و تابع  Eفرض کنیم  = f(x, y, z)  رویE .پیوسته باشد 
یر   الف(       باشد. Dناحیه  xyروی صفحه  Eتصو

E:    (x, y)ϵD  , h۱(x, y) ≤ z ≤ h۲(x, y) 
 در این صورت:     

∭ fdV = ∬ (∫ fdz
h۲(x,y)

h۱(x,y)

) dA
DE

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

D:    a     و اگر ≤ x ≤ b , g۱(x) ≤ y ≤ g۲(x)    :آنگاه 

∭ fdV = ∫ ∫ ∫ f dz dy dx
h۲(x,y)

h۱(x,y)

g۲(x)

g۱(x)

b

aE

 

 
یر   ب(        باشد. Dناحیه  xzروی صفحه  Eتصو

E: (x, z) ∈ D, h۱(x, z) ≤ y ≤ h۲(x, z) 
 در این صورت:       

              ∭ fdV = ∬ (∫ f dy
h۲(x,z)

h۱(x,z)
) dA

DE
  

 
 

 
 
 
 

D 

z 

𝑥 

y 

ℎ2(𝑥, 𝑦) 

ℎ1(𝑥, 𝑦) 

D 

z 

𝑥 

y 

ℎ1(𝑥, 𝑧) 

ℎ2(𝑥, 𝑧) 
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D:     a       و اگر ≤ x ≤ b   , g۱(x) ≤ z ≤ g۲(x)    آنگاه: 

∭ fdz = ∫ ∫ ∫ f dy dz dx
h۲(x,z)

h۱(x,z)

g۲(x)

g۱(x)

b

aE

 

 
یر   ج(     باشد. Dناحیه  yzروی صفحه  Eتصو

E: (y, z) ∈ D, h۱(y, z) ≤ x ≤ h۲(y, z) 
            

                  ∭ fdV = ∬ (∫ f dx
h۲(y,z)

h۱(y,z)
) dA

DE
  

 
 
 
 
 
 
 

D:   cو اگر  ≤ y ≤ d   ,    g۱(y) ≤ z ≤ g۲(y)    آنگاه 

∭ fdV = ∫ ∫ ∫ f dx dz dy
h۲(y,z)

h۱(y,z)

g۲(y)

g۱(y)

d

cE

 

 یک ناحیه در فضا باشد، داریم: Eاگر   توجه:

∭ dV = E حجم جسم
E

 

xچهار وجهی محدود به صفحه   Eفرض کنیم   :مثال + ۲y + z = و یک هشتم اول در مختصات قائم در فضا باشد. حجم جسم   ۲
E .را حساب کنید 

یر ناحیه را روی صفحه  حل:         گیریم.در نظر می xyتصو

z = ۰ ⟹ x + ۲y + ۰ = ۲ ⟹ y = ۱ −
x

۲ 
 
     ۰ ≤ x ≤ ۲,    ۰ ≤ y ≤ ۱ −

x

۲  D: 
 
 
 

 

E:     ۰ ≤ x ≤ ۲,    ۰ ≤ y ≤ ۱ −
x

۲ ,   ۰ ≤ z ≤ ۲ − x − ۲y 

ℎ2(𝑦, 𝑧) 

ℎ1(𝑦, 𝑧) 

D 

z 

𝑥 

y 

1 

z 

𝑥 

y 

1 

2 
2 

1 

D 

y = ۱ −
x

۲ 
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V = ∭ dV = ∫ ∫ ∫ dz dy dx
۲−x−۲y

۰

۱−
x
۲

۰

۲

۰E

 

= ∫ ∫ (z) |
۲ − x − ۲y

۰

۱−
x
۲

۰

۲

۰
dy dx = ∫ ∫ (۲ − x − ۲y) dy dx =

۲
۳

۱−
x
۲

۰

۲

۰
 

 
∭  : مثال  ۲xz dV

E
zزیر صفحه  یناحیه Eکه در آن  ، را حساب کنید  = zو بالای مخروط  ۴ = √x۲ + y۲ .است 

یر  حل:        گیریم.در نظر می xyرا روی صفحه  Eتصو
z = ۴ ⟹ √x۲ + y۲ = ۴ ⟹  x۲ + y۲ = ۴۲ 

 
D:    x۲ + y۲ ≤ پر است     ۴۲  D دایره تو

                                                                           D:     ۰ ≤ θ ≤ ۲π    , ۰ ≤ r ≤ ۴ 
 
 

∭ ۲xz dV =
D

∬ (∫ ۲xz dz
۴

√x۲+y۲
)

D

dA 

= ∬ (xz۲) |
۴
√x۲ + y۲ dA = ∬ ۱۶x − x(x۲ + y۲)dA

DD

 

 

∬ x(۱۶ − (x۲ + y۲)) dA
D

 

∫ ∫ (r cos θ)(۱۶ − r۲)r drdθ
۴

۰

۲π

۰
= ۰ 

zمحدود به دو صفحه  یناحیه  :مثال = xو صفحه  ۲ + y = و سه صفحه مختصات در یک هشتم اول مفروض است. حجم این  ۱
یر روی صفحه   حساب کنید. yzجسم را با تصو

 حل:       
 
 
 
 
 

x = ۰ ⟹ ۰ + y = ۱ ⟶ y = ۱ 
D مستطیل است       D: ۰ ≤ y ≤ ۱ , ۰ ≤ z ≤ ۲ 

 
E: ۰ ≤ y ≤ ۱ , ۰ ≤ z ≤ ۲ , ۰ ≤ x ≤ ۱ − y 

4 

z 

𝑥 

y 

1 

z 

𝑥 

y 

2 

1 

z 

y 
1 

2 

D 
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V = ∭ dV = ∫ ∫ ∫ dx dz dy
۱−y

۰

۲

۰

۱

۰E

 

= ∫ ∫ (x) |
۱ − y

۰
dz dy = ∫ ∫ (۱ − y)dz dy = ۱

۲

۰

۱

۰

۲

۰

۱

۰
 

 
 جرم یک جسم در فضا: 

,ρ(xیک ناحیه در فضا و  Eفرض کنیم  y, z)  ( چگالیچگالی جرم در واحد حجم=
جرم 

 ، داریم:باشد   Eجرم جسم  m( و  حجم

m = ∭ρ(x, y, z)dV
E

 

x۲ناحیه محدود به استوانه    Eفرض کنیم    :مثال + y۲ = zو صفحه    ۱ = x    در یک هشتم اول باشد، اگر جسمE   دارای چگالی ثابت
ρ =  باشد، جرم این جسم را بیابید. ۳

یر جسم روی صفحه  حل:       x۲ربع دایره  xyتصو + y۲ ≤  در ناحیه اول است. ۱
 
 
 

D:  ۰ ≤ y ≤ ۱ ,   ۰ ≤ x ≤ √۱ − y۲  
 

E:   ۰ ≤ y ≤ ۱   ,   ۰ ≤ x ≤ √۱ − y۲   , ۰ ≤ z ≤ x 

m = ∭ fdV = ∭ ۳dV = ۳ ∫ ∫ ∫ dz dx dy
x

۰

√۱−y۲

۰

۱

۰EE

 

 

= ∫ ∫ (z)
√۱−y۲

۰

۱

۰
|
x

۰
dx dy = ۳ ∫ ∫ x dx dy = ۳ (

۱
۳) = ۱

√۱−y۲

۰

۱

۰
 

 
 ای انتگرال سه گانه در مختصات استوانه 

,A(xای در فضا نظیر مختصات قطبی در صفحه است. اگر  مختصات استوانه y, z)  ای با مختصات قائم سه بعدی باشد. مختصات نقطه
,r)ای آن استوانه θ, z) :است. و داریم 

                    {
x = r cos θ
y = r sin θ
z = z

 

     

                {
x۲ + y۲ = r۲

tan θ =
y

x

 

 

1 D 

(𝑟, 𝜃, 𝑧) 

𝑟 

𝑧 

𝑦 

𝑥 
𝜃 

z 

𝑥 

y 
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   ای: توصیف چند معادله در مختصات استوانه 
r معادله =  ها.zدر امتداد محور   ۳ای است به شعاع ، استوانه ۳

 
 
 
 
 
 

θمعادله  =
π

 ها. zای است موازی محور ، صفحه ۴
 
 
 
 

zمعادله  =  ها.zای است عمود بر محور ، صفحه ۴
 
 
 
 
 

 محاسبه انتگرال دوگانه در مختصات قطبی است.ای مانند محاسبه انتگرال سه گانه در مختصات استوانه
dV = r dz dr dθ 

 
zحجم جسمی را بیابید که زیر صفحه  :مثال = zو بالای سهمی گون  ۴ = x۲ + y۲ .است 

z  حل:         = ۴ ⟹ x۲ + y۲ = ۴ 
 
 

 
 
 

 
xy     D: x۲دایره در صفحه  + y۲ ≤ ۴ 

  به صورت زیر است. جسمتوصیف این 
E:    x۲ + y۲ ≤ ۴    ,     x۲ + y۲ ≤ z ≤ ۴ 

z 

𝑥 

y 

𝜋

4
 

z 

𝑥 

y 

𝜃 =
𝜋

4
 

z 

𝑥 

y 

4 

4 

z 

𝑥 

y 
D 
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E:  ۰ ≤ θ ≤ ۲π    ,   ۰ ≤ r ≤ ۲ ,    r۲ ≤ z ≤ ۴ 
 

V = ∭ dV = ∫ ∫ ∫ r dz dr dθ
۴

r۲

۲

۰

۲π

۰E

 

V = ∫ ∫ (rz) |
۴
r۲

۲

۰

۲π

۰
dr dθ = ∫ ∫ (۴ − r۳) dr dθ = ۸π

۲

۰

۲π

۰
 

 
 مختصات کروی 

,P(xنقطه  y, z) در مختصات قائم سه بعدی متناظر با نقطه (ρ, θ, φ) شود.در مختصات کروی است که با شکل زیر توصیف می 
 
 
 
 
 
 
 

      ρ ≥ ۰   ,   ۰ ≤ φ ≤ π     ,   ۰ ≤ θ ≤ ۲π  
 
 

یه در شکبا توجه به مثلث قائم }          بالا   لالزاو
z = ρ cos φ
r = ρ sin φ  از طرفیx = r cos θ     و   y = r sin θ ،:بنابراین 

 

{
x = ρ sin φ cos θ
y = ρ sin φ sin θ
z = ρ cos φ

 

 
x۲                          همچنین داریم: + y۲ + z۲ = ρ۲      ,     x۲ + y۲ = r۲ 

 
 توصیف چند معادله خاص در مختصات کروی 

ρ =  است. ۳ای به مرکز مبدأ و شعاع ، معادله کره  ۳
 
 
 
 
 

𝜌 

∅ 

(𝜌, 𝜃, ∅) 

𝑟 

𝑧 

𝑦 

𝑥 

𝜃 

z 

𝑥 

y 

z 

𝑥 

y 
3 
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φ =
π

 ، معادله مخروط بالایی به مرکز مبدأ است. ۴
 
 
 
 

φ =
۲π

 ، معادله مخروط پایینی است. ۳
 
 
 
 
 
 
 

θ =
π

 ها.z، صفحه موازی محور   ۳
 
 
 
 
 

φفرم دکارتی معادله کروی : مثال =
π

 را پیدا کنید. ۶
 حل:      

φ =
π

۶ ⟶ cos φ = cos
π

۶ =
√۳
۲  

ρ cos φ =
√۳
۲ ρ ⟹ z =

√۳
۲ √x۲ + y۲ + z۲ 

z۳

۳ = x۲ + y۲     ,    z ≥  معادله مخروط بالایی ۰
ρمعادله   :مثال = sin φ sin θ .را توصیف کنید 

ρ۲ = ρ sin φ sin θ 
x۲ + y۲ + z۲ = x 

 کامل:با تبدیل به مربع 

(x −
۱
۲)

۲
+ y۲ + z۲ =

۱
۴ 

c    معادله کره به مرکز   (
۱
۲ , r   شعاع    و   (۰,۰ =

۱
۲ 

∅ 

∅ =
𝜋

4
 

z 

𝑥 

y 

∅ =
2𝜋

3
 

z 

𝑥 

y 

𝜋

3
 

z 

𝑥 

y 

𝜃 =
𝜋

3
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 چند ناحیه در مختصات کروی 
ρ   الف(      ≥ ρ، نقاط بیرون از کره  ۲ =  است. ۲

 
۰    ب(        ≤ φ ≤

π

φ، نقاط داخل مخروط  ۳ =
π

 است. ۳
 

۰    ج(         ≤ θ ≤ ۲π , ۰ ≤ φ ≤
π

۲  , ۰ ≤ ρ ≤  ، نیم کره بالایی است. ۱
 

 انتگرال سه گانه در مختصات کروی 
wفرض کنیم  = f(x, y, z)  و ناحیهE .در فضا مستطیل کروی باشد 

E:     a ≤ ρ ≤ b       , α ≤ θ ≤ β   ,   c ≤ φ ≤ d 
 در این صورت:

∭ fdV = ∫ ∫ ∫ f. ρ۲ sin φ dρ dθ dφ
b

a

β

α

d

cE

 

ρ۲عبارت  sin φ  نامیم.می  عامل تبدیلرا 
∭: مثال (x۲ + y۲ + z۲)۳dV

E
  که در آن را بیابید     

پر E:   x۲      :کره تو + y۲ + z۲ ≤ ۴ 
 محاسبه این انتگرال در مختصات قائم آسان نیست. حل:   

E: ۰ ≤ θ ≤ ۲π  , ۰ ≤ φ ≤ π   , ۰ ≤ ρ ≤ ۲ 
 

∭(x۲ + y۲ + z۲)۳dV
E

= ∫ ∫ ∫ (ρ۲)۳
۲

۰
ρ۲ sin φ dρ dφ dθ

π

۰

۲π

۰
 

 

=  ∫ dθ
۲π

۰
× ∫ sin φdφ

π

۰
× ∫ ρ۸dρ =

۲۰۴۸
۹

۲

۰
π 

 تری دارد.مخروط باشد، انتگرال گیری در مختصات کروی محاسبه آسانمعمولًا اگر ناحیه انتگرال گیری قسمتی از کره یا 
z   بالای مخروط Eناحیه   :مثال = √x۲ + y۲     زیر کره  وx۲ + y۲ + (z − ۱)۲ =  را بیابید. E، حجم جسم قرار دارد  ۱

   کنیم.معادله کره و مخروط را به فرم کروی تبدیل می حل:      
 

                                                            z = √x۲ + y۲  
        

                            ρ cos φ = r ⟹ ρ cos φ = ρ sin φ               
       

tan                         معادله مخروط               φ = ۱ ⟹ φ =
π

۴  
y 

z 

𝑥 
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x۲ + y۲ + (z − ۱)۲ = ۱ ⟹ x۲ + y۲ + z۲ = ۲z 
 

ρ۲ = ۲ρ cos φ ⟹ ρ = 2 cos φ 
 

E:    ۰ ≤ θ ≤ ۲π  , ۰ ≤ φ ≤
π

۴    , ۰ ≤ ρ ≤ 2 cos φ 

V = ∭ dV = ∫ ∫ ∫ ρ۲ sin φ dρ dφ dθ
۲ cos φ

۰

π
۴

۰

۲π

۰E

 

 

= ∫ ∫ (
ρ۳

۳ sin φ)

π
۴

۰

۲π

۰
|
۲ cos φ

۰
dφ dθ 

= ∫ ∫
۸
۳

π
۴

۰

۲π

۰
cos۳ φ sin φ dφ dθ = ∫ dθ × ∫

۸
۳

π
۴

۰

۲π

۰
cos۳ θ sin θ dθ = π 

 
 تغییر متغیر در انتگرال دوگانه - ۳
 صورت زیر است xyبه صفحه  uvاز صفحه  Tیک تبدیل   

                                 T(u, v) = (u(x, y), v(x, y))    ,          ℝ۲    
T
→  ℝ۲ 

} :T      این تبدیل را به صورت 
x = x(u, v)

y = y(u, v)
 دهیم.در شکل زیر:، نیز نمایش می  

 
 
 
 
 
 
 

یر ناحیه   Dناحیه   T(R)    نامیم و بامی Tبا تبدیل  Rرا تصو = D   دهیم.نشان می 
 

} :T      فرض کنیم    :مثال
x =

v−u

۳

y =
۲u+v

۳

یر مربع    ،   R:   ۰       تصو ≤ u ≤ ۱ , ۰ ≤ v ≤  بدست آورید. Tرا با تبدیل      ۱

 داریم: vو  uحل دستگاه بر حسب  با  حل:      

{
u = y − x
v = y + ۲x 

{
u = ۰ → y − x = ۰
u = ۱ → y − x = ۱      ,     {

v = ۰ → y + ۲x = ۰
v = ۱ → y + ۲x = ۱  ,  

T 

v 

u 

R 
y 

x 

D 
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T  مربع    R:   ۰ ≤ u ≤ ۱ , ۰ ≤ v ≤ D:   ۰    ا به متوازی الاضلاعر     ۱ ≤ y − x ≤ ۱ , ۰ ≤ y + ۲x ≤ تبدیل   ۱
T(R)     کند.می  = D 

یر دایره    :مثال u۲تصو + v۲ = } :T      را با تبدیل ۱
x = ۲u
y = ۴v  .بدست آورید 

 حل:      

{
x = ۲u
y = ۴v  ⟹  u۲ + v۲ = ۱ ⟹  

x۲

۴ +
y۲

۱۶ = ۱ 

یر دایره  R:    u۲تصو + v۲ =     :D    بیضی      Tبا تبدیل     ۱
x۲

۴ +
y۲

۱۶ =  است.  ۱
 

} :Tفرض کنیم  تعریف:
x = x(u, v)

y = y(u, v)
بی تبدیل    به صورت زیر است. T، ژاکو

∂(x, y)

∂(u, v)
= |

∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

| 

} :Tفرض کنید   :مثال
x = r cos θ
y = r sin θ

 همان تغییر نقطه قطبی به دکارتی باشد. داریم: 

∂(x , y)

∂(r , θ)
= |

∂x

∂r

∂x

∂θ
∂y

∂r

∂y

∂θ

| =  |
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ
| = r 

 تحت شرایط مناسب:  نکته:
∂(x , y)

∂(u , v)
=

۱
∂(u , v)
∂(x , y)

 

} :T    فرض کنیم  قضیه:
x = x(u , v)

y = y(u , v)
T(R)  و  = D :تحت شرایط مناسب داریم 

∬ f(x , y)dA = ∬ f. |
∂(x , y)

∂(u , v)
| du dv

RD

 

 
∬    :     مثال  (y − ۲x)(y + ۳x)3dA

D
 را حساب کنید. 

D:   ۰ ≤ y − ۲x ≤ ۱ , ۰ ≤ y + ۳x ≤ ۲ 
 کنیم.انتگرال گیری روی این متوازی الاضلاع پر محاسبه است. بنابراین تغییر متغیر زیر را اعمال می  حل:   

{
u = y − ۲x
v = y + ۳x      ⟹   R: ۰ ≤ u ≤ ۱ , ۰ ≤ v ≤ ۲ 

D   یر ناحیه T(R)   است. Rتصو = D 
∂(u , v)

∂(x , y)
= |

−۲ ۱
۳ ۱

| = −۵ ⟹
∂(x , y)

∂(u , v)
=

۱
∂(u , v)
∂(x , y)

= −
۱
۵ 
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∬ (y − ۲x)(y + ۳x)3dA
D

= ∬ uv۳

R

|
∂(x , y)

∂(u , v)
| du dv 

=  
۱
۵ ∫ ∫ uv۳

۱

۰
du dv =

۲
۵

۲

۰
 

∬      : مثال y۲dA
D

 را حساب کنید. 
D:    ۱ ≤ xy ≤ ۲   ,   ۱ ≤ xy۲ ≤ ۲ 

 

} : دهیمقرار می  حل:    
u = xy۲

v = xy
R: ۱ و               ≤ u ≤ ۲ , ۱ ≤ v ≤ ۲ 

}         آید:با حل دستگاه بالا بدست می
x =

v۲

u

y =
u

v

 

∂(x , y)

∂(u , v)
= |

−v۲

u۲
۲v

u
۱
v

−u

v۲

| =
−۱
u

 

 

∬ y۲dA = ∬ (
u۲

v۲)
RD

(
۱
u

) du dv 

=  ∫ ∫
u

v۲ du dv =  ∫ u du
۲

۱
× ∫

۱
v۲ dv =

۳
۴

۲

۱

۲

۱

۲

۱
 

 
 تمرینات   - ۴
۳xحجم زیر صفحه  -۱ + ۲y + z = R:   ۰ مستطیل  و بالای  ۱۲ ≤ x ≤ ۱ , −۲ ≤ y ≤  را پیدا کنید.  ۳
zای حجم جسمی را بیابید که در یک هشتم اول محدود به سطح استوانه -۲ = ۱۶ − x۲  و صفحهy =  باشد.می ۵

∫انتگرال مکرر  -۳ ∫
x۳+۱
y۲+۴ dx dy

۲
۰

۱
 را حساب کنید. ۰

 محاسبه کنید. -۴
∬    الف(           x۴dA

D
        ,       D:   ۱ ≤ x ≤ e , ۰ ≤ y ≤ lnx 

          
∬ ب(          (x + ۲y)dA   

D
     ,      D های ناحیه مثلث با رأسA(−۱ ,۰) , B(۰ ,۲) , C(۲ ,۰) .است 

 
∬ج(           

y

x۷+۱ dA    
D

            ,         D:   ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ x۳ 
۳xحجم چهار وجهی محدود به صفحه  -۵ + ۲z + y =  و سه صفحه مختصات را بیابید. ۶
۶- ∬ y dA

D
x۲دایره داخل ناحیه  Dکه در آن    را بیابید  + y۲ = xخط  بالای و ۴ + y =  است. ۲

x۲های حجم محدود به استوانه -۷ + y۲ = y۲و  ۱ + z۲ =  را حساب کنید. ۱
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zای حجم محدود به سطح استوانه -۸ = x۲ ای و سطح استوانهy = x۲  دو صفحه  وz = yو  ۰ =  را پیدا کنید. ۴
یض ناحیه انتگرال گیری، انتگرال -۹  های زیر را حساب کنید.با تعو

∫    الف(       ∫ ey۳
dy dx

۱
√x

۱
∫       ب(                                                        ۰ ∫ e

x

ydy dx
۱

x

۱
۰ 

 
   

∫    ج(      ∫  cos(x۲) dx dy
√π

y

√π

۰   
 

∬انتگرال  -۱۰ y۲dA
D

D:  ۰                 را به دو روش حل کنید.  ≤ x ≤ ۱   ,   ۰ ≤ y ≤ ۲x 
 انتگرال بگیرید.  14تا   11در تمرینات     

               11- ∬ yexdA
D

                              D: x۲ + y۲ ≤ ۴      ,       x , y ≥ ۰ 
   

           12- ∬ (۴ − x۲ − y۲)dA
D

 D  ,     ناحیه محدود به دایرهx۲ + y۲ = y  زیر خط و   ۴ = x  .در ربع اول است 
   

            13- ∬ √x۲ + y۲dA
D

                                D:  x۲ + y۲ ≤ ۱ , y ≥ ۰ 
 
              14- ∬ e−x۲−y۲

D
                   D:   x۲ + y۲ ≤ ۴   ,      x ≤ ۰ , y ≥ ۰ 

 
x۲حجم جسم سه بعدی درون کره  -۱۵ + y۲ + z۲ = x۲و بیرون استوانه  ۱۶ + y۲ =  را پیدا کنید. ۴
rمساحت یک حلقه گل سه برگی  -۱۶ = cos ۳θ .را پیدا کنید 
۲xورقه مثلثی محدود به سه خط  -۱۷ + y = xو  ۶ = yو    ۰ = x  است، اگر چگالی سطحی این ناحیهρ = x۲  باشد، جرم

 این ورقه را بدست آورید.
y    جرم ورقه محدود به ناحیه -۱۸ = √x  وx = yو  ۰ = ρ  را با چگالی  ۱ = x .حساب کنید 
پر    چگالی  -۱۹ x۲ورقه دایره تو + y۲ ≤  ر هر نقطه متناسب با مربع فاصله اش تا مبدأ مختصات است. جرم آن را حساب کنید.د     ۱
 محاسبه کنید. -۲۰

∫الف(              ∫ ∫ x۲yz۳ dz dx dy
۳

۰
۲

۱
۱

∫ب(                                       ۰ ∫ ∫ xz dy dx dz
x+z

۰
z

۰
۱

۰ 
۲۱- ∭ ۲y dv

E
 را حساب کنید. 

E: ۰ ≤ x ≤ ۲ , ۰ ≤ y < √۴ − x۲ , ۰ ≤ z ≤ x 
 

x۲حجم جسم محدود به استوانه  -۲۲ + y۲ = y  و دو صفحه  ۹ + z = zو   ۵ =  را پیدا کنید. ۱
۲۳- ∭ x dv

E
xن    محدود به سهمی گو Eرا بیابید که در آن   = ۴y۲ + ۴z۲  و صفحهx =  است. ۴

yای حجم جسم محدود به سطح استوانه -۲۴ = x۲ های و صفحهz = zو  ۰ = yو  ۴ =  را بدست آورید. ۹
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zحجم جسم محدود به دو سهمی گون  -۲۵ = x۲ + y۲  وz = ۳۶ − ۳x۲ − ۳y۲ .را پیدا کنید 
x۲حجم ناحیه بین کره  -۲۶ + y۲ + z۲ = zو سهمی گون  ۶ = x۲ + y۲ ای استفاده کنید.(را بیابید. )از مختصات استوانه 
∭انتگرال  -۲۷ (x۲ + y۲ + z۲)۴ dv

E
        را بیابید. 

E: x۲ + y۲ + z۲ ≤ ۹ 
۲۸- ∭ (۹ − x۲ − y۲) dv

E
 را بیابید. 

E: x۲ + y۲ + z۲ ≤ ۹ , z ≥ ۰ 
 

x۲حجم جسمی را بیابید که درون کره  -۲۹ + y۲ + z۲ = zمخروط  محدود بهو   ۴ = √x۲ + y۲   باشد.می 
φحجم جسمی را بیابید که بالای مخروط  -۳۰ =

π

ρو پایین کره  ۳ = ۴ cos φ  باشد.می  
پر  -۳۱ x۲جرم نیم کره تو + y۲ + z۲ ≤ ۴ , z ≥ را بیابید که چگالی آن در هر نقطه متناسب با فاصله اش تا مبدأ مختصات  ۰

 است.
xجرم داخل چهار وجهی محدود به صفحه  -۳۲ + y + z = ρ    را با چگالی و صفحه مختصات در یک هشتم اول ۱ = y .بیابید 

 

۳۳- ∬ (x − ۳y) dA
D

}    را با تغییر متغیر 
x = ۲u + v
y = u + ۲v      بدست آورید که در آنD و  (۱, ۲)و  (۰, ۰)های با رأس یمثلث

 است. (۲, ۱)
∬انتگرال  -۳۴ (x − y)۲e۲x+۳y

D
 متوازی الاضلاع محدود به خطوط زیر است. Dرا پیدا کنید که در آن  

D:   {
x − y = ۱  , ۲x + ۳y = ۰
x − y = ۲ , ۲x + ۳y = ۱  

x۲مساحت بیضی  -۳۵ +
y۲

۱۶ =  را با تغییر متغیر مناسب بیابید. ۱
۳۶- ∬ xy dA

D
 های زیر است.ای در ربع اول محدود خطوط و منحنیناحیه Dرا بیابید که در آن  

D: {
y = x      ,     
y = ۳x   ,   

xy = ۱
xy = ۳ 
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   فصل نهم 
 میدان برداری و انتگرال خطی 

 
 

های برداری هایی از میدان دهد.جریان سیال،جاذبه زمین نمونهمیدان برداری به هر نقطه از صفحه یا فضا یک بردار نسبت می
 شود.بیان می شود و با استفاده از آن انتگرال خط روی میدان برداریفضا تعریف میهستند.انتگرال خط روی یک مسیر در صفحه یا 

 
 های برداری میدان   - ۱

F: ℝ۲هر تابع به صورت  ⟶ V۲ دهد.یک میدان برداری است که به هر نقطه از صفحه یک بردار در صفحه نسبت می 
, F(xاگر   :مثال y) = xi⃗ + yj⃗ میدان برداری ،F .روی چند نقطه محاسبه شده است 

F(۱ ,۰) = i⃗  , F(−۱ ,۰) = −i⃗

F(۰ ,۱) = j⃗  , F(۰ , −۱) = −j⃗

F(۱ ,۱) = i⃗ + j⃗  , F(−۱ , −۱) = −i⃗ − j⃗

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

F: ℝ۳به طور مشابه  ⟶ V۳ دهد.میدان برداری است که به هر نقطه از فضا یک بردار در فضا را نسبت می 
 های برداری هستند.هایی از میداننیروی جاذبه، سرعت جریان آب نمونه

 
 های پایستار میدان 

f∇        باشد که: fنامیم، هرگاه تابعی اسکالر مانند را پایستار می Fمیدان دو بعدی یا سه بعدی  تعریف: = F 

−1 1 

1 

−1 
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fفرض کنیم  = x۲y۴ ،  داریم   : ∇f = ۲xy۴i⃗ + ۴x۲y۳ j⃗   بنابراین میدان     F = ۲xy۴ i⃗ + ۴x۲y۳ j⃗ .پایستار است  
 شود؟چگونه محاسبه می fپایستار است و  Fمیدان برداری دلخواهی باشد، چگونه تشخیص دهیم  Fاکنون این سوال مطرح است اگر 

Fدر رابطه   توجه.  = ∇f ،f  را تابع پتانسیلF نامیم.می 
 

 پایستاری میدان دو بعدی 
Fفرض کنیم  = P(x , y)i⃗ + Q(x , y)j⃗ :تحت شرایط معین 

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
    ⟺  F پایستار است  

Fهست که  fیک  Fو در صورت پایستار بودن  = ∇f  وf شود.به صورت زیر محاسبه می 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy 
 شود.علامت اجتماع به این معنی هست که جملات مشترک در هر دو انتگرال یک بار محاسبه می

Fمیدان   = x۲yi⃗ + xy۳ j⃗ .پایستار نیست 

{
P = x۲y

Q = xy۳ ⟹
∂P

∂y
≠

∂Q

∂x
 

Fنشان دهید   :مثال = y۲ cos x i⃗ + ۲y sin x j⃗  پایستار است و تابع اسکالرf  را طوری بیابید کهF = ∇f 
 حل: 

{
P = y۲ cos x
Q = ۲y sin x

⟹
∂P

∂y
= ۲y cos x =

∂Q

∂x
 

 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy = ∫ y۲ cos x dx ∪ ∫ ۲y sin x dy 
 

f = (y۲ sin x) ∪ (y۲ sin x) = y۲ sin x 
f = y۲ sin x 

 
 پایستاری میدان سه بعدی  

Fفرض کنیم  تعریف: = P(x , y , z)i⃗ + Q(x , y , z)j⃗ + R(x , y , z)k⃗⃗  و∇= (
∂

∂x
 ,

∂

∂y
 ,

∂

∂z
عملگر باشد. میدان  (

 به صورت زیر است. F  تاویا   کرل

curlF = ∇ × F = ||

i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

|| 

 با محاسبه ترمینال داریم:

curlF = (
∂R

∂y
−

∂Q

∂z
) i⃗ − (

∂R

∂x
−

∂P

∂z
) j⃗ + (

∂Q

∂x
−

∂P

∂y
) k⃗⃗ 
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Fفرض کنیم  = Pi⃗ + Qj⃗ + Rk⃗⃗     :تحت شرایط معین                     curlF = ۰⃗    ⟺  F پایستار است   
 داریم:  Fدر صورت پایستار بودن 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy ∪ ∫ Rdz 
Fدر حالتی که  توجه: = Pi⃗ + Qj⃗ با قرار دادن ،R = curlFهمان  Fشرط پایستاری   ۰ =  است. ۰⃗

F    اگر :مثال = ۲xyz۴ i⃗ + x۲z۴ j⃗ + ۴x۲yz۳k⃗⃗    نشان دهیدF  پایستار است و تابعf  را طوری بیابید کهF = ∇f 

curlF:                                                       حل      = |

i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

۲xyz۴ x۲z۴ ۴x۲yz۳
| 

 
= (۴x۲z۳ − ۴x۲z۳)i⃗ − (۸xyz۳ − ۸xyz۳)j⃗ + (۲xz۴ − ۲xz۴) = ۰⃗ 

 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy ∪ ∫ Rdz 

f = ∫(۲xyz۴)dx ∪ ∫ x۲z۴dy  ∪ ∫ ۴x۲yz۳dz 
 

= (x۲yz۴) ∪ (x۲yz۴) ∪ (x۲yz۴) = x۲yz۴ 
f = x۲yz۴  

 curlF(p۰)حول محوری است که در جهت بردار    p۰میدان سرعت سیالی مانند آب باشد، دوران سیال نقطه    Fاگر    تعبیر فیزیکی کرل:
 است.

 
curlF(p۰)در حالی که  =  .سیال دوران ندارد   p۰  ، در نقطه۰

 
 در مبدأ مختصات برابر است با: Mبا قرار دادن  Mو  mهای قانون گرانشی نیوتن بین دو جسم با جرم   :مثال

F(x , y , z) = −
mMG

r۳ . 〈x , y , z〉 
r       فاصله بین دو جرم است: rثابت گرانشی و  Gکه در آن  = √x۲ + y۲ + z۲ 

 است. mمیدان جاذبه زمین به جسمی به جرم نیروی  Fجرم کره زمین باشد  Mبخصوص در حالتی که 
 
 
 
 

  
  

𝑝∘ 

𝑐𝑢𝑟𝑙𝐹(𝑝∘) 

𝑚2 

𝑚3 

𝑀 

𝑚1 

z 

𝑥 

y 
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Fیعنی  ، میدان پایستار است Fشود با محاسبه معلوم می = ∇f :و داریم 

f = −
mMG

√x۲ + y۲ + z۲
 

 انتگرال خط   - ۲
 انتگرال خط نسبت به طول قوس 

:C      فرض کنیم منحنی {
x = x(t)

y = y(t)
   , a ≤ t ≤ b  :پیوسته باشد. طول منحنی برابر است با 

L = ∫ √(x′(t))
۲

+ (y′(t))
۲
dt

b

a

 

 دهیم:قرار می

S(t) = ∫ √(x′(u))
۲

+ (y′(u))
۲
du

t

a

 

 در این صورت:

dS = √(x′(t))
۲

+ (y′(t))
۲
dt 

, f(xانتگرال خط تابع  y)  روی مسیرC نسبت به طول قوس به صورت زیر است: 

∫ f(x , y)dS = ∫ f.
b

aC

√(x′(t))
۲

+ (y′(t))
۲
dt 

 

∫    انتگرال خط :مثال
y

x
dS

c
:C                         را بیابید.  {

x = ۲t
y = t۲   , ۱ ≤ t ≤ ۲ 

 حل: 

dS = √(x′)۲ + (y′)۲dt = √۴ + ۴t۲dt 

∫
y

x
dS

C

= ∫
t۲

۲t

۲

۱
√۴ + ۴t۲dt = ∫ √1 + t۲. t dt

۲

۱
=

(۲۰)
۳
۲ − (۸)

۳
۲

12  

 جرم یک سیم نازک 

, ρ(xدر صفحه باشد و  Cفرض کنیم سیم نازکی به معادله پارامتری  y)  چگالی جرم در واحد طول(ρ =
جرم 

جرم این سیم  mو  (طول

 :باشد در این صورت 

m = ∫ρ(x , y)
C

ds 

x      سیم نازکی به شکل منحنی:مثال = y۳ , ۰ ≤ y ≤ , ρ(xاست و چگالی آن  ۱ y) = x  باشد. جرم این سیم را پیدا کنید.می 
 معادله پارامتری منحنی: حل:    

C: {
x = t۳

y = t
 ۰ ≤ t ≤ ۱ 

ds = √(x′)۲ + (y′)۲dt = √۹t۴ + ۱ dt 
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m = ∫ρ(x , y)ds
C

= ∫x ds
C

= ∫ t۳
۱

۰
√۹t۲ + ۱dt =

√۱۰۰۳

۵۴  

 
 انتگرال خط روی مسیر 

} :C   فرض کنیم
x = x(t)

y = y(t)
  , a ≤ t ≤ b منحنی جهت دار در صفحه، انتگرال خط  P(x , y)  وQ(x , y)  روی منحنیC 

 :به صورت زیر است

∫P(x , y)dx + Q(x , y)dy
C

= ∫ P. x′(t) dt
b

a

+ Q. y′(t) dt 

∫انتگرال خط   :مثال ydx + xdy
c

 را بیابید. 

C: {
x = t۲

y = ۳t
       , ۰ ≤ t ≤ ۱ 

 حل:       

{
dx = ۲t dt
dy = ۳dt

  

∫ydx + xdy
C

= ∫ (۳t)(۲t) dt
۱

۰
+ (t۲)(۳) dt = ۳ 

 نکته: 
C       از چند منحنی تشکیل شده باشد. Cالف( فرض کنیم      = C۱ ∪ C۲ ∪ C۳ 
 در این صورت:     

                                                                                           ∫ =
C

∫ + ∫ + ∫  
C۳C۲C۱

 
 

 باشد، داریم: Cعکس جهت منحنی  C−ب( اگر      
 

∫ Pdx + Qdy
−C

= − ∫Pdx
C

+ Qdy 

∫انتگرال خط    : مثال x۲dx
C

+ ydy  را بیابید. که در آنC .دو ضلع مثلث زیر است 
    
 
 
          حل:           

                            

                                                           C۱: {
x = t
y = ۰    ۰ ≤ t ≤ ۱  

                                                
                                                       ∫ x۲dx + ydy

C۱
= ∫ (t)(t) dt

۱
۰ =

۱
۳  

𝑐1 𝑐2 𝑐3 

𝑐 −𝑐 

2 

1 𝑐1 

𝑐2 
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x     کندعبور می (۲, ۰)و  (۰, ۱)معادله خطی که از     +
y

2 =  است.   ۱

−C۲: {
x = t
y = ۲ − ۲t    ۰ ≤ t ≤ ۱ 

−C۲  عکس جهت منحنیC۲ .در شکل است 

∫ x۲dx + ydy
C۲

= − ∫  x۲dx + ydy = − ∫ (t۲)dt + (۲ − ۲t)(−۲dt)
۱

۰−C۲

=
۵
۶ 

 :بنابراین

∫x۲dx + ydy
C

= ∫  x۲dx + ydy + ∫ x۲dx + ydy
C۲C۱

=
۱
۳ +

۵
۶ =

۷
۶ 

 
 انتگرال خط روی مسیر در فضا 

} :C    اگر

x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)
    a ≤ t ≤ b   شود.به طور مشابه تعریف می در فضا منحنی جهت دار در فضا باشد، انتگرال خط 

∫Pdx + Qdy + Rdz
C

= ∫ P. x′(t)dt
b

a

+ Q. y′(t)dt + R. z′(t)dt 

∫   انتگرال : مثال zdx + ydy + xdz
C

  محاسبه کنید.را    

C: {
x = ۴
y = t۲

z = −۴t
 ۱ ≤ t ≤ ۲ 

 حل:       

{
dx = ۰
dy = ۲tdt
dz = −۴dt

 

∫zdx + ydy + xdz
C

= ∫ ۰ + (t۲)(۲t)dt
۲

۱
+ (۴)(−۴)dt = −

۱۷
۲  

 
 انتگرال خط میدان برداری 

F  فرض کنیم = Pi⃗ + Qj⃗  و میدان برداری دو بعدی   r(t) = x(t)i⃗ + y(t)j⃗   تابع برداری با منحنیC .باشد 
 برابر است با: Cروی  Fانتگرال خط 

∫F. dr
C

= ∫  F(r(t)). r′(t)dt = ∫Pdx + Qdy
CC

 

 
F    اگر    : به طور مشابه = Pi⃗ + Qj⃗ + Rk⃗⃗  وr(t) = x(t)i⃗ + y(t)j⃗ + z(t)k⃗⃗  با منحنی  تابع برداریC  باشد، انتگرال

 برابر است با: Cروی  Fخط میدان  

∫F. dr
C

= ∫  F(r(t)). r′(t)dt = ∫Pdx + Qdy + Rdz
CC
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 فیزیکی انتگرال خط تعبیر  
 برابر است با: Bتا  Aروی خط مستقیم از نقطه  F⃗⃗بنا به فیزیک مقدماتی کار انجام شده با نیروی ثابت 

W = F⃗⃗. AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
معلوم شده است   r(t)که با تابع برداری    Cروی مسیر    Fمیدان برداری دو بعدی یا سه بعدی باشد، کار انجام شده با نیروی    Fاکنون اگر  

  برابر است با:

W = ∫F. dr
C

 

Fاگر   :مثال = y۲ i⃗ + xyj⃗ انتگرال خط ،F را روی       r(t) = −ti⃗ + ۲t۲ j⃗ , ۰ ≤ t ≤  بیابید.  ۱
 باشد. r(t)منحنی  Cفرض کنیم  حل:    

C: {
x = −t
y = ۲t۲   ۰ ≤ t ≤ ۱ 

 

∫F. dr
C

= ∫ Pdx + Qdy = ∫y۲dx + xy dy
CC

 

∫ (۴t۴)(−t)dt + (۲t۳)(۴t)dt = −
۱۲
۵

۱

۰
 

F   نیروی  کار انجام شده توسط  :مثال = yi⃗ − xj⃗     ای که روی نیم دایره پایین  بر روی ذره  x۲ + y۲ = ۱ , y ≤ کند حرکت می  ۰
 را بیابید. )در جهت پاد ساعت گرد(

 نیم دایره پایینی باشد. Cفرض کنیم حل:       
C: r(t) = cos t i⃗ + sin t j⃗  ,   π ≤ t ≤ ۲π 

  

C: {
x = cos t
y = sin t     π ≤ t ≤ ۲π 

W = ∫F. dr
C

= ∫ Pdx + Qdy = ∫ − sin۲ t dt − cos۲ t dt = −π
۲π

πC

 

 روی نیم دایره پایینی در جهت حرکت جسم نیست. Fکار منفی به این معنی است که برآیند جمع نیروی 
 

F  کار انجام شده با نیروی  : مثال = xi⃗ + yzk⃗⃗   ای را بیابید که از نقطه روی ذرهA(۰ ,۱ ,۰)  تاB(۱ ,۲ ,۳)   روی خط مستقیم
 کند.حرکت می

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗                                  حل:        = B⃗⃗⃗ − A⃗⃗⃗ = 〈۱ ,۱ ,۳〉 
 برابر است با: Bتا  Aمعادله پاره خطی که از              

C: {
x = t
y = ۱ + t
z = ۳t

     ۰ ≤ t ≤ ۱ 

W = ∫F. dr
C

= ∫xdx + yzdz
C

= ∫ tdt + (۱ + t)(۳t)(۳)dt = ۸
۱

۰
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ییم  تعریف: ∫گو F. dr
C

 داشته باشیم: Bبه نقطه  Aاز نقطه  C۲و  C۱مستقل از مسیر است، هرگاه برای هر دو مسیر  
 

                                                                                                       ∫ F. dr = ∫ F. dr
C۲

 
C۱

 
 

∫                توجه:  F. dr
C

= ∫ مستقل از مسیر است   ⟺    روی مسیر بسته ۰ F. dr
C

  
 

 قضیه اساسی انتگرال خط 
, r(t)با تابع برداری  Cفرض کنیم منحنی  a ≤ t ≤ b  مشخص باشد وA = r(a)  وB = r(b)  وf  تابعی دو یا سه متغیره

 باشد، تحت شرایط معین:

∫∇f. dr = f(r(b)) − f(r(a)) = f(B) − f(A)
C

 

 
 

 دو بعدی است:   𝐅اثبات در حالتی که  

∫∇f. dr
C

= ∫
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy 

C

 

= ∫ (
∂f

∂x
.
dx

dt
+

∂f

∂y
.
dy

dt
) dt

C

= ∫ f′(r(t))dt = f(r(b)) − f(r(a))
b

a

 

F   هست که  fپایستار باشد پس یک    Fفرض کنیم     توجه: = ∇f  و بنا به قضیه اساسی     ،   ∫ F. dr
C

= ∫ ∇f. dr
C

مستقل از مسیر   
 است.

F    اگر  :مثال =
۲x

۱+y
i⃗ −  (

x۲

(۱+y)۲) j⃗    انتگرال   ∫ F. dr
C

 را حساب کنید. 
C: r(t) = t۲i⃗ + (t۴ + ۱)j⃗ ,    ۰ ≤ t ≤ ۱ 

 کنیم.یا مشکل است. در اینجا از قضیه اساسی استفاده می و محاسبه مستقیم این انتگرال پر محاسبه حل:     
 پایستار است. Fدهیم، نشان می       

∂Q

∂x
=

۲x

(۱ + y)۲ =
∂P

∂y
 

F      :هست که fپس یک  = ∇f 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy = ∫
۲x

۱ + y
dx ∪ ∫

−x۲

(۱ + y)۲ dy 
 

= (
x۲

۱ + y
) ∪ (

x۲

۱ + y
) =

x۲

۱ + y
 

f =
x۲

۱ + y
 

𝐴 𝐵 

𝑐1 

𝑐2 

𝑐 
𝐴 

𝐵 
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}                       از طرفی:
r(۰) = (۰ ,۱)

r(۱) = (۱ ,۲)
  

∫F. dr
C

= ∫∇f. dr
C

= f |
(۱ ,۲)

(۰ ,۱)
= f(۱ ,۲) − f(۰ ,۱) =

۱
۲ 

 

Fاگر       : مثال =
۲x

۱+y
i −

x۲

(۱+y)۲انتگرال ،    ∫ F. dr
C

  :C             را پیدا کنید. 
x۲

۴ +
y۲

۹ =  در جهت پاد ساعت گرد( بیضی )  ۱
∫  لذا و ،  پایستار Fدر مثال قبل دیدیم که  حل:        F. dr

C
 ، بنابراین:بسته است مسیری  C ومستقل از مسیر  

∫F. dr
C

= ۰ 

 محاسبه کنید.  :مثال

∫ (۲x + y۲)dx + (۲xy)dy
(۱ ,۲)

(۱ ,۱)

 

   A(۱ ,۱)مسیری دلخواه از    Cاین نوع سوال یعنی انتگرال مستقل از مسیر است )در غیر این صورت، صورت سوال غلط است( و    حل:      
 است. B(۱ ,۲)تا           

F =  ۲x + y۲ i⃗ + ۲xyj⃗ 
∂Q

 x
= ۲y =

∂P

∂y
 F                      است. پایستار 

 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy = x۲ + xy۲  

∫ (۲x + y۲)dx + (۲xy)dy
(۱ ,۲)

(۱ ,۱)

= ∫F. dr
C

= ∫∇f. dr
C

 

=  f |
B

A
= f(۱ ,۲) − f(۱ ,۱) = ۳ 

F   کار انجام شده با نیروی : مثال = y۲ i⃗ + (۲xy + z۲)j⃗ + ۲yzk⃗⃗  ای که روی مسیر دلخواه از بر روی ذرهA(۰ ,۰ ,۰)  تا
A(۱ ,  کند را پیدا کنید.حرکت می (۰, ۱−

 پایستار است. Fدهیم، نشان می  حل:       

curlF = ||

i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y۲ ۲xy + z۲ 2yz

|| = (۲z − ۲z)i⃗ + (۰ − ۰)j⃗ + (۲y − ۲y)k⃗⃗ = ۰⃗ 

F = ∇f 
f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy ∪ ∫ Rdz 

 

f = ∫ y۲dx ∪ ∫(۲xy + z۲)dy ∪ ∫ ۲yz dz 
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f = (xy۲) ∪ (xy۲ + yz۲) ∪ (yz۲) = xy۲ + yz۲  
f = xy۲ + yz۲  

 

W = ∫F. dr
C

= ∫∇f. dr
C

= f |
(۱ , −۱ ,۰)

(۰ ,۰ ,۰)
=  f(۱ , −۱ ,۰) − f(۰ ,۰ ,۰) = −۱ 

 را حساب کنید.زیر انتگرال :مثال

∫ sin y dx + (xcos y + cos z)dy − ysin z dz
(۱ ,

π
۲  ,π)

(۰ ,۰ ,۰)

 

F:           دهیمقرار می  حل:      = sin y i⃗ + (xcos y + cos z)j⃗ − ysin z k⃗⃗ 
 

curlF = ||

i⃗ j⃗ k⃗⃗
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
sin y xcos y + cos z − ysin z

|| = ۰⃗ 

 
F = ∇f 

f = ∫ Pdx ∪ ∫ Qdy ∪ ∫ Rdz 

f = ∫ sin y dx ∪ ∫(xcos y + cos z)dy ∪ ∫ − ysin z dz 
 

f = (x sin y) ∪ (x sin y + y cos z) ∪ (y cos z) 
f = x sin y + y cos z 

Bتا  A(۰ ,۰ ,۰)از  r(t)منحنی  Cاگر  (۱ ,
π

۲  , π) :باشد، داریم 

∫ sin y dx + (xcos y + cos z)dy − ysin z dz =
(۱ ,

π
۲  ,π)

(۰ ,۰ ,۰)

∫F. dr
C

 

= ∫∇f. dr
C

=  f |
B

A
= f(B) − f(A) = ۱ −

π

۲  

 تمرینات   - ۳
 را بیابید. fپایستار باشد تابع پتانسیل  Fهای زیر پایستار است، در صورتی که کدامیک از میدان 

F الف(   = x۳ i⃗ + xy۲ j⃗ )ب F = x۴i⃗ + y۳ j⃗ 

F ج(   = (۲x + y)i⃗ + xj⃗  )د F = z۲i⃗ + xyj⃗ + y۳zk⃗⃗ 

F ه(    = yzi⃗ + xzj⃗ + (xy + ۲z)k⃗⃗  )و F = ۲xzi⃗ + x۳k⃗⃗ 
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Fاگر  -۲ = P(x , y)i⃗ + Q(x , y)j⃗  با قرار دادنR = curlFمعادل است با  Fنشان دهید شرط پایستاری  ۰ = 0⃗ 

Fر   اگ  -۳ = −
mMG

(√x۲+y۲+z۲)
۳ . 〈x , y , z〉      های نیروی گرانشی بین دو جسم با جرمm    وM    باشند، نشان دهیدF   پایستار است

 ثابت گرانشی است( Gرا بیابید. ) Fو تابع پتانسیل 

∫انتگرال خط  -۴ x۳dS
c

:C              را حساب کنید.  {
x = t
y = ۲t۳    ۰ ≤ t ≤ ۱ 

۵- ∫ xeydS
c

                  را حساب کنید. 

                                                                                       C: {
x = et

y = t
 ۰ ≤ t ≤ ۱ 

 های خط زیر را حساب کنید.انتگرال -۶

:C  الف {
x = t۲

y = t۴   ۰ ≤ t ≤ ۱ ، ∫y۲xdx
c

 

:C ب( {
x = ۳t
y = ۲t + ۱   ۱ ≤ t ≤ ۲ ، ∫xydx + x۲dy

c

 

:C ج( {
x = ۵
y = t۳

z = t۴
    ۰ ≤ t ≤ ۱ ، ∫zdx + xdy + ydz

c

 

∫  انتگرال خط -۷ −x۲dx + yxdy
c

تا  B(۱ ,۲)و از  B(۱ ,۲)تا  A(۰ ,۰)مسیری است از پاره خط  Cرا بیابید که در آن  
C(۰ ,۳) .است 

:C ی سیم نازکی به شکل نیم دایره پایین -۸ x۲ + y۲ = ۱ , y ≤ , ρ(xبا چگالی  ۰ y) = y۲  باشد، جرم این سیم را پیدا  می
 کنید.

∫انتگرال خط  -۹ F. dr
C

 را بیابید. 
:C  الف r(t) = t۲i⃗ + t۳j ⃗⃗  , ۰ ≤ t ≤ ۱  ، F = x۲yi⃗ − xj⃗ 
:C ب( r(t) = ۴i⃗ + (t + ۱)j ⃗⃗  , ۱ ≤ t ≤ ۲  ، F = (x + y)i⃗ + y۲ j⃗ 
:C ج( r(t) = t۳i⃗ − t۲ j⃗ + tk⃗⃗ , ۰ ≤ t ≤ ۱  ، F = sin x i⃗ + cos y j⃗ + xzk⃗⃗ 

  
Fکار انجام شده با نیروی  -10 = xi⃗ + (x + y)j⃗  را بدست آورید. زیر  ای روی منحنی چرخزادرا هنگام حرکت ذره 

r(t) = (t − sin t)i⃗ + (۱ − cos t)j ⃗⃗  , ۰ ≤ t ≤ ۲π 
 

Fاگر  -11 = y۲ i⃗ + xyj⃗ با نیروی، کار انجام شده F    گرد را بدست آورید. ای روی مثلث زیر در جهت ساعتذره  حرکتهنگام 
 
 
 

Fاگر  -12 = ex i⃗ + ey j⃗  ای روی نیمه بالایی بیضی،کار انجام شده حرکت ذره   x۲

۴ +
y۲

۹ = ۱ , y ≥  را حساب کنید.  ۰
 

۱۳- ∫
ydx−xdy

x۲
(۲ ,۱)

(۱ ,۲)
 را حساب کنید. 

2 

1 
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F  کار انجام شده با نیروی -۱۴ = (y + z)i⃗ + (x + z)j⃗ + (x + y)k⃗⃗  ای که روی پاره خط روی ذره برA(۱ , ۰ , تا  (۰
B(۲ , ۰ ,  کند را حساب کنید.حرکت می (۳

Fنشان دهید  -۱۵ = yi⃗ + (x + ۲y)j⃗  پایستار است و سپس∫ F. dr
C

 را بیابید. 

C: r(t) =
۱

t۲ + ۱ i⃗ + √t۳ + ۱j ⃗⃗  , ۰ ≤ t ≤ ۲ 
Fاگر  -۱۶ = (۲x + y۳)i⃗ + (۳y۲x)j⃗  نشان دهید ،∫ F. dr

C
, ۰) هایروی مرز مربع با رأس  , ۰)و  (۰ , ۱)و  (۱ و  (۰

(۱ ,  صفر است. (۱
 پایستار است. Fنشان دهید   راهنمایی:

 محاسبه کنید. -۱۷

∫      الف( x۲dx + y۳dy + z۴dz
(۱ ,۲ ,۳)

(۰ ,۰ ,۰)
 

∫       ب( sin y dx + (xcos y + cos z)dy − ysin z dz
(۱ ,

π

۲  ,π)

(۰ ,۰ ,۰)
 

۱۸- ∫ F. dr
C

 را به دست آورید. 
F = ey i⃗ + xeyj⃗ + (z + ۱)ez     ,    C: r(t) = ti⃗ + t۲j ⃗⃗ + t۴k ⃗⃗⃗ , ۰ ≤ t ≤ ۱ 

 

Fکار انجام شده با نیروی  -۱۹ =  
۱

(x۲+y۲+z۲)
۳
۲

(xi⃗ + yj ⃗⃗ + zk ⃗⃗⃗)  ای که از نقطه را روی ذرهA(۱ , ۱ , , B(۱تا  (۱ ۲ , ۳) 

 کند را پیدا کنید.حرکت می
Fتابع برداری  -۲۰ =

−y

x۲+y۲ i⃗ +
x

x۲+y۲ j⃗ .مفروض است 

Q∂الف( نشان دهید 

∂x
=

∂P

∂y
 

:C     دایره  Cب( اگر  r(t) = cos t i⃗ + sin t j ⃗⃗  ۰ ≤ t ≤ ۲π    .به طور مستقیم نشان دهید:  باشد∫ F. dr
C

≠ ۰ 
 )مبدأ مختصات داخل دایره است(            

fج( اگر               = − tan−۱ (
y

x
F    نشان دهید ( = ∇f  و با استفاده از آن   ∫ F. dr

C
 را حساب کنید.   

C: r(t) = (t۲ + ۱)i⃗ + (t۴ + ۱)j ⃗⃗  ۰ ≤ t ≤ ۱ 
 کند(در ربع اول است و از مبدأ هم عبور نمی C)منحنی           

 
 



 

 
 
 
 
 
 

   فصل دهم 
 سه قضیه مهم و انتگرال روی سطح 

 
 

انتگرال سطحی گسترش مفهوم انتگرال روی یک سطح در فضا است.همچنین با چند قضیه ارتباط بین انتگرال روی داخل یک ناحیه و 
 شود.میانتگرال روی مرز آن  ناحیه معلوم 

 
 قضیه گرین   - ۱

 خواهیم بین انتگرال روی یک ناحیه در صفحه )انتگرال دوگانه( و انتگرال روی مرز آن ناحیه )انتگرال خط( ارتباط برقرار کنیم.در اینجا می
نامیم هرگاه هنگام حرکت روی مرز می  را مثبت  𝐂جهت  در صفحه باشد،  Cناحیه داخل منحنی  Dمنحنی بسته و  Cفرض کنیم  تعریف:

C .ناحیه در سمت چپ آن قرار گیرد ، 
 

 
 

∮علامت   توجه:  
C

 به این معنی است که مسیر بسته و جهت آن مثبت است. 
 ناحیه داخل آن باشد، تحت شرایط مناسب: Dمنحنی بسته با جهت مثبت و  Cفرض کنیم  قضیه گرین:

∮ Pdx + Qdy = ∬ (
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
)

DC

dA 

Fدر حالت  = Pi⃗ + Qj⃗ :داریم 

∮ F. dr = ∬ (
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
)

DC

dA 

 
∮پایستار باشد، بنا به قضیه گرین  Fاگر  نکته: F. dr =

C
۰ 

∮      محاسبه کنید.:مثال (y۲ + √x۲ + ۱)dx + (۲x + sin۴ y)dy
C

 است.   Dمستطیل  مرز  C    که در آن   
D:    ۱ ≤ x ≤ ۲ , ۰ ≤ y ≤ ۱ 

   ضلع مستطیل را جداگانه حساب و جمع کنیم. اما با قضیه گرین،  ۴بدون استفاده از قضیه گرین باید چهار انتگرال خط روی  حل:      
 شود.تر میمحاسبه انتگرال ساده

𝑐 

D 
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∮(y۲ + √x۲ + ۱)dx + (۲x + sin۴ y)dy
C

 = ∬
∂Q

∂x
−

∂P

∂yD

dA 

= ∬ (۲)
D

− (۲y)dA = ∫ ∫ (۲ − ۲y)dydx = ۱
۱

۰

۲

۱
 

F  کار انجام شده با نیروی  :مثال = ۲x۲ i⃗ + x۳ j⃗   ای که یک دور کامل روی دایره بر روی ذرهx۲ + y۲ = کند را حرکت می ۱
 حساب کنید. )در جهت ساعت گرد(

 حل:     

w = ∫F. dr
C

= − ∮F. dr
C

= − ∬
∂Q

∂x
−

∂P

∂yD

dA 

= − ∬ (۳x۲ − ۲x۲)dA =
D

− ∬ x۲dA
D

 

 
D: x۲ + y۲ ≤ پر    ۱  دایره تو

D: ۰ ≤ θ ≤ ۲π , ۰ ≤ r ≤ ۱ 
 

w = − ∬ x۲

D

dA = − ∫ ∫ r۲ cos۲ θ rdrdθ = −
π

۴
۱

۰

۲π

۰
 

 دارای یک حفره باشد باز هم قضیه گرین برقرار است. Dدر حالتی که ناحیه توجه: 
 

              C = C۱ ∪ C۲  

   

       ∫ Pdx + Qdy =
C

∬
∂Q

∂x
−

∂P

∂yD
dA  

 
 
 

F    درستی قضیه گرین را برای میدان  :مثال = −۲yi⃗ + ۳xj⃗     روی ناحیه مثلث محدود به سه خطy = x      وx = y   و  ۱ = در   ۰
 ربع اول تحقیق کنید.

 آوریم.ابتدا انتگرال خط را روی سه ضلع مثلث به دست می حل:    

C۱: {
y = ۰
x = t

    ۰ ≤ t ≤ ۱ 

 

∫ F. dr =
C۱

∫ −۲ydx + ۳xdy = ۰
C۱

 

 

C۲: {
x = 1
y = t    ۰ ≤ t ≤ ۱ 

D 

𝑐1 

𝑐2 

𝑐3 

𝑐2 

𝑐1 1 
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∫ F. dr =
C۲

∫ −۲ydx + ۳xdy =
C۲

∫ ۰ + ۳dt = ۳
۱

۰
 

 

C۳: {
x = t
y = t     ۰ ≤ t ≤ ۱ 

∫ F. dr =
C۳

− ∫ −۲ydx + ۳xdy =
−C۳

− ∫ (−۲t + ۳t)dt = −
۱
۲

۱

۰
 

C = C۱ ∪ C۲ ∪ C۳ 
∮F. dr

C

= ∫ F. dr
C۱

+ ∫ F. dr
C۲

+ ∫ F. dr
C۳

= ۰ + ۳ + (−
۱
۲) =

۵
۲ 

 
 کنیم:انتگرال دوگانه را روی مثلث حساب می

F = −۲yi⃗ + ۳xj⃗ 
= ∬ (

∂Q

∂x
−

∂P

∂y
)

D

dA = ∬ ۳ − (−۲)dA
D

= ∬ ۵dA
D

= ۵ × (Dمساحت) = ۵ (
۱
۲) =

۵
۲ 

 
 انتگرال روی سطح   - ۲

 مساحت یک سطح در فضا 
zدر فضا با معادله   Sفرض کنیم سطح  = f(x , y) روی ناحیه  D  ( (x , y) ∈ D)    در صفحهxy  معلوم شده باشد. تحت شرایط

 به صورت زیر است. Sمعین مساحت سطح 
 

A(S) = ∬ √۱ + (fx)۲ + (fy)
۲

D
dA  

 
 
 
 

۲xمساحت قسمتی از صفحه : مثال  + y + z = x۲را بیابید که درون استوانه  ۴ + y۲ =  قرار دارد. ۱
f                                                                      حل:      = z = ۴ − ۲x − y 

D: x۲ + y۲ ≤ ۱ 
 

A(S) = ∬ √(zx)۲ + (zy)
۲

+ ۱
D

dA = ∬ √(−۲)۲ + (−۱)۲ + ۱ dA
D

 

 

= √۵ ∬ dA
D

= √۵  × (Dمساحت) = √۵  π 

D 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

z 

𝑥 

y 
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zمساحت قسمتی از سطح   :مثال =
۲
۳ √x۳  را بیابید که در صفحهxy .محدود به مستطیل زیر است 

D: ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ ۱ 
 حل:    

z =
۲
۳ x

۳
۲ → zx = x

۱
۲ , zy = ۰ 

 

A(S) = ∬ √(zx)۲ + (zy)
۲

+ ۱
D

dA = ∬ √x + ۱ dA
D

 

= ∫ ∫ √x + ۱ dxdy
۱

۰

۱

۰
=

۲
۳ (√۸ − ۱) 

 
 𝐟انتگرال سطحی تابع اسکالر  

wفرض کنیم   = f(x , y , z)    وS    سطحی در فضا با معادلهz = g(x , y)    محدود به ناحیهD    در صفحهxy   باشد. انتگرال سطحی
f  رویS به صورت زیر است 

∬f(x , y , z)
S

dS = ∬ f(x , y , g(x , y))
D

√gx
۲ + gy

۲ + ۱   dA 

 
fدر حالت  = ∬مساحت سطح ،                ۱ dS = A(S)

S
 

∬     : مثال z۲dS
S

zسطح جسم محدود به مخروط  Sرا بیابید که در آن   = √x۲ + y۲  و صفحهz =  است. ۲
 تشکیل شده است. S۲و  S۱از اجتماع دو سطح  Sسطح  حل:     

                                    S۱:    z = ۲ , D: x۲ + y۲ ≤ ۴    
                                                zx = ۰ , zy = ۰     

 

   ∬ z
S۱

dS = ∬ (۲)۲
D

√(zx)۲ + (zy)
۲

+ ۱ dA  

= ∬ ۴
D √۱dA = ۴ (Dمساحت) = ۱۶π  

 
 

S۲: z = √x۲ + y۲ , D: x۲ + y۲ ≤ ۴ 
zx =

x

√x۲ + y۲
     ,   zy =

y

√x۲ + y۲
 

 

∬ z۲

S۲

dS = ∬ (√x۲ + y۲)
۲

D

√(zx)۲ + (zy)
۲

+ ۱dA = √۲  ∬ (x۲ + y۲)
D

dA 

D: ۰ ≤ θ ≤ ۲π , ۰ ≤ r ≤ ۲ 

𝑆1 

z 

𝑥 

y 

𝑆2 
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√۲  ∬ (x۲ + y۲)
D

dA = √۲ ∫ ∫ r۲. rdrdθ = 8√۲
۲

۰

۲π

۰
π 

S = S۱ ∪ S۲ 
∬z۲

S

dS = ∬ z۲

S۱

dS + ∬ z۲

S۲

dS =  8√۲π + ۱۶π 

 جرم یک سطح در فضا 
, ρ(xیک سطح در فضا و  Sفرض کنیم  y , z)  چگالی جرم بر واحد سطح وm :جرم این سطح باشد. داریم 

m = ∬ρ(x , y , z)
S

dS 

 دار: سطح جهت 
zبا معادله  Sتوان برای سطوح نیز جهت در نظر گرفت اگر ها میهمانند منحنی = g(x , y) دهیم:مشخص باشد. قرار می 

G = z − g(x , y) 
 میم.می نا   Sرا جهت منفی سطح   G∇−    و  𝐒جهت مثبت  عمود است و آن را  Sبر سطح  G∇بردار 

 
 
 
 
 

 در سطوح بسته )مرز یک جسم در فضا( جهت رو به بیرون است. توجه:
 
 
 
 
 

 𝐅انتگرال سطحی میدان  
Fفرض کنیم   تعریف: = Pi⃗ + Qj⃗ + Rk⃗⃗  میدان برداری وS  سطح جهت دار وn⃗⃗  بردار واحد قائم بر سطحS .در جهت مثبت باشد 

 به صورت زیر است: Sروی  Fانتگرال سطحی میدان 

∬ F. dS = ∬F. ndS
SS

 

.F  توجه: n .تابع اسکالر است 
F  فرض کنیم = Pi⃗ + Qj⃗ + Rk⃗⃗  وS با سطح   z = g(x , y)   محدود به ناحیهD  در صفحهxy .باشد 

G     دهیم:قرار می = z − g(x , y)   و       n =
∇G

|∇G|
 

n⃗⃗  بردار عمود واحد بر سطحS شود:در جهت مثبت است.با محاسبه معلوم می 

∬ F. dS = ∬F. ndS
SS

= ∬ (−Pgx − Qgy + R)dA
D

 

𝑛⃗⃗ 

z 

𝑥 

y 

𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦) 

z 

𝑥 

y 

∇𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

−∇𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
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∬تعبیر فیزیکی   𝐅. 𝐝𝐒
𝐒

 
∬میدان سرعت سیالی باشد،  Fاگر  F. dS

S
شود. این انتگرال را شار میدان  خارج می  Sمقدار سیالی است که در واحد زمان از سطح  

F  از روی سطحS     نامند.می 
Fشار میدان :مثال = x۲ i⃗ + zj⃗ + y۲k⃗⃗ را روی صفحه  z = ۱ + ۲x  محدود به مستطیل   D:  ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ ۱          

 در جهت مثبت به دست آورید.را 
g                                                                                  حل:      = z = ۱ + ۲x 

zx = ۲ , zy = ۰ 

∬F. dS
S

= ∬ (−Pzx − Qzy + R)dA
D

 

= ∬ (−۲x۲ − ۰ + y۲)dA
D

= ∫ ∫ = (−۲x۲ + y۲)dydx =
−۱
۳

۱

۰

۱

۰
 

F    فرض کنیم :مثال = ۲xi⃗ + ۲yj⃗ + ۲zk⃗⃗  شار میدانF  را از روی سطح کره واحدx۲ + y۲ + z۲ = به دست آورید. را  ۱
 )جهت بردار قائم رو به بیرون است.(

G                                      دهیم:قرار می  حل:      = x۲ + y۲ + z۲ − ۱ = ۰ 
∇G = ۲xi⃗ + ۲yj⃗ + ۲zk⃗⃗ 

|∇G| = √۴x۲ + ۴y۲ + ۴z۲ = √۴ = ۲   ,   (x۲ + y۲ + z۲ = ۱) 
 

n⃗⃗ =
∇G

|∇G|
= yxi⃗ + yj⃗ + zk⃗⃗ (رو به خارج کره است n) 

F. n = ۲x۲ + ۲y۲ + ۲z۲ = ۲ 
∬F. dS

S

= ∬F. n dS
S

= ∬۲dS
S

 

= ۲ ∬dS
S

= ۲ (مساحت کره) = ۲(۴π) = ۸π 

Fاگر  :مثال = exz i⃗ + sin(y۲) j⃗ + yk⃗⃗    انتگرال سطحی∬ F. dS
S

پر  Sرا حساب کنید که در آن   x۲دایره تو + y۲ = ۴ 
zروی صفحه  =  رو به بالا است( Sاست. )جهت  ۵

n⃗⃗واضح است  حل:      = k  بر سطح واحد  بردار عمودS و رو به بالاست    . 

∬F. dS
S

= ∬F. n dS
S

= ∬F. k⃗⃗ dS
S

 

 

= ∬ ydS
D

= ∬ y
D

√zx
۲ + zy

۲ + ۱  dA      (z = ۵) 

= ∬ ydA
D

= ∫ ∫ (r sin θ). rdrdθ = ۰
۲

۰

۲π

۰
 

 
(D: ۰ ≤ θ ≤ ۲π , ۰ ≤ r ≤ ۲) 
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 قضیه استوکس   - ۳
 خواهیم بین انتگرال روی یک سطح در فضا و انتگرال روی مرز آن سطح ارتباط برقرار کنیم.می 

، جهتی است که اگر شخصی روی مرز سطح حرکت   Cباشد، جهت مثبت   Sمرز سطح   Cیک سطح جهت دار و   S  فرض کنیمتعریف:  
 در سمت چپ آن قرار گیرد. )شکل زیر( Sو سطح  n⃗⃗کند، سر شخص به سمت 

 
 
 
 
 
 

 میدان برداری باشد تحت شرایط مناسب: Fبا جهت مثبت و  Sمرز سطح  Cیک سطح جهت دار و  Sفرض کنیم   قضیه استوکس.

∫F. dr
C

= ∬curlF. dS
S

 

 
Fاگر     توجه: = P(x , y)i⃗ + Q(x , y)j⃗  وS  یک ناحیه در صفحهxy  باشد(S = D)آید. به عبارت ، قضیه گرین به دست می

 دیگر قضیه گرین حالتی خاص از قضیه استوکس است .
 

 باشند. )با جهت یکسان( Cدو سطح با مرز مشترک  S۲و  S۱اگر   تذکر:
       

                       ∬ curlF. dS
S۱

= ∬ curlF. dS
S۲

 
 
 
 
 

Fاگر    : مثال = xyi⃗ + (y۲ − z۲)j⃗ + yzk⃗⃗  انتگرال ،∬ curlF
S

. dS  را حساب کنید که در آنS سطح نیم کره بالایی   
        x۲ + y۲ + z۲ = ۱ , z ≥  با جهت مثبت است.    ۰

x۲سطح دایره  S۱فرض کنیم  حل:      + y۲ =  دارای مرز مشترک دایره  Sو  S۱باشد. واضح است که دو سطح  xyدر صفحه  ۱
   x۲ + y۲ = n⃗⃗    داریم: S۲در سطح  است. ۱ = k⃗⃗ 

curlF = ۳zi⃗ − xk⃗⃗ 
 

∬curlF. dS
S

= ∬ curlF. dS
S۱

= ∬ curlF. n dS
S۱

 

= ∬ −xdA = ۰     (S۱ = D)
D

 

𝑛⃗⃗ 

z 

𝑥 

y 

𝑆1 

𝑆2 

𝑐 

z 

𝑥 

y 
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∫با استفاده از قضیه استوکس انتگرال خط  :مثال F. dr
C

Fرا بیابید که در آن   = xzi⃗ + y۳ j⃗ + ez۲
k⃗⃗  وC  هایرأس مرز مثلث با 

 (۰ , ۰ , , ۰)و  (۱ ۱ , , ۱)و  (۰ ۰ ,  مثبت است( Cاست. )جهت  (۰
∫داریم:  حل:     F. dr

C
= ∬ curlF. ds

S
xقسمتی از صفحه  Sکه در آن   + y + z =  در یک هشتم اول است. ۱

 

                  z = ۱ − x − y ⟹ {
zx = −۱
zy = −۱     

          curlF = xj⃗ ⟹ {
P = ۰
Q = x
R = ۰

  

 
 
 

∬curlF. dS
S

= ∬ (−P. zx − Q. zy + R)dA
D

 

D: ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ ۱ − x 
 

∬ xdA
D

= ∫ ∫ xdydx =
۱
۶

۱−x

۰

۱

۰
 

 
 قضیه دیورژانس )واگرایی(   - ۴

Fفرض کنیم  = Pi⃗ + Qj⃗ + Rk⃗⃗  میدان برداری و∇= 〈
∂

∂x
 ,

∂

∂y
 ,

∂

∂z
 به صورت زیر است: Fعملگر باشد، دیورژانس  〈

divF = ∇. F = 〈
∂

∂x
 ,

∂

∂y
 ,

∂

∂z
〉 . 〈P , Q , R〉 

 یا

divF =  
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
 

Fاگر   :مثال = x۳zi⃗ + z۲yj⃗ + xz۲k⃗⃗ 
divF                                       داریم: = ۳x۲z + z۲ + ۲xz 

 
 𝐝𝐢𝐯𝐅تعبیر فیزیکی  

divF(P۰)اگر  .سنجدرا می  P۰میزان فاصله گرفتن یا واگرایی سیال از نقطه  divF(P۰)میدان سرعت سیالی باشد،  Fاگر  > ۰  ،
divF(P۰)اگر   (.چشمه استP۰ ) .رو به بیرون است P۰جریان در نزدیکی نقطه  <  .رو به بیرون است P۰جریان در نزدیکی نقطه  ۰

(P۰ حفره است.)  اگرdivF(P۰) =  غیر متراکم است( P۰ورودی و خروجی یکسان دارد. )   P ، جریان در نزدیکی  ۰
 شود.با محاسبه مستقیم معلوم می توجه:

div(curlF) = ۰ 

𝑛⃗⃗ 

z 

𝑥 

y 



 139       سه قضیه مهم و انتگرال روی سطح 
 

curlF      وجود ندارد که Fنشان دهید هیچ میدانی مانند  :مثال = x۲ i⃗ + yj⃗ + z۲ k⃗⃗ 
 باشد که:وجود داشته   Fفرض کنیم میدان    حل:     

curlF = x۲ i⃗ + yj⃗ + z۲k⃗⃗ 
div(curlF) = ۲x + ۱ + ۲z ≠ ۰ 

 بنا به این تناقض چنین میدانی وجود ندارد.
میدان برداری باشد. تحت  Fبا جهت مثبت )رو به بیرون( و  Eمرز ناحیه  Sیک ناحیه در فضا و  Eفرض کنیم  )واگرایی(   قضیه دیورژانس 
 شرایط مناسب:

∬F. dS
S

= ∭divF dV
E

 

 )ارتباط بین انتگرال سه گانه و انتگرال سطحی(
F  ن    شار میدا  :مثال = ۳xi⃗ + ez۲

j⃗ − zk⃗⃗ از روی جعبه    E:  ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ ۱ , ۰ ≤ z ≤  را بیابید. ۱
اگر بخواهیم انتگرال سطحی روی جعبه حساب کنیم باید روی شش وجه جعبه به طور مجزا انتگرال بگیریم.اما با استفاده از قضیه حل: 

 شود.دیورژانس محاسبه کوتاه می
divF = ۳ + ۰ − ۱ = ۲ 

 

∬F. dS
S

= ∭divF dV
E

= ∭۲. dV
E

= ۲ × (حجم جعبه) = ۲(۱) = ۲ 

∬    با استفاده از قضیه دیورژانس :مثال (x + y۲ + z۲)dS
S

x۲سطح کره  Sرا حساب کنید که در آن   + y۲ + z۲ =  است. ۱
G :    دهیمقرار می  حل:     = x۲ + y۲ + z۲ − ۱ = ۰ 

n =
∇G

|∇G|
= xi⃗ + yj⃗ + zk⃗⃗ میدان  واحد بر سطح کره است. عمود بردارF = Pi⃗ + Qj⃗ + Rk⃗⃗ :را باید طوری بیابیم که 

F. n = Px + Qy + Rz = x + y۲ + z۲ ⟹ {
P = ۱
Q = y
R = z

 

Fبا انتخاب  = i⃗ + yj⃗ + zk⃗⃗ :داریم 
divF = ۰ + ۱ + ۱ = ۲ 

∬(x + y۲ + z۲)dS
S

= ∬F. n dS
S

= ∬F. dS
S

 

= ∭divF dV
E

= ∭۲dV
E

= ۲ × (حجم کره) = ۲ (
۴
۳ π) =

۸π

۳  

 تمرینات   - ۵
 های زیر را با قضیه گرین حساب کنید.انتگرال -۱

∮الف(          ۳xy dx + y۲dy
C

                  ،   C  مرز مثلث محدود به خطوطy = x  وx = yو  ۳ =  است. ۰
∮ب(          (x۴ + x۲y)dx + (ey − xy۲)dy

C
            ،C  مرز دایرهx۲ + y۲ =  است. ۹

Fبا استفاده از قضیه گرین کار انجام شده با نیروی    -۲ = x۲ i⃗ + xy۲ j⃗   ۰)های   ای روی مثلث با رأسموقع حرکت ذره , , ۲)و    (۰ ۰) 
, ۰)و   را محاسبه کنید. )در جهت مثبت( (۲
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۳- ∮ F. dr
C

 را بیابید. 
           F = (√x + y۲)i⃗ + (sin(y۲) + x)j⃗      و  C   مرز ناحیه بین خطy = x    و سهمیy = x۲ .است 

 تحقیق کنید  5و  4برای تمرین  درستی قضیه گرین را 
      4 -    F = (x + y)i⃗ + (x − y)j⃗      وC  مسیر بسته مرز ناحیه بین خطy = x  و منحنیy = x۳ .در ربع اول است 
       5-     F = y۲ i⃗ + (x + y)j⃗       وC ۰)های   مرز مثلث با رأس , ۰) , (۱ , ۱) , (۰ ,  است. (۱

۶- ∮ x۲dx + xydy
C

 را حساب کنید. 
C  ای  مرز ناحیه بین دایرهx۲ + y۲ = x۲و  ۱ + y۲ =  است.   ۴

 در صفحه باشد با استفاده از قضیه گرین نشان دهید. Dمرز ناحیه  Cاگر  -۷

∮xdy
C

= − ∮ydx
C

=
۱
۲ ∮xdy − ydx

C

= Dمساحت ناحیه 

 های زیر را بیابید.با استفاده از تمرین قبل مساحت -۸

x۲الف( مساحت بیضی         

۴ +
y۲

۹ =  در ربع اول ۱

}ب( مساحت زیر یک قوس چرخزاد           
x = t − sin t
y = ۱ − cos t

 , ۰ ≤ t ≤ ۲π 
 
۲xمساحت قسمتی از صفحه  -۹ + ۳y + ۲z =  را در یک هشتم اول بیابید. ۶

z   مساحت قسمتی از مخروط-۱۰ = √x۲ + y2    را که بین دو صفحهz = zو  ۱ =  ست آورید.بدقرار دارد را    ۲
x۲   مساحت نیم کره بالایی -۱۱ + y۲ + z۲ = ۱ , z ≥  را به دست آورید.   ۰
zمساحت قسمتی از سطح  -۱۲ = ۱ + x + ۲y۲  را بیابید که محدود به مثلثD  در صفحهxy .است 

D: ۰ ≤ y ≤ ۱ , ۰ ≤ x ≤ y 
 

xمساحت قسمتی از سهمی گون  -۱۳ = y۲ + z۲  محدود به صفحهx =  را پیدا کنید. ۴
zسطح  Sاگر  -۱۴ = ۲x + y۲  محدود به مستطیلD: ۰ ≤ x ≤ ۱  , ۱ ≤ y ≤ ∫باشد. انتگرال سطحی    ۲ ۳ydS

S
را  

 حساب کنید.
xجرم سطح   -۱۵ + ۲y + z = , ρ(xبا چگالی    ۶ y , z) = z  را که بالای مربع ،   D: ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤ قرار دارد     ۱

 را حساب کنید.
۱۶- ∬ zdS

S
zقسمتی از سهمی گون  Sرا بیابید که در آن   = x۲ + y۲  است که درون استوانهx۲ + y۲ =  قرار دارد. ۱

۱۷- ∬ (x۲z + y۲z)dS
S

 را بیابید. 
S  نیم کره پایینیx۲ + y۲ + z۲ = ۱ , z ≤  است. ۰

∬انتگرال  -۱۸ F. dS
S

  را بیابید. 
             F = x۲ i⃗ + xyj⃗ + xzk⃗⃗  وS  قسمتی از صفحهx + ۲y + ۲z =  زیر است.    است که بالای مربع ۴

D: ۰ ≤ x ≤ ۱ , ۰ ≤ y ≤  مثبت(  S )جهت    ۱
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Fشار میدان  -۱۹ = xi⃗ + yj⃗ + z۴k⃗⃗  را روی سطحS .بیابید 
                        S  قسمتی از مخروطz = √x۲ + y۲  است که زیر صفحهz =  قرار دارد. )در جهت مثبت( ۱

۲۰- ∬ F. dS
S

 را بیابید. 
F = xi⃗ − zj⃗ + yk⃗⃗ و  S  قسمتی از کرهx۲ + y۲ + z۲ =  در یک هشتم اول است. )در جهت مثبت( ۱

۲۱- ∬ F. dS
S

 را بیابید. 
F = ۴xi⃗ + ۴yj⃗ + ۵k⃗⃗  وS  مرز ناحیه محدود به سهمی گونz = x۲ + y۲  و صفحهz =  است. )در جهت مثبت( ۱

∬با استفاده از قضیه استوکس  -۲۲ curlF. dS
S

 را حساب کنید. 
Fالف(            = x۲zi⃗ + y۲zj⃗ + xyzk⃗⃗  وS قسمتی از سهمی گون    z = x۲ + y۲   داخل استوانهاست که 
         x۲ + y۲ =   )با جهت مثبت(قرار دارد   ۴

Fب(             = x۲yzi⃗ + ۲yj⃗ + x۳k⃗⃗  وS  نیم کره بالاییx۲ + y۲ + z۲ = ۹ , z ≥  )با جهت مثبت(.است  ۰
 با استفاده از قضیه استوکس، قضیه گرین را به دست آورید. -۲۳
 نشان دهید -۲۴

∬ curlF. dS
S۱

= ∬ curlF. dS
S۲

 

 که در آن:
zسطح سهمی گون  = ۲ − x۲ − y۲  بالای صفحهxy S۱: 

zسطح سهمی گون  = ۴ − ۲x۲ − ۲y۲  بالای صفحهxy S۲: 
(S۱  وS۲ جهت)های یکسان دارند 

 سطح کره واحد باشد، نشان دهید Sاگر  -۲۵

∬curlF. dS
S

= ۰ 

∫با استفاده از قضیه استوکس  -۲۶ F. dr
C

 پاد ساعتگرد است( Cرا حساب کنید. )اگر ناظری از بالا نگاه کند جهت  
F   الف(         = e−x i⃗ + ex j⃗ + ez۲

k⃗⃗   وC  مرز قسمتی از صفحهx + ۲y + z =  است که در یک هشتم اول قرار دارد. ۲
F   ب(          = yzi⃗ + ۲xzj⃗ + exyk⃗⃗     وC   دایرهx۲ + y۲ = zدر صفحه  ۴ =  است. ۳
F    ج(          = y۲ i⃗ + xj⃗ + z۲k⃗⃗    و C  مرز سهمی گونz = x۲ + y۲  زیر صفحهz =  است. ۱

     تحقیق کنید.  28و  27برای تمرینات   قضیه استوکس را 
     27 -   F = −y۲ i⃗ + xj⃗ + z۲k⃗⃗   و  S  قسمتی از صفحهy + z = x۲داخل استوانه  ۲ + y۲ =  است. ۱

      28-  F = x۲ i⃗ + xyj⃗ + z۸k⃗⃗  وS  سطح ناحیه محدود به سهمی گونz = 1 − x۲ − y۲ و صفحه  xy  .است 
Fفرض کنیم  -۲9 = P(x , y)i⃗ + Q(x , y)j⃗   وC  مرز ناحیه بستهD  در صفحه با جهت مثبت وn⃗⃗  بر  عمودبردارC  به سمت

 بیرون باشد. با استفاده از قضیه گرین نشان دهید.

∮F. nds
C

= ∬ divFdA
D
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∬    34تا    30تمرینات    در F. dS
S

  با استفاده از قضیه دیورژانس  حساب کنید.را    
       30-  F = ex cos y i⃗ + ex sin y j⃗ + xyz۲k⃗⃗    وS ۱±)    های ای با رأسسطح جعبه , ±۲ ,  است. (±۳
      31-    F = (y۲ + xz)i⃗ + (۳y + yz) − z۲k⃗⃗  وS  سطح کرهx۲ + y۲ + z۲ =  است. ۴
      23  -   F = ۲xyi⃗ − y۲ j⃗ + z۲k⃗⃗ و   S  سطح کره واحدx۲ + y۲ + z۲ =  است. ۱
       33-    F = xy۲i⃗ + ez۲

j⃗ + x۲zk⃗⃗  وS  سطح جسم محدود به سهمی گونz = x۲ + y۲  و صفحهz =  است. ۴
      34 -   F = ۳xy۲ i⃗ + z۴ j⃗ + z۳k⃗⃗   وS  سطح جسم محدود به استوانهy۲ + z۲ = xو دو صفحه  ۱ = xو  ۱− = ۲ 

 است.
∬با استفاده از قضیه دیورژانس  -۳5 F. dS

S
Fرا بیابید. که در آن   = xyi⃗ + y۲ j⃗ + yzk⃗⃗  وS  پنج سطح جعبه سر باز با

, ۱±) هایرأس ±۱ ,  است. (±۱
 برای استفاده از قضیه دیورژانس تمام سطوح جعبه را در نظر بگیرید و سطح اضافه شده را از آن کم کنید. راهنمایی:

div(curlF)نشان دهید  -۳6 = ۰ 
∬،  Sنشان دهید روی سطح بسته  -۳7 curlF = ۰

S
 

Fو   باشد Eسطح جسم بسته  Sاگر  -۳8 = ۲xi⃗ + yj⃗ + ۳zk⃗⃗    :نشان دهید 

∬ F. ds = ۵ (Eحجم جسم)
S
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 پنج قضیه مهم در انتگرال 
 

∫                          ( قضیه اساس حساب دیفرانسیل و انتگرال ۱ f ˊ(x)dx = f(b) − f(a)
b

a
   

 
 
∫                                                 ( قضیه اساسی انتگرال خط ۲ ∇f. dr = f(B) − f(A)

C
 

          A   و  B  نقاط دو سر منحنیC .هستند 
 
 

∬                                                ( قضیه گرین۳ (
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
)

D
dA = ∫ Pdx + Qdy

C
 

        C   مرز ناحیهD است در صفحه  
 
 
∬                                                           ( قضیه استوکس ۴ curlF. ds

S
= ∫ F. dr

C
 

        C  مرز سطحS .است 
 
 
∭                                                     ( قضیه دیورژانس ۵ divF. dV

E
= ∬ F. dS

S
 

       S   مرز ناحیهE .در فضا است 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ( 2حساب دیفرانسیل و انتگرال)      144
 

 

 

 
 
 
 
 
 



 

 

 

 
 

 

 منابع 
 

 
 . 1388 ترجمة سيد حسين اورعی، انتشارات دانشگاه فردوسی مشهد  انتگرال، و   حساب ديفرانسيل آدامز، رابرت:  

  .1388 ی فرهنگی فاطمیموسسه ،ترجمة ارشک حميدیانتگرال، و  حساب ديفرانسيل :استوارت، جيمز
 . 1393، گستر انتشارات سخن  ،(2رياضيات و کاربرد آن در مديريت) اعتمادزاده،محمد هاشم:

 . 1398،انتشارات آهنگ قلم،(2عمومی)   رياضيات  چيان،محمد علی:کرايه
ين حسين محمد داودی،موسسه نشر علوم ؛ علی اکبر عالم زاده ترجمه ،حساب برداری ترومبا،آنتونی جی:؛،جرالد ایمارسدن  . 1370نو

 


