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 فصل اول: مجموعه اعداد                                      
 

همچنین اعدادی  شود.مقدار کمیتها ونسبت کمیتها از اعداد استفاده می تعیین تعداد  اشیاء، برای

یافتن  مانند توان با آنها بیان کرد ولی در مفاهیم دیگر ریاضی کاربرد دارند.داریم که کمیتها را نمی

𝑥4   یمعادلهی چهار ریشه − 2𝑥2 + 4 =∘  .  
 

 اعداد حقیقی -1

کند، اولین بار اعداد برای  تواند به سادگی تعداد اشیاء را با هم مقایسهذهن ما میاز آنجایی که 

                                نامند و باشمارش ظاهر شدند. مجموعه این اعداد را مجموعه اعداد طبیعی می

  ℕ = {1,2,3,4, … به تدریج استعمال کلمه عدد منحصر به اعداد طبیعی بود و  دهند.نشان می  {

صفر را  ،گیریمها گسترش یافت.برای معرفی اعداد منفی و صفر، خطی را در نظر میبه سایر مجموعه

های مساوی در سمت راست و متناظر با آن اعداد به عنوان علامت مبدأ و اعداد طبیعی را با فاصله

 دهیم.منفی را در سمت چپ قرار می

 
 
 
ℤ  نامند و آن را بااین اعداد را اعداد صحیح می     = {… ,−3, −2, −1,∘, 1, 2, 3, … نشان   {

ℕ دهند. همچنین داریم:     می ⊆ ℤ  

لذا اعداد گویا )کسری( به صورت  .غالباً نسبت دو کمیت از یک جنس عدد طبیعی نیست   
m

n
معرفی   

nاعداد صحیح و  nو  mشوند که در آن می  دهند. نمایش می ℚاست. مجموعه اعداد گویا را با  ∘≠

ℚ = {
m

n
|m, n ∈ ℤ  , n ≠∘} 

 

دانان یونانی به طور شهودی بر این عقیده بودند که نسبت دو کمیت از یک جنس مانند ریاضی   

نسبت طول دو پاره خط، همواره مقداری گویا است. فیثاغورس و هوادارانش که هستی را با اعداد 

−3 −2 −1 3 2 1 ∘ 



فصل اول    2     
 

ξ2 
1 

1 

کردند، این نوع عقاید برای آنها جنبه تقدس داشت، اما به تدریج معلوم شد که توصیف می

این کشف در ریاضیات و فلسفه آن زمان بحرانی  هایی هستند که طول آنها عددی گویا نیست.طخپاره

 ایجاد نمود.

اولین طول پاره خطی که گویا نبودن آن آشکار شد، طول قطر مربعی به ضلع واحد بود. قطر این    

 است. ξ2مربع بنا به رابطه فیثاغورس 

 

 

 

 عددی گویا نیست.   ξ2    .قضیه

ξ2عددی گویا باشد، پس  ξ2فرض کنیم  .اثبات =
𝑚

n
تا حد امکان  کهاعدادی صحیح  nو  mکه  

2رسانیم:   می 2هیچ مقسوم علیه مشترکی ندارند(. طرفین را به توان  nو  m) .اندساده شده =
m2

n2 

2n2پس  = m2  یعنیm2  عددی  زوج و لذاm  .نیز عددی زوج است(k ∈ ℕ)   m = 2k  پس

2n2 = 4𝑘2  پسn2  و و در نتیجهn یعنی  .زوج استm  وn  پذیر هستند که با بخش 2هر دو بر

 عددی گویا نیست. ξ2شود فرض اولیه در تناقض ا ست از این تناقض معلوم می

   

همچنین با یکسان گرفتن  
n

1
= n       :داریمℤ ⊆ ℚ .    نسبت دو کمیت از یک جنس را اعداد

 دهند و داریم:    نشان می ℝنامند. اعداد حقیقی را با حقیقی می

ℕ ⊆ ℤ ⊆  ℚ ⊆ ℝ 
 

نشان  ́ ℚگویند و آن را با می گنگ یا اصماعدادی که حقیقی هستند ولی گویا نیستند را اعداد 

  داریم: دهند.می

ℚ ∩ ℚ́ = ℚو                                                      ∅ ∪ ℚ́ = ℝ 

 ها در اعداد حقیقی به صورت زیر هستند:فاصله
[𝑎,b] = {𝑥 ∈ ℝ| 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ b} 

 
]𝑎, 𝑏[ = {𝑥 ∈ ℝ|  𝑎 < 𝑥 < b} 

 
[𝑎, 𝑏[ = {𝑥 ∈ ℝ|  𝑎 ≤ 𝑥 < b} 

 
[𝑎, +∞[ = {x ∈ ℝ|  𝑥 ≥ 𝑎} 

 
]−∞, 𝑏[ = {𝑥 ∈ ℝ|  𝑥 < b} 

 



3    مجموعه اعداد 

 

 
 

برای توضیح این اصل مقدماتی  .یکی از ویژگیهای مهم اعداد حقیقی اصل تمامیت )اصل کمال( است 

 لازم است.

 

Sفرض کنیم  .تعریف ⊆ ℝ   اگر عددی مانندb ∈ ℝ  عضو  هرباشد به طوریکه برای𝑥 ∈ S  

x داشته باشیم ≤ b  گوییم می در این صورتS  از بالا کراندار است وb  را کران بالایS نامند.می 

 است. ]1,4]  کران بالایی برای مجموعه  4 عدد مثلا

 

𝛼 .تعریف ∈ ℝ  را کوچک ترین کران بالای مجموعهS نامیم هرگاه:می 

 باشد. Sکران بالای برای 𝛼الف( 

𝛼باشد، آنگاه  Sکران بالای برای مجموعه  bب( اگر  ≤ b  

supرا با علامت 𝛼گاهی این  𝑆 = 𝛼 دهندنشان می .( sup  مخفف Supremum است. ) 

 

کوچکترین  ℝدر  Sبالا کراندار باشد، آنگاه  زا Sمانند  ℝاگر زیر مجموعه ناتهی از  .اصل تمامیت

 کران بالا نیز دارد.

 

x∈ℚ│𝑥2}فرض کنیم  .مثال < A    و     {2 = {𝑥 ∈ ℝ│𝑥2 < 2}    B  2اضح است که  =

 نند است اکنون بنا به اصل تمامیت عددی ما Bو هم مجموعه  Aکران بالایی هم برای مجموعه 

 𝛼 ∈ ℝکههست    sup A = 𝛼   در واقعα = ξ2 .توان ثابت نمود از طرفی با محاسبات می است

∌  ξ2نیست )توجه کنید که ℚدارای کوچکترین کران بالایی در  Bکه مجموعه  ℚ یعنی اصل )

 برقرار نیست.ℚتمامیت برای 

 

                     اعشاری در نظر گرفت مانند عددتوان هر عدد حقیقی را برحسب اعشاریها، می    

𝑥 = 𝑎/𝑎°𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 ها از جایی به بعد صفر  𝑎iهستند. اگر  9تا ∘ها اعدادی از  𝑎iکه در آن  …

 باشند، این اعداد گویا هستند.

2/134 = 2 +
1

1 ∘
+

3
1 ∘∘

+ 
4

1 ∘∘∘
 

 ها از جای به بعد به طور تناوبی تکرار شوند باز هم این اعداد گویا می باشند. 𝑎iهمچنین اگر 

 

 عددی گویا است. 1/24̅نشان دهید  .مثل

  .حل

        𝑥 = 1          پس     1/24̅ ∘ 𝑥 = 1       و      12/4̅ ∘∘ 𝑥 = 124/4̅  
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1 ∘∘ 𝑥 − 1 ∘ 𝑥 = 112 

 

9∘ 𝑥 = 𝑥     لذا         112 =
112

9∘
 

      :نابراینب   

1/24̅ =
112
9 ∘

∈ ℚ 

 

از طرفی هرگاه دو عدد صحیح را برهم تقسیم کنیم یا باقیمانده آن صفر است و یا از جایی به بعد 

  شوند.ارقام اعشاری با دوره تناوب تکرار می

 

    بنابراین اعداد اعشاری که اعشار آنها بدون دوره تناوب است اعداد گویا نیستند یعنی اعداد گنگ
 باشند. می
 

  :اعداد زیر گنگ هستند

ξ2  , ξ3  ,    𝜋   ,   ξ2 − ξ3 ,   3/121221222. ..  
 

𝑛) .نباشد ℚمربع کامل در  𝑛همچنین اگر  ≠ 𝑚2 , 𝑚 ∈ ℚ)   آنگاهξ𝑛  عددی گنگ است. 

  

کوچکترین  +ℝدر  Sاز بالا کراندار باشد، آنگاه  +ℝدر  Sاگر زیر مجموعه ناتهی مانند .اصل تمامیت

 کران بالا دارد.

 است. Sکران بالای 

 

𝑥 هرگاه .یخاصیت ارشمیدس >∘ 𝑥 , 𝑦  و  ∈ ℝ   آنگاه عددی صحیح مثبت مانندn  هست که

𝑛𝑥 > 𝑦  
𝑦برای هر  مثلاً ∈ ℝ  با انتخاب𝑥 =  nمانند  یبه خاصیت ارشمیدسی، عددی صحیح مثبت بنا ، 1

𝑛هست که  > 𝑦 

 

 اعداد مختلط -2

𝑎𝑥3ی درجه سوم ریاضدانان قرن شانزدهم، اولین بار توانستند معادله + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 را  ∘=

عمر خیام به دان ایرانی حکیم ی سوم قبلا توسط ریاضیی درجه)معادله .کنند لبه روش جبری ح

    که عدد  دندشمواجه می هاییریشهبا  ها( در حل بعضی از این معادله.طور هندسی حل شده بود
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3 z 

2 

در پیدایش  یو این شروع داشتند.داد حقیقی را عولی با این حال خواص ا  بودند زیر رادیکال منفی

 مختلط بود. اعداد

 

, 𝑥 در آننامند که را عدد مختلط می  x+iyصورتعبارتی به  𝑦 ∈ ℝ  و𝑖2 = −1    

 (𝑖 = ξ−1)   است.مجموعه اعداد مختلط به صورت زیر 

ℂ = {𝑥 + 𝑖𝑦|𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 
  

توان یعنی می x+iy=(x,y) .دندهنمایش می (x,y)را با زوج مرتب  x+iyهمچنین عدد مختلط   

𝑧    هر عدد مختلط را یک نقطه در صفحه در نظر گرفت. = 2 + 3𝑖 = (2,3) 

 
 

 

 

 

 

 

𝑧  اگر = 𝑥 + 𝑖𝑦   ،𝑥       را قسمت حقیقی وy  را قسمت موهومیz نامند و با علامت زیر نشان می

  :می دهند

y=Im(z)  ,   x= Re (z) 
 

𝑧   اگر    مثلاً   = −3 + 4𝑖    داریم    x=Re(z)=  y=Im(z)=4 و       :    3−

 

𝑥    یکسان بگیریم آنگاه  (∘ ,x)را با زوج مرتب  xهرگاه عدد حقیقی   = (𝑥,∘) = 𝑥 +∘ i ∈ ℂ    

 :باشد بنابراینپس هر عدد حقیقی، عددی مختلط نیز می

ℕ ⊆ ℤ ⊆ ℚ ⊆ ℝ ⊆ ℂ 
 

 آنها های موهومیهای حقیقی و قسمتجمع و تفاضل دو عدد مختلط با جمع یا کم کردن قسمت

 شوند.تعریف می
(3 + 4𝑖) + (5 − 7𝑖) = 8 − 3𝑖 

 
(3 + 4𝑖) − (5 − 7𝑖) = −2 + 11𝑖 

 

3 + i − 4𝑖 + 5 + 2𝑖 = 8 − 𝑖 
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|𝑧| 
y 

z 

x 

پذیری و جابجایی در اعداد مختلط های بخشضرب دو عدد مختلط طوری تعریف شده است که قاعده

 د.نبرقرار باش
(2 + 3𝑖)(−1 + 4𝑖) = 2(−1 + 4𝑖) + 3𝑖(−1 + 4𝑖) 

= −2 + 8𝑖 − 3𝑖 − 12 = −14 + 5𝑖 
 

𝑧    اگر = 𝑥 + 𝑖𝑦    مزدوج   𝑧    با      =x−i𝑦  𝑧    شودمیریف تع. 

𝑧 مثلا  = 4 − 𝑖         آنگاه= 4 + 𝑖 𝑧     

 

 کنیم.می ضرب مخرجبرای تقسیم دو عدد مختلط صورت و مخرج کسر را در مزدوج 

حاصل عبارت   .مثال
5−2𝑖

1+2𝑖
 را بیایید. 

 

                    .حل
5−2𝑖

1+2𝑖
=

(5−2𝑖)(1−2𝑖)

(1+2𝑖)(1−2𝑖)
=

5−1∘𝑖−2𝑖−4

1−2𝑖+2𝑖+4
=

1−12𝑖

5
=

1

5
+

−12

5
𝑖 

 

 :شودزیر تعریف می صورت به z=x+iyقدر مطلق عدد مختلط 

 

│𝑧│ = │𝑥 + 𝑖𝑦│ = √𝑥2 + 𝑦2 

│𝑧│ی فاصله نقطه ،روی شکلz تا مبدا مختصات است. 

 

 

 

 

 

 

𝑧1│همچنین  − 𝑧2│ فاصله بین دو نقطه ی𝑧1 − 𝑧2 .تعریف جمع و ضرب اعداد مختلط  است

روابط زیر نیز درست د، علاوه بر این نپذیری برقرار باشپذیری پخشکند که قواعد شرکت ایجاب می

 هستند.
 

 دو عدد مختلط باشند. 𝑧2 ، 𝑧1فرض کنیم  .قضیه

.𝑧1الف(                  𝑧 1 = |𝑧1|
2 

𝑧1𝑧2̅̅       ب(            ̅̅ ̅ = 𝑧 1𝑧 2 

𝑧1(             ج ± 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧 1 ± 𝑧 2 

.𝑧1|د(              𝑧2| = |𝑧1|. |𝑧2| 

𝑧1|هـ(              ± 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2| 
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 iهای توان

(𝑖)° = 1 

𝑖1 = 𝑖 
𝑖2 = −1 

𝑖3 = 𝑖2. 𝑖 = −𝑖 
𝑖4 = 𝑖2. 𝑖2 = 1 

 .ی دارندایدوره تناوب چهارت iهای بنابراین توان

𝑖125 = 𝑖1 = 𝑖            ،𝑖1∘∘∘ = (𝑖)° = 1 

 

𝑎اگر  . تمام اتحادهای اعداد حقیقی برای اعداد مختلط نیز برقرار است توجه:    :مدهیقرار می ∘<

ξ−𝑎 = ξ𝑎 𝑖 
 

 های زیر را بیابید.ایهای چند جملهتمام ریشه مثال:

𝑥2الف(               − 4𝑥 + 5 𝑥4ب(             ∘= − 𝑥 =∘ 

 حل الف(

                                    𝑥 =
−𝑏±ξ∆

2𝑎
=

4±ξ−4

2
=

4±ξ4 𝑖

2
= 2 ± 𝑖     

𝑥2 معادله  یدو ریشه = 2 − 𝑖  و 𝑥1 = 2 + 𝑖.اند.این دو ریشه مزدوج  هستند 
 

 حل ب( 
                              𝑥4 − 𝑥 = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥2 + x + 1) =∘ 

𝑥1 دو ریشه معادله      𝑥2   و ∘= = 𝑥2و از حل معادله    . است   1 + x + 1 دو ریشه  ∘=

  :دنآیدیگر بدست می

 𝑥4 =
−1
2
−
ξ3
2
𝑖     و        𝑥3 =

−1
2
+
ξ3
2
𝑖       

ای نیز ریشه این چند جمله ∘ 𝑧 آنگاه  ای با ضرایب حقیقی باشد.چند جمله یریشه ∘𝑧 هرگاه  .توجه

 .است
 

)با  .ریشه دارد 𝑛در حوزه اعداد مختلط دقیقا  𝑛ی ای درجههرچند جمله .جبرقضیه اساسی 

 های تکراری(احتساب ریشه
 

  ای برابر بود.همچنین بنا به قضیه اساسی جبرجملهها با درجه چند ریشه تعداددر مثال قبل دیدید که 

𝑥8ی    معادله + 1 ها همگی مختلط بوده و دو به دو مزدوج دقیقا هشت ریشه دارد، این ریشه   ∘=

 هستند.هم 
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𝑧|ی    معادله .باشد یعدد مختلط ثابت  °𝑧متغیر مختلط و  𝑧فرض کنید   − 𝑧°| = 𝑟 ی معادله

 است. 𝑟و شعاع   °𝑧ای به مرکز دایره

 

 

 

 

 

 روابط زیر را در صفحه توصیف کنید. .مثال

𝑧|              الف( + 3 − 𝑖| = 𝑧|ب(                    2 + 1| = |𝑧 − 1|   

 

𝑧|             حل الف( + 3 − 𝑖| = |𝑧 − (−3 + 𝑖)| = این معادله ی دایره ای به مرکز 2

𝑧° =  است 2شعاع  و (3,1−)

 

𝑧      :قرار می دهیم حل ب( = 𝑥 + 𝑖𝑦  از معادله ی|𝑧 + 1| = |𝑧 − 1| 

𝑥|:         آیدبدست می + 1 + 𝑖𝑦| = |𝑥 − 1 + 𝑖𝑦| 

 :بنابر تعریف قدر مطلق

                                        √(𝑥 + 1)2 + 𝑦2 = √(𝑥 − 1)2 + 𝑦2  
4𝑥   : آیدمی از اینجا بدست 𝑥یا     ∘= 𝑧     :پس     ∘= =∘ +𝑖𝑦  یا  𝑧 = (∘, 𝑦)             

 ها است. 𝑦نقاط روی محور  𝑧 بنابراین

 

 نمایش قطبی اعداد مختلط

𝑧فرض کنیم  = 𝑥 + 𝑖𝑦 = (𝑥, 𝑦) م:مطابق شکل مقابل داری 

 

 

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

   𝑟 ≥∘ 

 

𝑧              پس = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑟(cos 𝜃 + isin𝜃) 

 

𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃) 
 

 .را نمایش قطبی اعداد مختلط می نامند 𝑟 و𝜃 بر حسب   𝑧نمایش 

r 

𝜃 

y 
z 

x 

𝑧 
r 

𝑧∘ 
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 :آیدهمچنین از شکل بالا بدست می 

{
 tan 𝜃 =

𝑦

𝑥
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2

   

 

 .فرم قطبی اعداد زیر را بیابید .مثال

𝑧1الف(       = 1 + ξ3𝑖                       )ب𝑧2 = −2 − 2𝑖 

 

tan                حل الف( 𝜃 =
𝑦

𝑥
=

ξ3

1
𝑟       و      = √(1)2 + (ξ3)

2
= 2   

 𝑧1 پس .ی اول استدر ناحیه:     𝜃 =
𝜋

3
   

𝑧1 = 2 (cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin 𝜃

𝜋

3
) 

 

tan                    حل ب( 𝜃 =
−1

−1
= 1       ,       𝑟 = √(1)2 + (−1)2 = ξ2   

tan      :پس .در ناحیه ی سوم قرار دارد 𝑧2اما  𝜃 =
𝜋

4
+ 𝜋 =

5𝜋

4
   

 

𝑧2 = ξ2 (cos
5𝜋
4
+ 𝑖 sin

5𝜋
4
) 

 

𝑧   فرض کنیم  قضیه. = 𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)      ،در این صورتفرم قطبی باشد: 

 

𝑛 ∈ ℤ       𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜃)     , 
  نامند.می فرمول دموآوررا رابطه این  

 

1−)عبارت  .مثال + 𝑖)2∘∘ .را محاسبه کنید 

𝑧فرض کنیم  حل: = −1 + 𝑖  فرم قطبی𝑧 به صورت زیر است. 

𝑧 = −1 + 𝑖 = ξ2(cos (
3𝜋
4
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋
4
)) 

 

(−1 + 𝑖)2∘∘ = 21∘∘ (cos (
3𝜋
4
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋
4
))

2∘∘

 

 

= 21∘∘(cos(15 ∘ 𝜋) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(15 ∘ 𝜋)) = 21∘∘ 
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 ام عدد مختلط 𝒏های ریشه

∘𝑧∘=𝑟∘(𝑐𝑜𝑠𝜃ام عدد مختلط  𝑛 یریشه + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃∘)        ،  عددی مختلط مانندw  است به

w𝑛طوریکه     = 𝑧∘  دقیقا ،اساسی جبراین معادله بنا به قضیهn فرمول ا استفاده ازب ریشه دارد و 

 .شوندمی  ها با فرمول زیر تعییندموآور ریشه

 

𝑤𝑘 = √𝑟∘
𝑛 (𝑐𝑜𝑠 (

𝜃∘ + 2𝑘𝜋
𝑛

) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
𝜃∘ + 2𝑘𝜋

𝑛
)) 

𝑘 =∘ ,1,2, …  , n − 1 
 

∘𝑧∘=𝑟∘(𝑐𝑜𝑠𝜃   ام عدد 𝑛 هاییشهر توجه. + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃∘)      ای به مرکز مبدا و شعاع       دایرهروی

ξ𝑟∘
𝑛    قرار دارند و دایره را به𝑛 (؟قسمت مساوی تقسیم می کنند )چرا 

 

∘𝑧چهارم عدد  هایریشه .مثال =  را بیابید. 1

𝑤4باید معادله  حل. =   . را حل کنیم 1

1 = 1(cos∘ + sin∘)  پس   :    𝜃∘ 𝑟 و   ∘= = 1    

𝑘برای   =∘ ,1,2 ,  داریم :  3

𝑤∘ = ξ14 (cos∘ +i sin∘) = 1  
 

𝑤1 = ξ14
(𝑐𝑜𝑠 (

∘ +2𝜋
4

) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
∘ +2𝜋

4
)) = 𝑖 

𝑤2 = ξ14
(𝑐𝑜𝑠 (

∘ +4𝜋
4

) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
∘ +4𝜋

4
)) = −1 

𝑤3 = ξ14
(𝑐𝑜𝑠 (

∘ +6𝜋
4

) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
∘ +6𝜋

4
)) = −𝑖 

 

𝑧4  یمعادلههای ریشه .مثال − 2𝑧2 + 4   را بیابید.   ∘=

𝑡 :دهیمقرار می حل. = 𝑧2، یاز حل معادله𝑡2 − 2𝑡 + 4     آید:بدست می   ∘=

𝑡1 = 1 + ξ3𝑖   و     𝑡2 = 1 − ξ3𝑖 

  

𝑧2ی اکنون معادله = 1 + ξ3𝑖 کنیمرا حل می.    
 

1 + ξ3𝑖 = 2 (cos
𝜋

3
+ isin

𝜋

3
∘𝜃      :پس      ( =

𝜋

3
     𝑟 =  و 2
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𝑘برای   =∘  داریم :  1,

𝑧∘ = ξ2 (cos
𝜋

6
+ isin

𝜋

6
) =

ξ6

2
+
ξ2

2
𝑖 

 

𝑧1 = ξ2 (cos
7𝜋

6
+ isin

7𝜋

6
) = −

ξ6

2
−
ξ2

2
𝑖 

 

𝑧4ی ی دیگر معادلهدو ریشه − 2𝑧2 + 4  هستند.   𝑧1و  ∘𝑧هایمزدوج ، ∘=
 

                    𝑧2 =
ξ6

2
−

ξ2

2
𝑖                و𝑧3 = −

ξ6

2
+

ξ2

2
𝑖 

 

𝑒𝑖𝜃  : توان نشان دادبا استفاده از بسط سری توابع می = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃     فرمول این رابطه را

 نامند.می اویلر

 

 را بیابید. 𝑒𝑖𝜋  مقدار  مثال.

𝑒𝑖𝜋 . حل = cos𝜋 + 𝑖 sin 𝜋 = 𝑒𝑖𝜋 . پس  1− = −1    

 

𝑒𝑖𝜋 + 1 =∘ 
                     دهد.عدد ثابت ریاضی را نشان میویژگی جالب این رابطه این است که ارتباط بین پنج 

 

  :آینداز فرمول اویلر روابط زیر بدست می
 

𝑒𝑖𝜃1𝑒𝑖𝜃2 = 𝑒𝑖(𝜃1+𝜃2) 

 

(𝑒𝑖𝜃1)
𝑛
= 𝑒𝑖𝑛𝜃1 

 

 تمرینات فصل اول-3

 عددی گنگ است.جمع عددی گویا وعددی گنگ،  نشان دهید  -1

 

 ثابت کنید اعداد زیر گنگ هستند. -2

ξ3ب(                                 ξ3     الف(            + ξ2  

 اعداد زیر را به کسر تبدیل کنید. -3

 3/19̅ج(                        2/231̅  ب(                  1/4̅ الف(         



فصل اول    12     
 

𝑧1اگر  -4 = 2 − 3𝑖 و  𝑧2 = 3 + 𝑖  .مقادیر زیر را بیابید 

3𝑧1الف(           − 2𝑧2              )ب 
𝑧1𝑧2

3𝑖+1
|   ج(                        

𝑧1−3

 𝑧2+4
|     

 

 محاسبه کنید . -5

𝑖1∘5|الف(           + 2𝑖2∘|                )ب𝑖−17                )ج   (
1+𝑖

1−𝑖
)

1∘
 

 

 معادلات زیر را در صفحه توصیف کنید.  -6

𝑧|الف(          − 3| = 𝑧| ب(       4 − 1| ≤ 3|( ج              2 + 4𝑖 + 𝑧| = 1   

 

 اعداد زیر را به صورت قطبی تبدیل کنید. -7

𝑧 الف(         = −2 + 3𝑖             )ب    𝑧 = ξ3 − 𝑖             )ج𝑧 =
3+9𝑖

1−2𝑖
 

 

 محاسبه کنید -8

ξ12−)   الف(         + 2𝑖)
5∘

)ب(                 
1

3−ξ3𝑖
)

8∘
 

 

sinبا استفاده از فرمول دموآور بسط  -9 3𝑥  وcos 3𝑥 .را بیابید 

 

∘𝑧  های چهارمریشه -10 =  را بیابید.  1−

∘𝑧 های دوم ریشه -11 = 1 + ξ3𝑖   .را بیابید 

𝑧4ی چهار ریشه -12 + 4𝑧2 + 16  را بیابید.   ∘=

 

𝑎اعداد زیر را به صورت -13 + bi    .بنویسید 

4𝑒−   الف(        
𝜋

3
𝑖
 𝑒𝜋+𝑖ج(                 𝑒−𝜋𝑖 ب(               

 

 با استفاده از فرمول اویلر روابط زیر را ثابت کنید. -14

sin   الف(           𝑥 =
𝑒𝑖𝑥−𝑒−𝑖𝑥

2i
cos       ب(              𝑥 =

𝑒𝑖𝑥+𝑒−𝑖𝑥

2
 

 

𝑧 ام واحد و 𝑛ی یک ریشه 𝑧اگر -15 ≠ 1         :ثابت کنید   1 + 𝑧 +⋯+ 𝑧𝑛−1 =∘ 

 

𝑧اگر -16 = 𝑟𝑒𝑖𝜃  نشان دهید:         
1

𝑧
=

1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 



 
 
 
 
 
 
 

 فصل دوم: توابع مقدماتی

 
های وابسته در نظر گرفت، وابستگی این ی کمیتمی توان حساب دیفرانسیل و انتگرال را مطالعه

 شود.متغیرها معمولا با مفهوم تابع بیان می

 

 آشنایی با توابع -۱

⊇ Aفرض کنیم   ℝ  یک تابع حقیقی مانند ،f: A →  ℝ    عضوهر  است که به ایرابطه 𝑥 ∈ A  

𝑓(𝑥) دهد و آن را با نسبت می  𝑦𝜖ℝدقیقا یک  = 𝑦دهند.نشان می 

    
مساحت مربع تابعی از طول  .است 𝑥2دانیم مساحت مربع طول ضلع یک مربع باشد، می xاگر  مثلاً 

𝑓(𝑥) ست.یک ضلع آن ا = 𝑥2   ی تابع تساوی را ضابطه،  این𝑓 نامند.می 

    

را  yی تغییرات و مجموعه f دامنه را  xی تغییر است تابعی حقیقی باشد، مجموعه y = f (x)اگر  

 دهند.نشان می  𝑅𝑓و     𝐷𝑓نامند و به ترتیب با می fبرد 

 

 ی آنها مساوی باشند.نامند، هرگاه دامنه و ضابطهرا مساوی می  دو تابع .تعریف

 

 بیابید.ی توابع زیر را دامنه .مثال

𝑓(𝑥)الف(               =
1

√3𝑥+1
𝑓(𝑥)ب(                           = √𝑥2 + 5𝑥 + 6 

 

3𝑥باید  (حل الف + 1  :  آید، از حل این نامعادله بدست می∘ <

𝐷𝑓 = ]−
1
3
, +∞[ 

 

𝑥2باید  حل ب( + 5𝑥 + 6 𝑥 :آید، از حل نامعادله بدست می ∘≤ ≥ 𝑥یا  2− ≤ −3 

    ( با تعیین علامت)
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 مدل خطی مدل غیر خطی

𝐷𝑓                : بنابراین = ]−∞,−3]∪ [−2, +∞[ 

 

 را بیابید.   )x −2x =) xf+1   عدامنه و برد تاب .مثال

𝐷𝑓واضح است  .حل = ℝ   ،1        دهیم:برای تعیین برد تابع قرار می+x −2x = y  

   با تبدیل به مربع کامل داریم:

𝑦 = (𝑥 −
1

2
 )

2
+

3

4
𝑦       :پس     −

3

4
 = (𝑥 −

1

2
 )

2
≥∘ 

 

                 y ≥  
3

4
𝑅𝑓       :بنابراین                 لذا       = [

3

4
, +∞[ 

 

 مدل خطی 

توان ای آن تقریبا روی یک خط باشد، میی بین دو کمیت طوری باشد که نمودار نقطههرگاه رابطه

  ارتباط آنها را خطی در نظر گرفت.

 

 

 

 

 

 

 

𝑦ی خط در صفحه به صورت معادلههای خطی با مدل = 𝑚𝑥 + 𝑏 که در آن شوند.نشان داده می ،

m ی میان اندازه دما بر حسب فارنهایت رابطه مثلاً .شیب خط است(F) س ویو سلس(C) ی رابطه

𝐹                                       خطی است. =
9

5
𝐶 + 32 

 

,A (𝑥1  وی خطی که از نقطه ی شیب و معادله 𝑦1)   B (𝑥2, 𝑦2) کند به صورت زیر است:عبور می 

 

                             𝑚 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
𝑦و              − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1)             

 

 شیب دو خط باشند. 𝑚2 و    𝑚1اگر  توجه:

𝑚2 =  .دو خط با هم موازی هستند الف(   ⟺  𝑚1  

𝑚2 .   .دو خط بر هم عمود هستند ب( = −1  ⟺  𝑚1 



  15 مقدماتی  ابعوت

 

y)ی نمودار معادله .مثال − 2𝑥) (𝑦 +
1

2
𝑥 − 1)  را رسم کنید. ∘=

y)از معادله  .حل − 2𝑥) (𝑦 +
1

2
𝑥 − 1)  :آیدبدست می ∘=

 

                              y = 2𝑥           یا       𝑦 = −
1

2
𝑥 + 1 

 

 .کنیماین دو خط را در یک دستگاه رسم می

 

 

 

 

 

 

 به ترتیب خطوط افقی و قائم هستند.  x = aو      y = bدر حالت خاص 

 

 

                                      

 

 

 

 

 توابع جبری

جبری روی آنها مانند جمع، تفریق، ضرب، تقسیم و ها همراه با اعمال ایجمله چنداین توابع شامل 

 ریشه گرفتن است.چند نمونه از توابع جبری در زیر آمده است.

  𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 2x+ 1 ،   𝑓(𝑥) =
𝑥+1

1−𝑥4      ،        ℎ(𝑥) = √1− 2x3 

 

𝑥  , 𝑥−فرض کنیم  تعریف: ∈ 𝐷𝑓 :در این صورت ، 

𝑓(−𝑥)هرگاه  الف( = 𝑓(𝑥) ،  تابعf نامند.را زوج می 

𝑓(−𝑥)هرگاه  ب( = −𝑓(𝑥) ،  تابعf نامند.می را فرد 

 

𝑓(𝑥)      : مثلاً = √𝑥2 − 𝑥43          تابعی زوج     و   𝑓(𝑥) =
𝑥3−𝑥

𝑥4+1
 .تابعی فرد است 

2 

1 

𝑎 

𝑥 = 𝑎 

𝑏 

𝑦 = 𝑏 
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 نامند.اگر تابعی چند ضابطه داشته باشد، آن را تابع چند ضابطه ای می

𝑓(𝑥)  نمودار تابع چند ضابطه ای        .مثال = {
𝑥2                      𝑥 ≤ 1
3                 1 < 𝑥 ≤ 2
𝑥 + 1                   𝑥 > 2

 را رسم کنید. 

 

𝑥برای  .حل ≤ 𝑦سهمی  1 = 𝑥2    ،      1برای < 𝑥 ≤ 𝑦تابع ثابت  2 = 𝑥و برای     3 > 2 

𝑦تابع خطی  = 𝑥 +  کنیم.را رسم می 1

 
 
 
 
 
 

 

 

 ای است:تابعی دو ضابطه قدر مطلقتابع 

 |𝑥|  = {
𝑥             𝑥 ≥∘
−𝑥           𝑥 <∘ 

  

 

 |𝒙|چند خاصیت 
|𝑥| = 𝑎 ⟺     x = ±𝑎                             𝑎 >∘ 
|𝑥| ≤ 𝑎 ⟺    −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎                     𝑎 >∘ 

|𝑥| > 𝑎 ⟺     x > 𝑎   یا  𝑥 < −𝑎           𝑎 >∘ 
|𝑥 ± 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|                                           
|𝑥𝑦| = |𝑥|.|𝑦|                                                     

 

 :به صورت زیر است آنها توابعی حقیقی باشند، ترکیب𝑓 و𝑔  هر گاه 

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) 
 

𝑔(𝑥)اگر  .مثال = |𝑥 + 𝑓(𝑥)     و |1 = 𝑥2 + 3x+ را  𝑔𝑜𝑓 (𝑥) و fo𝑔 (x)  توابع4

 بیابید.

𝑓𝑜𝑔 (𝑥) .حل = 𝑓(𝑔(𝑥)) = |𝑥 + 1|2 + 3|𝑥 + 1| + 4                    

𝑔𝑜𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = |(𝑥2 + 3𝑥 +4) + 1| 

3 

1 2 
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𝑠𝑔𝑛(𝑥)  تابع = {
1                 𝑥 >∘
∘                 𝑥 =∘
−1                𝑥 <∘

 نامند.می تابع علامترا     

 

 را بیابید.  𝑠𝑔𝑛(𝑥2) یضابطه  مثال.

𝑠𝑔𝑛(𝑥2)         حل. = {
1            𝑥2 >∘
∘           𝑥2 =∘
1          𝑥2 <∘

  پس از ساده شدن داریم:     

𝑠𝑔𝑛(𝑥2) = {
1            𝑥 ≠∘
∘             𝑥 =∘ 

 

 

𝑢(𝑥)تابع            = {
∘             𝑥 <∘
1           𝑥  نامند.می واحدای پلهرا تابع    ∘≤

 

𝑢(𝑥                  نمودار تابع  مثال. − 1) − 𝑢(𝑥 −  را رسم کنید.  (2

   .حل

    {
∘             𝑥 < 2
1           𝑥 ≥ 2     −      𝑢(𝑥 − 1) − 𝑢(𝑥 − 2) = {

∘             𝑥 < 1
1           𝑥 ≥ 1  

 

= {

∘                   𝑥 < 1
1            1 ≤ 𝑥 < 2
∘                   𝑥 ≥ 2                              

 =  {
∘             𝑥 < 𝑥   یا   1 ≥ 2
1                      1 ≤ 𝑥 < 2 

 

 

دهند و بنا به تعریف، بزرگترین نشان می [𝑥]با را  x جزء صحیحعددی حقیق تابع  xفرض می کنیم 

 :ریاضی است به زبان xعدد صحیح کوچکتر یا مساوی 

 
[𝑥] = 𝑛       ⟺       𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1    , 𝑛 ∈ ℤ 

 

 [𝑥]چند خاصیت 

𝑥 − 1 < [𝑥] ≤ 𝑥 
[𝑥 + 𝑛] = [𝑥] + 𝑛      , 𝑛 ∈ ℤ 
[𝑛] = 𝑛     ⟺       𝑛 ∈ ℤ 

 

𝑓(𝑥)دامنه تابع  .مثال =
1

2[2 𝑥]−4
 را بیابید. 

[𝑥 2]2از  .حل − 4 [𝑥 2]      :آیدبدست می ∘ = = 2         

2   :   لذا ≤ 2𝑥 < 1         یا   3 ≤ 𝑥 <
3

2
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               :بنابراین

𝐷𝑓 = ℝ − [1,
3
2
[ 

 

𝑦 تابع حقیقی .تعریف = 𝑓(𝑥)  مفروض است، هرگاه برای هر𝑦 ∈ 𝑅𝑓  دقیقا یک𝑥 ∈ 𝐷𝑓  باشد

𝑦به طوریکه  = 𝑓(𝑥) ،  آنگاه f نامند.را تابع یک به یک می 

 

𝑦فرض کنیم  .تعریف = 𝑓(𝑥) وارون تابع  .تابعی یک به یک باشدf ،  تابعی مانند𝑓−1  است که به

 :شودصورت زیر تعریف می

𝑓−1(𝑏) = 𝑎     ⟺      𝑓(𝑎) = 𝑏   
 

 برقرار است.  𝑓−1خواص زیر برای

}       الف(
𝐷𝑓−1 = 𝑅𝑓
𝑅𝑓−1 = 𝐷𝑓

}   ب(                            
𝑓𝑜𝑓−1 (𝑥) = 𝑥     ،  𝑥 ∈ 𝐷𝑓−1

𝑓−1 𝑜𝑓(𝑥) = 𝑥    ،  𝑥 ∈  𝐷𝑓   
 

 

 متقارن است. y=xنسبت به خط    𝑓−1و   𝑓نمودار  ج(

 

 وارون توابع زیر را بیابید. .مثال

𝑓(𝑥)الف(          =
2 𝑥+1

𝑥
𝑔(𝑥)( ب                         =

1

𝑥3 +1
    ,  − 1 < 𝑥 ≤ 1    

 

𝑦 حل الف( =
2 𝑥+1

𝑥
𝑥یا     =

1

𝑦−2
 داریم:  y با  xبا تعویض     

𝑦 = 𝑓−1 (𝑥) =
1

𝑥 − 2
 

𝑦اگر  حل ب( =
1

𝑥3 +1
𝑥3   ، آنگاه  + 1 =

1

𝑦
𝑥  یا   = √

1

𝑦
−        آید:می بدست yبا  xبا تعویض  13

𝑦 = 𝑔−1(𝑥) = √
1

𝑥
− 1

3
 

 

 یابیم. را می 𝑔، برد تابع  𝑔−1برای تعیین دامنه 

1−از  < 𝑥 ≤ >∘ :داریم   1 𝑥3 + 1 ≤       یا         2
1

2 
≤

1

𝑥3+1
= 𝑦   

 :بنابراین 

                                                  𝐷𝑔−1 = [
1

2
, +∞[ 
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𝑦تابع  .تعریف = 𝑓(𝑥)مفروض است اگر عددی مانند T   :وجود داشته باشد به طوریکه ∘≠

𝑓(𝑥 + T) = 𝑓(𝑥)     ,   𝑥 ∈ 𝐷𝑓      آنگاهf د و ننامرا تابع متناوب میT ی تناوب را دورهf  و

 نامند.می fی تناوب اصلی مثبت را دوره  Tکوچکترین 

 
n)باشد،  fی تناوب دوره T . اگرتوجه ∈ ℤ) 𝑛T  ی تناوب دورهنیزf .است 

 

 شود.نمودار توابع متناوب، در فاصله دوره های تناوب اصلی تکرار می .نکته

 

𝑓(𝑥)تابع   مثال. = {
−1          ∘≤ 𝑥 < 1
1           1 ≤ 𝑥 < 2 

𝑓(𝑥با شرط      + 2) = 𝑓(𝑥)       تابعی

 .را رسم کنید fمحاسبه و سپس نمودار تابع را  f(2/13)  و  f  ،  (3/12)  f(2) مقادیر .متناوب است

 حل.
𝑓 (2) = 𝑓(∘) = −1 

= −1(3/∘) = (3/12)  f  
= 1 (2/1)f = (2/13) f 

≥ ∘ را در دوره تناوب  f نمودار 𝑥 <  رسم و آن را تکرار می کنیم. 2

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 توابع متعالی -2

نامند، توابع شدند، توابعی را که جبری نباشند، توابع متعالی میدر قسمت قبل توابع جبری معرفی 

 هایی از توابع متعالی هستند.نمونه لیکمثلثاتی، معکوس مثلثاتی، نمایی، لگاریتمی و توابع هیپربو

 

 توابع مثلثاتی

طول کمان  یاندازه رادیان یک :باشد بنا بر تعریفی زاویه معمولا بر حسب رادیان میدر مثلثات اندازه

 .اشدشعاع دایره ب که برابر با است مرکزیمقابل به زاویه 

1 

-1 

4 -1 3 2 1 
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 زیر است. تبدیل رادیان به درجه با رابطه

π ≡ 18  رادیان ∘∘

 

 ای به شعاع واحد و به مرکز مبدا مفروض است.دایره زیردر شکل  

 

 

 

 

 

 

 

𝑐𝑜𝑠𝑥   روی محورx و  ها𝑠𝑖𝑛𝑥  روی محورy شوندها تعریف می. (𝑥  در جهت پاد ساعتگرد مثبت و

 داریم: (در جهت ساعتگرد منفی است

−1 ≤ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ≤ 1     ,   − 1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≤ 1 
 

 .چهار تابع دیگر مثلثاتی در زیر آمده است

𝑡𝑎𝑛𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
                 ،                        𝑐𝑜𝑡𝑥 =

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

     sec 𝑥 =
1

cos𝑥
              ،                          csc 𝑥 =

1

sin𝑥
 

 

 ی مثلثاتی:چند رابطه

 

 :رابطه بین مقادیر مثلثاتی

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 

1+ t𝑎n2 𝑥 =
1

cos2 𝑥
= sec2 𝑥 

1 + cot2 𝑥 =
1

sin2 𝑥
= csc2 𝑥 

cos 𝑥 −1 1 

sin 𝑥 

x 

1 
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   :مقادیرمثلثاتی زاویهای منفی

cos(−𝑥) = cos 𝑥 

sin(−𝑥) = − sin 𝑥 

tan(−𝑥) = − tan 𝑥 

cot(−𝑥) = − cot 𝑥 

 

 :دوره تناوب)اصلی(توابع مثلثاتی

sin(𝑥 + 2𝜋) = sin 𝑥        ,     𝑇 = 2𝜋 

cos(𝑥 + 2𝜋) = cos 𝑥          ,        𝑇 = 2𝜋 

tan(𝑥 + 𝜋) = tan 𝑥        ,       𝑇 = 𝜋 

cot(𝑥 + 𝜋) = cot 𝑥        ,        𝑇 = 𝜋 

 

 :مقادیر مثلثاتی جمع دو زاویه

sin(𝑥 + 𝑦) = sin 𝑥 cos 𝑦 + sin 𝑦 cos 𝑥 

cos(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑦 

tan(𝑥 + 𝑦) =
tan 𝑥 + tan𝑦

1− tan 𝑥 tan 𝑦
 

cot(𝑥 + 𝑦) =
cot 𝑥 cot 𝑦 − 1
cot 𝑥 + cot 𝑦

 

 

 :مقادیر مثلثاتی دو برابر زاویه

sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

cos 2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥 

 

 :تبدیل ضرب مقادیر مثلثاتی به جمع

sin 𝑥 sin 𝑦 =
1
2
(cos(𝑥 − 𝑦) − cos(𝑥 + 𝑦)) 

sin 𝑥 cos 𝑦 =
1
2
(sin(𝑥 − 𝑦) + sin(𝑥 + 𝑦)) 

cos 𝑥 cos 𝑦 =
1
2
(cos(𝑥 − 𝑦) + cos(𝑥 + 𝑦)) 

 :مربع مقادیر مثلثاتی

cos2 𝑥 =
1+ cos 2𝑥

2
 

sin2 𝑥 =
1− cos 2𝑥

2
 

sinتوابع  .توجه 𝑛𝑥        و cos 𝑛𝑥 اصلی دوره تناوب T =
2𝜋

𝑛
tan   توابع و     𝑛𝑥  وcot 𝑛𝑥   

T  اصلی     دوره تناوب =
𝜋

𝑛
 دارند.
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𝑓(𝑥). دامنه تابع  مثال = √cos 𝑥   رابیابید. 

cos. بایدحل 𝑥  .چهارم است یی اول یا در ناحیهلذا انتهای کمان در ناحیه،    ∘≤

𝐷𝑓 = {𝑥|2𝑘𝜋 −
𝜋
2 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑘𝜋 +

𝜋
2  , 𝑘 ∈ ℤ} 

 

 قائم الزاویه داریم:بنا به تعریف توابع مثلثاتی در مثلث 

       sin 𝑥 =
𝑎

𝑐
       ,       cos 𝑥 =

𝑏

𝑐
      

 

        tan 𝑥 =
𝑎

𝑏
          ,           cot 𝑥 =

𝑏

𝑎
 

 

 

 وارون توابع مثلثاتی

)بطورقراردادی(آنها  ،توان با محدود کردن دامنههیچ کدام از توابع مثلثاتی یک به یک نیستند، ولی می

 را یک به یک نمود.

𝑓(𝑥)تابع = sin 𝑥فاصله  روی [−
𝜋

2
 ,
𝜋

2
sin−1را با  آنیک به یک است. وارون   [   𝑥  نشان    

 و داریم:دهندمی

sin−1 𝛼 = 𝛽 ⟺ sin𝛽 = 𝛼 
 

 ر که دیدیم در توابع وارون جای دامنه و برد عوض می شودوهمانط

𝑦 = sin−1 𝑥          ,       − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1      ,       −
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
  

 د:نآیبدست میمقادیر زیر   sin−1 با استفاده از تعریف

sin−1∘=∘         ,         sin−1−1
2
= −

𝜋

6
    ,       sin−1√2

2
=
𝜋

4
                

 

 شوند.به طور مشابه وارون توابع مثلثاتی دیگر تعریف می

𝑦 = cos−1 𝑥       ,       − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1      ,       ∘≤ 𝑦 ≤ 𝜋  
 

𝑦 = tan−1 𝑥               , 𝑥 ∈ ℝ      ,       −
𝜋

2
< 𝑦 <

𝜋

2
  

𝑦 = cot−1 𝑥                  ,       𝑥 ∈ ℝ      ,       ∘< 𝑦 < 𝜋  
 

𝑦 = sec−1 𝑥       ,       |𝑥| ≥ 1    ,       ∘≤ 𝑦 ≤ 𝜋   , 𝑦 ≠
𝜋

2
  

𝑦 = csc−1 𝑥          ,       |𝑥| ≥ 1    ,       −
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
  ,   𝑦 ≠∘  
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 .محاسبه کنید مثال.

cosالف(                (cos−1 (
1

8
sin−1   (    ب           ،     (( (sin

7𝜋

8
) 

 

cos(cos−1(𝑥)) :داریم حل الف( = 𝑥             بنابرین:       cos (cos−1 (
1

8
)) =

1

8
 

 

sin               حل ب(
7𝜋

8
= sin (𝜋 −

𝜋

8
) = sin

𝜋

8
−ا  ام   

𝜋

2
<
𝜋

8
<
𝜋

2
 :ینابنابر  

 

sin−1 (sin
7𝜋
8
) = sin−1 (sin

𝜋

8
) =

𝜋

8
 

 

 چند رابطه:

sin−1 𝑥 + cos−1 𝑥 =
𝜋

2
 

tan−1 𝑥 + cot−1 𝑥 =
𝜋

2
 

sec−1 𝑥 = cos−1 (
1
𝑥
) 

csc−1 𝑥 = sin−1 (
1
𝑥
) 

sec−1 تساوی .مثال 𝑥 = cos−1 (
1

𝑥
 .را ثابت کنید   (

sec−1فرض کنیم            .اثبات 𝑥 = 𝛼            :پس sec 𝛼 = 𝑥      

           
1

cos𝛼
= 𝑥             یاcos 𝛼 =

1

𝑥
𝛼   :پس    = cos−1 1

𝑥
      

             :بنابراین

sec−1 𝑥 = cos−1 1
𝑥

 

 

 توابع نمایی ولگاریتمی

هر  .یکی ازمهمترین آنها مدل نمایی است هستند.غیر خطی  هایبسیاری از روابط بین دو کمیت مدل

𝑓(𝑥)تابع به صورت  = 𝑎𝑥 یبا پایه تابع نماییرا یک𝑎  نامند که در آنمی𝑎 𝑎و   ∘< ≠ 1 

 .کنیمهای مختلف بررسی می𝑥را به ازای 𝑎𝑥تابع . است

  𝑎∘ = 1                                                                  
      

𝑎𝑛 = 𝑎 × 𝑎 × …× 𝑎⏟        
𝑛بار

          ,          𝑛 ∈ ℕ 
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𝑎−𝑛 =
1
𝑎𝑛

 

 

𝑎
𝑚
𝑛
=(𝑎𝑚)

1
𝑛
= √𝑎𝑚

𝑛  
 

 چگونه است؟ 𝑎𝑥  ،عددی گنگ باشد 𝑥حال این سوال مطرح است که اگر

 .رسم شده است برای اعداد گویا  ای،نمودارنقطه گیریمرا در نظر می 2𝑥برای سادگی تابع 

 
 

 

 

 

 

 

 

 متصل گردد  نمودار کنیم کهیرا طوری تعریف م 2𝑥به طور شهودی  های گنگ 𝑥برای

2√2                    :ثلام               ≅ 21/41 = 2
141
1∘∘ ≅ 2/65 

 

 :خواص تابع نمایی
𝑎𝑥+𝑦 = 𝑎𝑥 . 𝑎𝑦 

 

 𝑎𝑥−𝑦 =
𝑎𝑥

𝑎𝑦
 

 

                                                  (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥𝑏𝑥   
    

 (𝑎𝑥)𝑦 = 𝑎𝑥𝑦 
 

( 
𝑎

𝑏
)
𝑥

=
𝑎𝑥

𝑏𝑥
 

 

 .مفروض است 𝐼یروی فاصله𝑓(𝑥)تابع حقیقی   تعریف.

𝑥1اگر نابرابری  الف( < 𝑥2  ایجاب کند ،𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2)، آنگاه𝑓  یروی فاصله𝐼  صعودی است. 

𝑥1اگر نابرابری  ب( < 𝑥2  ایجاب کند ،𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2)، آنگاه 𝑓 یروی فاصله𝐼 نزولی است. 

 نامند.یکنوا می 𝐼ی را روی فاصله𝑓 شد، نزولی یا صعودی با 𝐼یروی فاصله 𝑓اگر تابع ج(

1
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 با: برابر است باشد واست این عدد گنگ می 𝑒عدد ثابت یکی از پایه های مهم

𝑒 = 2/7182⋯ 
 

 .نمودار آن در زیر رسم شده است .مهمترین تابع نمایی است  𝑒𝑥تابع  

 

 

 

   

 

 

 

𝐷𝑒𝑥 = ℝ     و    𝑅𝑒𝑥 = ]∘  , +∞[ 

 .  دهندنیز نشان می  𝑒𝑥𝑝(𝑥)را با 𝑒𝑥بع تا .توجه

 

𝑓(𝑥)وارون تابع              = 𝑎𝑥  را با𝑓−1 = log𝑎 𝑥 لگاریتم و آن را  ،دهندنشان می𝒙  در پایه𝑎      

 :عبارت دیگر نامند.بهمی

𝑎𝑡 = 𝑧 ⇔ log𝑎 𝑧 = 𝑡 
 

𝐷𝑙𝑜𝑔 = ]∘  , +∞[     ,    𝑅𝑙𝑜𝑔 = ℝ 
 

𝐥𝐨𝐠 خواص تابع 𝒙 

log𝑎     الف( 𝑥𝑦 = log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦 

 

log𝑎     ب(
𝑥

𝑦
= log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑦 

 

log𝑎    ج( 𝑥
𝑟 = 𝑟 log𝑎 𝑥 

 

}        (د
log𝑎 1 =∘
log𝑎 𝑎 = 1 

 

𝑎log𝑎( ه 𝑥 = 𝑥    ,   𝑥 >∘   

log𝑎(𝑎   و(
𝑥) = 𝑥    ,     𝑥 ∈ ℝ 

1
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 .دهندنشان می 𝑙𝑛نامند و با علامت را لگاریتم طبیعی می  𝑒لگاریتم در پایه

 

 

 

log𝑒 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥  
 

𝐷𝑙𝑛 = ]∘  , +∞[ 
 

 

 

 معادلات و نامعادلات زیر را حل کنید. مثال.

𝑒2𝑥+1  (الف        = 𝑙𝑛(4𝑥  ب(                       3 + 2) <∘   

 :گیریممی  𝑙𝑛از طرفین  حل الف(

                              2𝑥 + 1 = ln 𝑥پس:          3 =
ln 3−1

2
 

 

𝑙𝑛(4𝑥   حل ب( + 2) <∘= ln 1          

4𝑥 + 2 < 𝑥           یا       1 < −
1

4
 

 

4𝑥           :از طرفی + 2 𝑥  :پس            ∘< > −
1

2
     

 : بنابراین

−
1
2
< 𝑥 < −

1
4
 

 

 :روبط زیر برقرارند

log𝑎  الف( 𝑥 =
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑎
𝑎𝑥    ب(                  = 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑎 

 

 توابع هذلولوی)هیپربولیک(

 .شوند تعریف می  𝑒𝑥 توابع هذلولوی بر حسب 𝑒𝑥به دلیل اهمیت تابع 

 
 

cosh 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
sinh    و        𝑥 =

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
 

𝑦 = ln 𝑥 

1 
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𝑅𝑐𝑜𝑠ℎ      برابراست با:  cosh برد تابع ،با توجه به شکل بالا = [1 , +∞[         

 

  :تابع هذلولوی دیگر به صورت زیر استچهار  با همانند سازی با توابع مثلثاتی،

 

𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥 =
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥
                      ،                        𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 =

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥
 

sec ℎ𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥
                      ،                        csch 𝑥 =

1

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥
 

 

 چند رابطه:
cosh2 𝑥 − sinh2 𝑥 = 1 
1− tanh2 𝑥 = sech2 𝑥 
coth2 𝑥 − 1 = csch2 𝑥 

 
sinh(𝑥 + 𝑦) = sinh 𝑥 cosh 𝑦 + sinh𝑦 cosh 𝑥 

 

cosh(𝑥 + 𝑦) = cosh 𝑥 cosh 𝑦 + sinh 𝑥 sinh𝑦 
 

sinhاگر  مثال. 𝑥 =  سایر مقادیر هذلولوی را بیابید. 4

cosh2     ی از رابطه حل. 𝑥 − sinh2 𝑥 = cosh2      آید:بدست می         1 𝑥 = 17     

 

cosh  :پس 𝑥 = coshاما           17√± 𝑥 ≥ cosh  لذا        1 𝑥 = +√17          

 

  : همچنین

                    𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥 =
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥
=

4

√17
𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥و      =

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥
=
√17

4
 

1 

y = cosh𝑥 

𝑦 = sinh𝑥 
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 توابع وارون هذلولوی

𝑓(𝑥)تابع  = sinh 𝑥  ی خود یک به یک است وارون این تابع را با روی دامنه sinh−1 𝑥  نشان

 ند.دهمی

sinh−1 𝛼 = 𝛽 ⇔ sinh𝛽 = 𝛼 
sinh−1دامنه وبرد تابع  𝑥 ،ℝ   .است  

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)با محدود کردن دامنه تابع  = cosh 𝑥 ی روی فاصله[∘ ,  .شودمییک به یک   𝑓تابع  ]∞+

cosh−1  وارون این تابع را با  𝑥 دهند. نشان می 

cosh−1 𝛼 = 𝛽 ⇔ cosh𝛽 = 𝛼 
 

=∘cosh−1              مثلاً 1 ⇔ cosh 1 =∘ 

 

 

 

 

 

 

 شوند.سایر توابع وارون هذلولوی به طور مشابه تعریف می

 

 .برقرارندروابط زیر 

sinh−1    الف(   𝑥 = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1) ,     𝑥 ∈ ℝ    

 

cosh−1ب(    𝑥 = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 − 1) ,     𝑥 ≥ 1    

 

tanh−1ج(   𝑥 =
1

2
𝑙𝑛 (

1+𝑥

1−𝑥
)   ,    − 1 < 𝑥 < 1 

 

𝑦 = sinh−1 𝑥 

1 

𝑦 = cosh−1 𝑥 
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 تابع ضمنی و انتقال نمودارها

, 𝑓(𝑥یمعادله 𝑦) گوییم  باشد  𝑥تابعی از 𝑦اگر  دهد،را نشان می 𝑦و  𝑥ی بین دو متغیر رابطه  ∘=

𝑦  تابعی ضمنی  از𝑥 یبا رابطه𝑓(𝑥  , 𝑦)   است.          ∘=

𝑥2ی معادله مثلاً + 𝑦2 =  :  آیدبدست می 𝑥به صورت دو تابع از   𝑦ضمنی است و  یمعادله 1

𝑦 = ±√1− 𝑥2 
 

𝑦   هرگاه  توجه. = 𝑔(𝑥)  نمود. تبدیل تابع ضمنیزیر به  یتوان آن را با رابطهمی .باشد 

𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝑦 − 𝑔(𝑥) =∘ 
 

 چند خاصیت انتقال نمودارها

 اعدادی ثابت باشند.  𝑏و  𝑎فرض کنیم 

𝑓(𝑥برای رسم نمودار     -1 − 𝑎  , 𝑦) , 𝑓(𝑥 ، نمودار  ∘= 𝑦) در راستای    |𝑎|را به اندازه  ∘=

𝑎  دهیم. ها  انتقال می 𝑥محور  𝑎به سمت راست و ∘<  .به سمت چپ ∘>

 

,  𝑓(𝑥برای رسم نمودار -2 𝑦 − 𝑏)   نمودار ،𝑓(𝑥 , 𝑦) ها   𝑦در راستای محور |𝑏|را به اندازه  ∘=

𝑏  دهیم. انتقال می 𝑏 سمت بالا و به ∘<  .به سمت پایین   ∘>

 

,𝑓(−𝑥برای رسم نمودار    -3 𝑦) ,𝑓(𝑥، قرینه نمودار  ∘= 𝑦) ها رسم  𝑦را نسبت به محور ∘=

 کنیم.یم

𝑓(𝑥,−𝑦)برای رسم نمودار   -4 , 𝑓(𝑥 ، قرینه نمودار  ∘= 𝑦) ها رسم  𝑥را نسبت به محور  ∘=

 کنیم.یم

𝑦برای رسم نمودار  -5 = |𝑓(𝑥)| ،  قسمتی از نمودار𝑦 = 𝑓(𝑥)  که بالای𝑥 قرار دارد را رسم  ها

𝑦 و سپس قسمتی دیگر از نمودار = 𝑓(𝑥)  را که زیر محور𝑥 ی آن را نسبت به ها قرار دارد قرینه

 شود.(حذف می ها 𝑥زیر محور نمودار  )کنیم.میها رسم 𝑥محور  

,𝑓(𝑦برای رسم نمودار    -6 𝑥) ,𝑓(𝑥، قرینه نمودار  ∘= 𝑦) 𝑦را نسبت به خط   ∘= = 𝑥  رسم

 کنیم.می
 

 مقاطع مخروطی  -4

آیند، بدین جهت مخروط کامل بدست میقاطع صفحه با تهذلولی از  بیضی و سهمی، اشکال دایره،

 :معادلات آنها درصفحه به صورت زیر است نامند واینها را مقاطع مخروطی می

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑦 + 𝐸𝑦 + 𝐹 =∘ 
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𝑦 = 𝑎𝑥2  , 𝑎 >∘ 𝑥 = 𝑎𝑦2  , 𝑎 >∘ 

𝑥)یمعادله    .دایره − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2  ای به مرکز دایره𝐶(𝑎 , 𝑏)  و شعاع   𝑟است. 

 

 

 

 

 

 

 

 معادلات زیر را در صفحه توصیف کنید. مثال.

𝑥2الف(   + 𝑦2 = 𝑥2ب(                      4 + 6𝑥 + 𝑦2 − 2𝑦 + 3 =∘  

, ∘)𝐶ای به مرکز  ی دایرهمعادله حل الف( 𝑟   و شعاع  (∘ =  است. 2

𝑥)        داریم: با تشکیل مربع کامل حل ب( + 3)2 + (𝑦 − 1)2 =  ای ی دایرهاین معادله و 7

, 𝐶(−3به مرکز  𝑟 شعاع  و  (1 =  است.  7√

 

𝑦ی  معادله     .سهمی = 𝑎𝑥2   یا𝑥 = 𝑎𝑦2   سهمی در صفحه است. یک یمعادله 

 

𝑦این معادلات به صورت  ،با استفاده از انتقال = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐    یا 𝑥 = 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐  

 شوند.تبدیل می

 

 

 

 

 

 

 

 

 معادلات زیر را در صفحه توصیف کنید. مثال.

𝑦الف(   = −𝑥2 + 4𝑥 − 𝑥ب(             3 = 𝑦2 + 2𝑦 + 1 

𝑦          :با تشکیل مربع کامل حل الف( = −(𝑥 − 2)2 + 1   

 شود.ی آن به سمت پایین باز میباشد که دهانهمی 𝐴(2 ,1)  سهمی به راس   یکلذا 

𝐶 𝑟 

𝑎 

𝑏 
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𝑏 

𝑎 −𝑎 

−𝑏 

𝑎 > 𝑏 

𝑥      :با تشکیل مربع کامل حل ب( = (𝑦 + 1)2 

, ∘)𝐴  لذا یک سهمی به راس    شود.ی آن به سمت راست باز میباشد که دهانهمی (1−

 

یمعادله    .بیضی
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = , ∘)𝐶یک بیضی در صفحه به مرکز     1    قطرهای و (∘

 2𝑎2 و𝑏 .است 
   

 

 

 

 
 

   

 

 

 

 معادلات زیر را در صفحه توصیف کنید.  مثال.

𝑥2      الف(   + 4𝑦2 = 𝑥)9ب(                4 − 1)2 + 𝑦2 + 2𝑦 − 8 =∘   

ی معادله    حل الف(
𝑥2

4
+
𝑦2

1
= , ∘)𝐶یک بیضی به مرکز  1 2𝑎و قطر بزرگ   (∘ =  و  4

2𝑏 قطر کوچک  =  است.  2

 

      :با تشکیل مربع کامل  حل ب(
(𝑥−1)2

1
+
(𝑦+1)2

9
= 1 

, 𝐶(1ی یک بیضی به مرکز معادله   2𝑏   و قطر بزرگ  (1− = 2𝑎   و قطر کوچک 6 =  .است 2

 

 ی معادله   .هذلولی
𝑥2

𝑎2 −
𝑦2

𝑏2 = , ∘)𝐶یک هذلولی در صفحه به مرکز   1      و با دو راس  (∘

(𝑎  , ,  𝑎−)و   (  ∘ های هذلولی از دو قسمت تشکیل شده است که آنها را شاخهباشد. می   (  ∘

𝑦   توان نشان داد  نامند. میهذلولی می =
𝑏

𝑎
𝑥   و𝑦 = −

𝑏

𝑎
𝑥  های هذلولی هستند.مجانب 

 
 

 

 

 

 

 

−𝑎 

𝑦 =
𝑏

𝑎
𝑥 

𝑦 = −
𝑏

𝑎
𝑥 

𝑎 

𝑏 

𝑎 −𝑎 

−𝑏 

𝑏 > 𝑎 
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همچنین  
𝑦2

𝑏2 −
𝑥2

𝑎2 =  شود.پایین باز میی آن به سمت بالا و یک هذلولی است که دهانه 1

 

 

 

 

 

 

 

 معادلات زیر را در صفحه توصیف کنید.  مثال.

الف(   
𝑦2

4
−
𝑥2

9
= ب(                             1

(𝑥−1)2

9
−
(𝑦−2)2

1
= 1 

 

𝑥برای  ی هذلولی است .معادله حل الف( 𝑦  :آیدبدست می ∘= =  یلذا دو نقطه ±2

(±2, .) هستند.مختصات راس هذلولی  (  ∘  (  دهانهی آن به سمت  بالا  و  پایین باز میشود

 

, 𝐶(1یک هذلولی انتقال یافته به مرکز  حل ب( 𝑦 برای  و  ( 2 =  :داریم 2

𝑥 = 𝑥یا         4 = −2 

,  4) ی لذا دو نقطه  ,  2−)و    ( 2  هستند. مختصات راس هذلولی ( 2

(. یدهانه آن به سمت  چپ و راست باز میشود   )  

 

 تمرینات فصل دوم-5

   نمودارهای زیر رارسم کنید.

      1 -       𝑦 = −3𝑥 + 4 

      2 -       𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 = 1 

 

      3-            𝑓(𝑥) = {
3− 𝑥        𝑥 >∘
3                  𝑥 =∘
𝑥3                𝑥 <∘

 

 

      4 -   𝑥 = −2𝑦 + 1 

 

𝑥|نامساوی مثلث  -5 ± 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| .را ثابت کنید 

𝑥|نشان دهید   ،با استفاده از نامساوی مثلث -6 − 𝑦| ≥ ||𝑥| − |𝑦||  

𝑏 

−𝑏 
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2𝑥 خطی قائم بر خط  -7 + 4𝑦 = ,  ∘)𝐴ی بیابیدکه از نقطه 1  عبور کند. (1

 

 دامنه توابع زیر رابیابید. -8

𝑓(𝑥)      الف(            = √
−2𝑥+1

−𝑥2+𝑥−3
𝑔(𝑥)ب(          = √4 − |2𝑥 − 6| 

 

𝑓(𝑥)     ج(               = √[𝑥] − 𝑥         )د𝑔(𝑥) =
1

𝑢(𝑥)−1
 

 

 نمودارهای زیر رارسم کنید.

      9-      𝑦 = 𝑥𝑠𝑔𝑛(𝑥) + 2 
     10-       𝑦 = 𝑠𝑔𝑛(|𝑥|) 

     11-     𝑦 = 𝑠𝑔𝑛(𝑢(𝑥)) 

 

,  ∘]یروی فاصله  𝑓اگر -  12 𝑓(4𝑥2 تابعدامنه  تعریف شده باشد، [1 +  رابیابید. (1

 

 زیر را بیابید.وارون توابع یک به یک 

       13 -       𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−2
 

       14-  𝑓(𝑥) =
1

𝑥2−4
      , 𝑥 <∘  

 

       15-      𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 2𝑥 + 3     (𝑥 ≥ 1) 

 

 ی تناوب توابع زیر را بیابید.دوره -16

𝑓(𝑥) الف(           = [𝑥] − 𝑥                         )ب𝑓(𝑥) = sin2 𝑥 

𝑓(𝑥)ج(             = cos 3𝑥                            )د𝑓(𝑥) = |cos 𝑥| 

 

 نیز تابعی  یک به یک است. 𝑓−1تابعی یک به یک باشد ،  𝑓نشان دهید اگر  -17

 

 تابع متناوب زیر رسم کنید. -18

  𝑓(𝑥) = 𝑥        ,   ∘≤ 𝑥 < 𝑓(𝑥و          1 + 1) = 𝑓(𝑥) 
 

𝑓(𝑥) اگر -19 = sin 𝑥   و
𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

3𝜋

2
sin−1را بر حسب  𝑓وارون توابع    𝑥 .بیابید 
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 عبارات زیر  را بدست آورید. -20

tan(sin−1الف(            𝑥)              ب    (    cos(sin−1 𝑥) 

 

sin−1تساوی  -21 𝑥 + cos−1 𝑥 =
𝜋

2
 راثابت کنید.  

 

 معادلات زیر را حل کنید. -22

𝑒2𝑥    الف(         + 𝑒𝑥 − 2 𝑙𝑛(2𝑥ب(            ∘= + 1) + 𝑙𝑛𝑥 =∘    

 

𝑓نشان دهید تابع  -23 = log3(𝑥 + √𝑥2 +  را بیابید. 𝑓سپس وارون  فرد است و  (1

 

tanhاگر  -24 𝑥 =
2

5
 سایر مقادیر هذلولوی را بدست آورید. 

 

 را ثابت کنید.روابط زیر

       25-  cosh(𝑥 + 𝑦) = cosh 𝑥 cosh 𝑦 + sinh 𝑥 sinh𝑦     

 

       26-     tanℎ(𝑙𝑛𝑥) =
𝑥2−1

𝑥2+1
 

 

cosh(lnمقدار  -27  را بیابید. (4

 

cosh−1ثابت کنید  -28 𝑥 = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 − 1) 

 

 مقاطع مخروطی های زیر را توصیف کنید. -29

𝑥2   الف(      + 𝑦2 + 𝑦 𝑦    ب(                            ∘= − 3 = (𝑥 + 2)2 

 

4𝑥2 ج(        + 25𝑦2 = 𝑦2  د(                              25 − 8𝑦 = 𝑥 − 1 ∘  

 

𝑥2  ه(      + 𝑦2 − 4𝑥 + 1 ∘ 𝑦 + 13 4𝑥2 و(         ∘= − 𝑦2 − 24𝑥 − 4𝑦 + 28 =∘   

 

   
 

 



 

 

 

 
 

 

 

 فصل سوم: حد و پیوستگی
باشد که در ی این شاخه از ریاضیات میانتگرال و مشخصهحد مفهوم کلیدی در حساب دیفرانسیل و 

های مسائلی مانند شیب خط مماس بر منحنی، تعیین لحظه ای سرعت متحرک، مساحت ناحیه، جمع

 شود.و ... ظاهر می نامتناهی

کردند از مفهوم حد استفاده میاگرچه یونانیان باستان برای تعیین مساحت اشکال و حجم اجسام     

حد اولین بار هنگام  تعریف. حد را صورت بندی نمایند تعریف( ولی هیچگاه نتوانستند افناء)به روش 

دان ریاضیمطرح شد و حدود دو قرن بعد توسط  نیوتنابداع حساب دیفرانسیل و انتگرال توسط 

 به طور دقیق بیان گردید. شتراسوایر –کارل آلمانیو ریاضی دان  لوی کوشی –آگستینفرانسوی 

 

  حد تابع -1

𝑓(𝑥)   تابع  است.حد رفتار تابع در اطراف یک نقطه  ،به طور ساده = 𝑥2  با𝑥 ≠ مفروض است.  2

 کند  میل می ۴به سمت  𝑓(𝑥)، مقدار 2به سمت  xبا محاسبه معلوم می شود که با نزدیک شدن 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 در fبه عبارت دیگر حد تابع  = limاست و آن را با  ۴برابر با  2
𝑥→1

𝑓(𝑥) =  دهند.نشان می  ۴

 

 .تعریف شده باشد aکه در اطراف نقطه ی است تابعی  𝑓(𝑥)کنیم فرض می .تعریف

(𝑎 بجز احتمالاً در ) نهرگاه با نزدیک شد x  به کافی قدربه a  مقدار ،f(x) به عدد به دلخواه  l 

 دهند.نشان میزیر  است و آن را با علامت lبرابر با  aدر نقطه ی  𝑓گوییم حد تابع نزدیک شود می

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 

𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

2 

4 

𝑥 𝑥 
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𝑥 > 𝑎 

 x

Type equation here.
a

Type equation here.

 :نکته  چند

𝑥 بودن یا نبودن  -1 = 𝑎  در دامنه تابعf  .مهم نیست 

پس باشند. f یجزو دامنه aنهایت نقطه در نزدیکی نقطه به این معنا است که بی a اطراف نقطه -2

𝑓هر تابعی مانند    = ℤ → ℝ   ای حد ندارد.در هیچ نقطه 

 حد تابع در صورت وجود یکتا است. -3

lim ۸.      برابر با خودش استحد تابع ثابت  -۴ = ۸
𝑥→3              

 

 

𝑥 در    𝑓   و 𝑔فرض کنیم حد  توابع  .قضیه = 𝑎   ، این صورت:وجود داشته باشند 

lim  الف(
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) ± 𝑔 (𝑥)) =   𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

f
 

(𝑥) ± 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔 (𝑥)      

lim    ب(
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥).𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

f
 

(𝑥).𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔 (𝑥)     

lim    ج(
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
      

ی خود حد دارند و حد روی دامنه ندتوابع جبری و توابع متعالی که در فصل قبل بررسی شد .قضیه

𝑥ی آنها در نقطه = 𝑎   برابر با مقدار𝑓(𝑎) .است 
 

 محاسبه کنید.ی داده شده حدود زیر را در نقطه .مثال

lim
𝑥→1

 
𝑥3+1

𝑥2+2
=   

2

3
                           lim

𝑥→
𝜋

3

 sin2 𝑥 = (
√3

2
)

2
=

3

۴
 

lim
𝑥→1

 √tan−1 = √tan−1(1) = √
𝜋

۴
 

 

  حد یک طرفه

          دهند.می زیرنشان با علامت و نامندرا حد راست می آنشود.می نزدیک 𝑎فقط از سمت راست به  xاگر

                                       lim𝑓(𝑥) = 𝑙 
      𝑥→𝑎+                 

 

 

 

  دهند.علامت زیر نشان مینامند و با شود.آن را حد چپ مینزدیک می 𝑎چپ به  فقط از سمت x اگر

                                          lim𝑓(𝑥) = 𝑙 
  𝑥→ 𝑎−             

       

 

𝑥 < 𝑎 

 a

Type equation here.
x

Type equation here.
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وجود داشته   𝑎در  چپ و راستحدود    اگر اگر و فقط   دارد lحد   𝑎ی در نقطه 𝑓(𝑥)تابع  .قضیه

 و مساوی باشند.

𝑓(𝑥)حد تابع    .مثال =
|𝑥|

𝑥
𝑎 را در     بررسی کنید.   ∘=

lim                                         حل.
𝑥→∘+

 
|𝑥|

𝑥
= lim

𝑥→∘
  

𝑥

𝑥
= 1   

lim
𝑥→∘−

 
|𝑥|

𝑥
= lim

𝑥→∘
  

−𝑥

𝑥
= −1       

𝑎در   fبنا به قضیه بالا تابع   حد ندارد.   ∘=

 

𝑓(𝑥)حد تابع     .لامث = {√𝑥 + 3       𝑥 ≥ 1
3 𝑥               𝑥 < 1

𝑎را در نقطه ی     =  بررسی کنید.  1

 

lim حل.
𝑥→1+

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→1+

  √𝑥 + 3 = limو     2
𝑥→1−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→1−

  3 𝑥 = 3     

𝑎 ینقطهپس تابع در =  حد ندارد.   1

 

𝑓(𝑥)       حد تابع مثال: =
[𝑥3]−[𝑥2]

𝑥3−𝑥2    را در𝑥 =  بررسی کنید.  3

۸√    :را طوری اختیار می کنیم که xنزدیک شود،  3از سمت چپ به  xاگر  حل. ≤ 𝑥 < 3 

۸ ≤ 𝑥2 < [𝑥2]    پس:                              9 = ۸ 

263√همین طور اگر     
< 𝑥 < 3     

2 < 𝑥3 < [𝑥3] :   پس                                27 = 26 

 

lim
𝑥→3−

[𝑥3] − [𝑥2]

𝑥3 − 𝑥2 = lim
𝑥→3−

26 − ۸
𝑥3 − 𝑥2 =

1۸
1۸

= 1 

 

  :بنابراینشود. می 1حد راست تابع نیز  طور مشابهبه 

lim
𝑥→3

[𝑥3] − [𝑥2]

𝑥3 − 𝑥2 = 1 

 

 نهایتحد و بی -2

   𝑥 →  شود. پسبزرگتر می Mاز هر عدد مثبت بزرگی مانند  xبه این معنا است که   ∞+

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 

  کند.میل می  𝑙 از هر عدد مثبت بزرگی، بزرگتر شود مقدار تابع به سمت xیعنی هر گاه 

 



 فصل سوم  3۸

 
𝑥همچنین  → lim. و    شودمی کوچکی، کوچکتر منفی هر عدد از xیعنی  ∞−

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 𝑙 

 معنای مشابهی دارد. 

 

 limعبارت 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) =  از هر عدد مثبت  𝑓(𝑥) میل کند  aسمتبه  xگاه یعنی هر ∞+

 بزرگی، بزرگتر می شود.

 

 .عبارت های زیر مفهوم حدی دارند

∞ × 𝑐 = ∞    (c ≠∘)       , (∞)𝑛 = ∞      n > ∘ 

                            ∞ + ∞ = ∞             ,            ∞ × ∞ = ∞                  

                   
𝑐

∘
= ∞ (𝑐 ≠∘)                  ,                          

𝑐

∞
= ∘                           

√∞
   𝑛

= ∞                       ,                        
∞

𝑐
= ∞ 

𝑒+∞ = +∞                     ,                    𝑒−∞ = ∘ 

𝐿𝑛( +∞) = +∞              ,           𝐿𝑛( ∘) = −∞ 

𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2
) = +∞             ,          𝑡𝑎𝑛 (

−𝜋

2
) = −∞ 

∞−𝑒   عبارت  مثلاً lim به این معنا است که  ∘ =
𝑥→−∞

𝑒𝑥 =∘ 

 .محاسبه کنید .مثال

lim
𝑥→۴+

𝑥2 + 1
۴ − 𝑥

=
17
∘−

= −∞ 

lim
𝑥→۴−

𝑥2 + 1
۴ − 𝑥

=
17
∘+

= +∞ 

 :های مبهمصورت
∘

∘
        ,          

∞

∞
         ,     ∘× ∞        ,        ∞ − ∞ 

 

1∞                ,       ∘∘            ,         ∞∘ 
 کنیم.حاسبات از حالت مبهم خارج میمبا  را های مبهمصورت .توجه

 

 .محاسبه چند حد .مثال

lim 
𝑥→∘+

1
𝑥2 −

1
𝑥۴ = lim

𝑥→∘+

𝑥۴ − 𝑥2

𝑥۴ lim
𝑥→∘+

𝑥2 − 1
𝑥2 =

−1
∘+

= −∞                  
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lim 
𝑥→1

𝑥2 − 1
𝑥2 + 𝑥 − 2

= lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
=

2
3
 

 

lim  
𝑥→+∞

  2𝑥5 − 𝑥2 = lim
𝑥→+∞

 𝑥5 (2 −
1

𝑥3) = lim 2𝑥5
𝑥→+∞    

= +∞ 

                

 

 

𝑥)نهایت، بی ها درایبرای محاسبه حد چند جمله → ی چند توان حد بزرگترین درجهمی  (∞±

 گرفت.ای را در نظر جمله

lim
𝑥→+∞

  
۴𝑥3 − 2 𝑥 − 1

5 𝑥3 − ۸ 𝑥
 = lim

𝑥→+∞
  

۴𝑥3

5 𝑥3 =
۴
5
 

 

lim
𝑥→+∞

   
√𝑥3 − 5 𝑥2

𝑥2 − ۴ 𝑥2 = lim
𝑥→+∞

 
√𝑥3

𝑥2 = lim
𝑥→+∞

 
1

√𝑥
=∘ 

 

limتابعی کراندار و    𝑔(𝑥) اگر قضیه. 𝑓(𝑥) = ∘
𝑥→𝑎                      

lim    آنگاه   𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) = ∘
𝑥→𝑎                                            

 

 

𝑓(𝑥)حد تابع    .مثال = 𝑥3𝑠𝑖𝑛(
1

𝑥
𝑥را در      (  بیابید   ∘ =

)𝑠𝑖𝑛تابع   حل.
1

𝑥
1−) .کراندار است   ( ≤ 𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥
) ≤   قبل:پس بنا به قضیه  (1

lim
𝑥→∘

 𝑥3𝑠𝑖𝑛 (
1
𝑥

) = ∘

                                   

 

 

𝑔(𝑥) :  داشته باشیم a اگر در اطراف نقطهقضیه فشردگی. ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥)    و

lim
𝑥→𝑎

 𝑓(𝑥) = 𝑙 lim    آنگاه           
𝑥→𝑎

 𝑔(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

ℎ(𝑥) = 𝑙 

 

𝑓(𝑥) حد تابع     .مثال = 𝑥 [
1

𝑥
∘𝑥را در   [  بیابید.  ∘ =

    :داریم  [𝑥]بنا به خواص  حل.
1

𝑥
− 1 ≤ [

1

𝑥
] <

1

𝑥
𝑥اگر         > ∘   

1 − 𝑥 ≤ 𝑥 [
1
𝑥

] < 1 

∘𝑥اما حد تابع اول و تابع سوم در    :با هم برابر است و بنا به قضیه فشردگی   ∘ =

lim
𝑥→∘+

 𝑥 [
1
𝑥

] = 1 

 

  lim  :به طور مشابه
𝑥→∘−

𝑥 [
1

𝑥
] =   lim     :نبنابرای                        1

𝑥→∘   
𝑥 [

1

𝑥
] = 1 



 فصل سوم  ۴0

 

𝑓(𝑥)نشان دهید تابع  .مثال = {
𝑥 + 3               𝑥 ∈ ℚ  
2 𝑥 + 2           𝑥 ∉  ℚ  

𝑥ی  فقط در نقطه  =  حد دارد.   1

𝑥ی . در اطراف نقطهحل =  :داریم  1

lim  𝑓(𝑥)
𝑥→1               
𝑥∈ℚ              

= lim  𝑥 + 3 = ۴        
𝑥→1                                       
𝑥∈ℚ                                       

 

lim  𝑓(𝑥)
𝑥→1               
𝑥∉ℚ              

= lim  2 𝑥 + 2 = ۴        
𝑥→1                                           
𝑥∉ℚ                                          

 

lim      :پس 𝑓(𝑥) = ۴ 
𝑥→1                          

  

𝑥از تساوی     + 3 = 2 𝑥 + 𝑥ینقطهفقط   2 =    یعنی حد تابع در نقاط .آیدبدست می   1

𝑎 ≠   وجود ندارد.   1

lim  𝑓(𝑥) ≠
𝑥→ 𝑎                  
𝑥∈ℚ                    

lim  𝑓(𝑥)
𝑥→𝑎               
𝑥∉ℚ              

 

 های تابعمجانب

lim𝑓فرض کنیم  = 𝑏  
𝑥→+∞             

lim𝑓یا      = 𝑏  
𝑥→−∞            

𝑦در این صورت خط       = 𝑏   مجانب افقیf  می

 باشد.

 

 

 
 

 

 
 

lim𝑓(𝑥)همچنین اگر  = ±∞  
𝑥→𝑎+                             

lim 𝑓(𝑥)یا      = ±∞  
𝑥→𝑎−                                 

𝑥آنگاه خط       = 𝑎   مجانب قائم

𝑓  باشدمی. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a 

lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑏 

b 
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𝑓(𝑥)های افقی و قائم تابع   مجانب.مثال =
√𝑥2−1

𝑥+3
 را بیابید.  

  lim                                      حل.
𝑥→+∞

√𝑥2−1

𝑥+3
  =      lim  

𝑥→+∞

|𝑥|

𝑥
= 1  

                          

 

lim  
𝑥→−∞

√𝑥2 − 1
𝑥 + 3

  =     lim  
𝑥→−∞

|𝑥|

𝑥
= −1  

                          

 

𝑦پس دو خط      =   limهمچنین  هستند. fهای افقی مجانب    ±1
𝑥→−3+

√𝑥2−1

𝑥+3
 =

√۸

∘+
= +∞   

                          

 

𝑥یعنی خط   =  است. fمجانب قائم   3−

 

 پیوستگی توابع -۳

limمفروض است، اگر  𝑓(𝑥)حقیقی  تابع تعریف. 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
𝑥→𝑎                                

ی  را در نقطه  fآنگاه تابع   

𝑥 = 𝑎   نامند. پیوسته می 

 

 تعریف را گاهی به صورت سه شرط بیان می کنند.این 

𝑎 الف( ∈ 𝐷𝑓              )بlim 𝑓(𝑥) 
𝑥→𝑎                

lim    ج(          وجود داشته باشد.   𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
𝑥→𝑎                                

 

 

نیز تغییر  𝑓(𝑥) تغییر اندکی داشته باشد، xپیوستگی از لحاظ مفهومی به این معنا است که هرگاه 

 اندکی دارد، به عبارت دیگر توابع پیوسته تغییرات ناگهانی و جهشی ندارند.

 

 پیوستگی توابع زیر را در نقطه ی داده شده بررسی کنید. .مثال

∘𝑥الف( = 1       ،    𝑓(𝑥) = { 𝑥2 + 1               𝑥 ≠ 1
۴                        𝑥  = 1 

    

 

∘𝑥  ب( = 2            ،        𝑔(𝑥) = {
𝑥 + 1             𝑥 ≥ 2

−𝑥 + 2           𝑥  < 2 
 

 

∘𝑥    ج( = ∘        ،            ℎ(𝑥) = {𝐿𝑛|𝑥|            𝑥 ≠∘    
∘                  𝑥  =∘ 

  

 

lim      :داریم حل الف( 𝑓(𝑥) 
𝑥→1                

= lim 𝑥2 + 1 = 2 
𝑥→1                            

𝑓(1) ، اما     =   در fبنابراین     ۴

 𝑥 = limحد دارد ولی 1 𝑓(𝑥) = 2 ≠ 𝑓(1) 
𝑥→1                                                
𝑥در   fگوییم در این حالت می  = 1    

 دارد. ناپیوستگی رفع شدنی



 فصل سوم  ۴2

 
 

 

 

 

 

 

𝑥ملاحظه می شود که تابع در   حل ب( = . ). حد ندارد  2 در    (حد راست و  چپ برابر نیستند

𝑥گوییم تابع در    این حالت می =  .دارد(اساسی) ناپیوستگی جهشی    2

 

 

 

 

 

 

 

 limحل ج(
𝑥→∘

ℎ(𝑥) = lim 𝐿𝑛|𝑥| = −∞ 
𝑥→∘                                     

                    

𝑥در  h(x)پس      .حد ندارد  ∘ =

( . 𝑥در  h(x)گوییم در این حالت می (حد نامتناهی دارد  دارد. ناپیوستگی نامتناهی   ∘ =

 

 

 

 

 

 

 

 

 و روی دامنه اش پیوسته است fگوییم اش پیوسته باشد میگاه تابعی در هر نقطه از دامنههر تعریف.

,𝑎]ی بسته  روی فاصله fپیوستگی  𝑏]    به این معنا است کهf  روی فاصله]𝑎, 𝑏[   پیوسته باشد و 

lim  
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)   lim    و   
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏)    
 

 

 

2 

1 

4 

2 

3 

1 -1 
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 .ی در اعداد حقیقی پیوسته باشد، نمودار آن متصل خواهد بودروی فاصله fاز لحاظ هندسی هرگاه 

 

 
 

 

 

 

 

 توابع جبری و توابع متعالی که در فصل دوم بررسی شدند روی دامنه خود پیوسته هستند. .توجه

 

 limهرگاه        .قضیه
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑏     تابع  وf(x)    درx=b     پیوسته باشد، آنگاه 

           

lim 
𝑥→𝑎

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = lim 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓 (lim 
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑏) 

 کند.حد از توابع پیوسته عبور میبه عبارت دیگر 

 

 جمع، ضرب، تقسیم و ترکیب توابع پیوسته، پیوسته است. .توجه

 

 توابع زیر در کجاها پیوسته اند. .مثال

𝑓(𝑥)   الف( = √𝑠𝑖𝑛𝑥
3

𝑔(𝑥)   (     ب      =
𝑥+۴

√1−𝑥2        ج    )ℎ(𝑥) = 𝑠𝑒𝑐𝑥 

𝑥√و     sinxتوابع  حل الف(
𝑠𝑖𝑛𝑥√پس ترکیب آنها یعنی   . یوسته هستندپ    ℝروی  3

 نیز روی  3

ℝ    .پیوسته است 

 

𝐷𝑔 :داریم حل ب( =  پیوسته است. ]1,1−[پس این تابع جبری روی فاصله ی       ]1,1−[

 

𝐷ℎ  (      حل ج = ℝ − {
𝜋

2
+ 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ}  تابع متعالی𝑠𝑒𝑐𝑥 =

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
روی دامنه خود    

 .پیوسته است

 

,𝑎] روی فاصله ی بسته f(x)فرض کنیم تابع  قضیه مقدار میانی. 𝑏]  پیوسته و𝑘   عددی بینf(x) 

𝑓(𝑎))  .باشد  f(b)و  ≠ 𝑓(𝑏))    در این صورت عددی مانندc  بین فاصله]𝑎, 𝑏[ هست که: 

 𝑓(𝑐) = 𝑘 

b a 



 فصل سوم  ۴۴

 
 نمود.توان مشاهده درستی قضیه را می شهودیبه طور   

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

𝑐، مختلف العلامه باشند آنگاه یک  f(b)و  f(a)هر گاه در قضیه میانی .نتیجه ∈ ]𝑎, 𝑏[  هست که:  

𝑓(𝑐) = ∘ 
 

𝑥۴ی  ثابت کنید معادله .مثال + 𝑥 − 1  حداقل یک ریشه دارد.  ∘=

 

𝑓(𝑥)تابع پیوسته  حل. = 𝑥۴ + 𝑥 − (∘)𝑓 گیریم.را در نظر می 1 = −1  و    ∘  >

 𝑓(1) = 1 𝑐یک   قضیه مقدار میانی پس بنا به       ∘  < ∈ ]∘  :هست که    ]1,

𝑓(𝑐) = ∘ 
    

𝑒𝑥معادله ی    مثلاً بسیاری از معادلات به صورت جبری قابل حل نیستند.   = −𝑥   توان را نمی

 دارد.دهیم که این معادله جواب حل کرد با این حال در مثال زیر نشان می

 

𝑒𝑥ی    نشان دهید معادله .مثال = −𝑥   .جواب دارد 

 

𝑓(𝑥)تابع پیوسته   حل. = 𝑒𝑥 + 𝑥 مگیریرا در نظر می. 𝑓(∘) = 1 𝑓(−1)و   ∘ < پس   ∘>

𝑐  بنا به قضیه مقدار میانی یک ∈  :هست که  ]∘,1−[

𝑓(𝑐) 𝑒𝑐   یا       ∘ = + 𝑐 𝑒𝑐     و یا    ∘ = = −𝑐 

 

  .را با دقتی مطلوب به دست آورد cتوان مقدار تقریبی محاسبات عددی میهای در واقع با روش

 

 

c b a 

𝑓(𝑏) 

𝑓(𝑎) 

k 



 45  حد و پیوستگی  

 

 فصل سوم تمرینات -۴

 حد بگیرید. -1

 limالف(           
𝑥→−2

  
𝑥2+5 𝑥+6

𝑥+2
 

      

 lim ب(               
𝑥→∘

√1 − 𝑥33
   

      

            

 limج(            
𝑥→۴

sin (𝑥−۴)

۴−𝑥
 lim د(                      

𝑥→∘
𝑒𝑥−2

 

 

2-    lim 𝑠𝑔𝑛
𝑥→∘+           

([𝑥])  .را بیابید 

 

3-   lim 
𝑥→∘

√𝑥3 + 𝑥 . sin (
1

𝑥
 را بیابید.    (

 

 حد بگیرید: -۴

 limالف(       
𝑥→−∞

−2 𝑥+𝑥۴+1

5 𝑥۴−3 𝑥+2
  lim     ب(                     

𝑥→2−

−2 𝑥+3

۴−2 𝑥
 

 

 limج(           
𝑥→۴

𝑥−2

𝑙𝑛𝑥
  lim   د(                             

𝑥→+∞

√𝑥3−۴ 𝑥+1
3

−۴ 𝑥+5
  

 

5-    lim (√𝑥2 + 1 − 𝑥)
𝑥→+∞                               

 را بیابید.      

 

6-   lim (√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 − 𝑥 + 1)
  𝑥→+∞                                                                        

 را بیابید.      

 

 های قائم و افقی توابع زیر را بیابید.مجانب -7

𝑓(𝑥)الف(         =
𝑥2−۴

1−𝑥2               )ب 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2
 

 

 ی داده شده بررسی کنید.حد توابع زیر را در نقطه -۸

 

𝑓(𝑥)  الف(        = {
−3 𝑥 + 1    𝑥 ≥ 1
√𝑥 + 1      𝑥 < 1

𝑥   در     = 1   

 

𝑔(𝑥)(  ب         = 𝑢(𝑥) + 𝑠𝑔𝑛(𝑥)    در    𝑥 =∘ 

 

 



 فصل سوم  ۴6

 
 ی داده شده بررسی کنید.پیوستگی توابع زیر را در نقطهنا نوع -9

∘𝑥الف          =
1

2
𝑓(𝑥)    در       = [2 𝑥 + 1]      

∘𝑥 ب(         = ∘ 𝑓(𝑥)     در    = {
3−√𝑥+9

𝑥
         𝑥 ≠∘

1                    𝑥 =∘   
 

 

∘𝑥 ج(         = ∘ 𝑓(𝑥)     در     = {
𝑥+1

𝑥2            𝑥 ≠∘

۴                  𝑥 =∘   
 

 

 توابع زیر در کجاها پیوسته هستند. -10

𝑓(𝑥) الف(      =
𝑥

√𝑥2−۴
۴ 𝑓(𝑥)    ( ب         = 𝑙𝑛 (𝑠𝑖𝑛𝑥)     )ج 𝑓(𝑥) = 𝑒

−1

√𝑥 

 

𝑥و فقط در نقاط    ℝی آنتابعی مثال بزنید که دامنه -11 = 𝑥 و     2 = اپیوسته و در سایر ن   3

 نقاط پیوسته باشد.

 

𝑥یو فقط در دو نقطه  ℝتابعی مثال بزنید که دامنه آن  -12 = 𝑥و      2 = پیوسته و در     3

 سایر نقاط ناپیوسته باشد.

 

𝑠𝑖𝑛𝑥نشان دهید معادله ی     -13 = 𝑥2 −  حداقل یک جواب دارد.   1

 

ی ی فرد حداقل یک ریشهبا استفاده از قضیه مقدار میانی ثابت کنید هر چند جمله ای درجه -1۴

 حقیقی دارد.

,𝑎]  یروی فاصله  fفرض کنید  -15 𝑏] یک باشد، نشان دهید  هب پیوسته و یکf  روی این فاصله

 یکنوا است. 

 

  



 

 

 

 

 

 

 : مشتقفصل چهارم
       های درسی »حساب دیفرانسیل و انتگرال« مشتق به طور دقیق با حد تعریفدر کتاب معمولاً

 دکارتوسط تاز پیدایش هندسه تحلیلی  بعد. مشتق مطرح شد ابتداشود،اما در تاریخ ریاضیات می

سرعت  مفهوم مشتق از تلاش ریاضی دانان برای حل مسائلی مانند یافتن خط مماس بر منحنی و یا

                اولین صورت بندی ولی .ی یک متحرک شکل گرفت و در آثار ریاضی دانان ظاهر شدلحظه

       پدیدار شد.تس یلایپ نو  نیوتن مند آن در کارهایرضایت

                                                                                                         نسبت تغییرات -1

مفهوم مشتق بررسی تغییر یک کمیت نسبت به تغییر کمیت دیگر است، هنگامی که تغییرات بسیار 

 اندک باشد.

    سرعت لحظه ای 

گیریم و فرض کنیم متحرکی از یک نقطه روی این خط شروع نظر میخط راست جهت داری را در   

𝑠به حرکت کند و  = 𝑓(𝑡) ی حرکت این متحرک نسبت به زمان معادله𝑡 .باشد 

 

 

 

,  ∘𝑡]یسرعت متوسط در بازه 𝑡]     تقسیم بر زمان سپری شده یعنی ،شدهمسافت طی  با برابر است    

 𝑣 =  
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡∘)

𝑡−𝑡∘
𝑡ی برای اینکه بدانیم سرعت در لحظه  = 𝑡∘ ی چقدر است باید فاصله[𝑡∘  , 𝑡]    

ای متحرک در میل کند. بنابراین سرعت لحظه ∘𝑡 به سمت tبه بیان ریاضی باید  .را کوچک کنیم

𝑡ی   لحظه = 𝑡∘  به صورت زیر تعریف می شود: 

                                     𝑣(𝑡∘) = lim
𝑡→𝑡∘

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡∘)

𝑡−𝑡∘
   

  .ای مشتق مسافت نسبت به زمان استسرعت لحظهبنابراین 

𝑡∘ 𝑡 

𝑠 = 𝑓(𝑡) 
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𝑦 ی با ضابطه xبا کمیت  yاگر کمیت  به طور کلیتر  = 𝑓(𝑥) آهنگ تغییر  ،معین شده باشد

𝑥ی در نقطه xنسبت به  y )لحظه ای( = 𝑎 به صورت 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

𝑥ی در نقطه xبه نسبت 𝑓(𝑥)عبارت مشتق.این شودتعریف می = 𝑎 .نام دارد 

 

 مماس بر منحنی

 :در دو شکل زیر شهودیبه طور 

 

 

 

 

 

 بر منحنی مماس نیست.  𝐿2بر منحنی مماس است ولی خط   𝐿1خط  

کند و بر خطی که عبور می A، خطی است که از نقطه  Aدر یک نقطه مانند خط مماس بر دایره     

 .کند عمود باشدعبور می Aاز مرکز دایره و نقطه 

 

 

 

 

      هذلولی و سهمی( با توجه به شکل هندسی آنها  –همچنین برای دیگر مقاطع مخروطی )بیضی 

های دلخواه خط مماس چگونه باید تعریف شود؟ توان خط مماس را تعریف کرد. ولی برای منحنیمی

 تلاش برای پاسخ به این سوال در قرن هفدهم میلادی منجر به تعریف مشتق شد.

    

,∘𝑃∘ (𝑥ی نقطه  𝑦∘)  را روی منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥) ی متحرک گیریم و فرض کنیم نقطهدر نظر می

𝑃(𝑥, 𝑓(𝑥)) .روی منحنی باشد 

 

 
 

 

 

 

 

𝑥 

𝑃 

𝑦∘ 

𝑓(𝑥) 

𝑃∘ 

𝑥∘ 

𝐿2 

a 

𝐿1 

a 

𝐶 

𝐴 



 49  مشتق 

 

𝑚 𝑃∘ 𝑃̅̅        برابر است با:    𝑃  و  ∘𝑃 شیب خط گذرنده از دو نقطه ی  ̅̅ ̅̅ =
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥∘)

𝑥−𝑥∘
 

𝑃∘ 𝑃̅̅ خط قاطع  𝑃  به نقطهی  ∘𝑃 ی  نزدیک شدن نقطهاکنون با  ̅̅ شود که آن را به خطی نزدیک می  ̅̅

,∘𝑃∘ (𝑥 ی در نقطه fخط مماس بر منحنی  𝑥) نامند، شیب این خط برابر است بامی:  

𝑚 = lim 
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∘)

𝑥 − 𝑥∘
 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥در   xنسبت به   𝑓(𝑥) مشتق ،به عبارت دیگر شیب خط مماس = 𝑥∘ .است  

 همانطور که دیدیم هم سرعت لحظه ای و هم مماس بر منحنی با مشتق قابل بیان هستند.

 

𝑦فرض کنیم تابع  .تعریف مشتق = 𝑓(𝑥) یدر اطراف نقطه 𝑥 = 𝑥∘  تعریف شده باشد در این

 :به صورت زیر است ∘𝑥ی در نقطه fصورت مشتق 

𝑓́(𝑥∘) = lim 
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∘)

𝑥 − 𝑥∘
 

𝑥را در    𝑓(𝑥)در صورتی که این حد عدد شود،  = 𝑥∘  نامند.مشتق پذیر می 

 

𝑥∆اگر   = 𝑥 − 𝑥∘    مشتق f  به صورت زیر تبدیل می شود: 

𝑓́(𝑥∘) = lim  
∆𝑥→∘

𝑓(𝑥∘ + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥∘)

∆𝑥
 

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع  . مثال =
1

𝑥
𝑥ی را در نقطه    =  بیابید.   3

  حل.

  

  𝑓́(3) = lim  
𝑥→3  

𝑓(𝑥)−𝑓(3)

𝑥−3
= lim  

𝑥→3  

1
𝑥

−
1
3

𝑥−3
= lim  

𝑥→3  

3−𝑥

3 𝑥

𝑥−3
=

−1

6
    :نبنابرای     

𝑓́(3) =
−1
6

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع  .مثال = 𝑥2     را در𝑥 =  بیابید و سپس آن را تفسیر کنید.  1

𝑃∘ 

𝑥∘ 
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𝑓́(1)           حل. = lim  
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim  

𝑥→1 

𝑥2−1

𝑥−1
= 𝑓́(1)  : پس     2 = 2 

 

𝑦∆  :کنیمفرض  = 𝑓(𝑥) − 𝑓(1)    و       ∆𝑥 = 𝑥 −  بنابراین:         1

𝑓́(1) = lim  
𝑥→1  

∆𝑦

∆𝑥
= 2 

𝑦∆ .باشد 1نزدیک  xاگر  ≅ 2∆𝑥    یا   
∆𝑦

∆𝑥
≅  yتغییرات  ،1 های نزدیک xیعنی به ازای   2

 است. xبرابر تغییرات  2تقریبا 

 

 مشتق توابع -2

𝑥در   𝑓(𝑥)اگر تابع  قضیه. = 𝑎   مشتق پذیر باشد، آنگاهf  در𝑥 = 𝑎 .پیوسته است 

lim             : باید نشان دهیم اثبات. 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 
𝑥→𝑎                                   

 

lim 
𝑥→𝑎  

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
.(𝑥 − 𝑎)

     

 

= lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
lim 
𝑥→𝑎  

(𝑥 − 𝑎) = 𝑓́(𝑎) ×∘ = ∘ 

 بنابراین:  

lim 
𝑥→𝑎  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 قواعد مشتق گیری

 عددی ثابت باشد. kتوابعی مشتق پذیر و  gو  fفرض کنیم 

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) ́  = 𝑓́(𝑥) ± 𝑔́(𝑥) 

 

(𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)) ́ = 𝑓́(𝑥).𝑔(𝑥) + 𝑔́(𝑥).𝑓(𝑥) 

 

( 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) ´ =

𝑓́(𝑥).𝑔(𝑥) − 𝑔́(𝑥).𝑓(𝑥)

𝑔2(𝑥)
   ,   𝑔(𝑥) ≠∘ 

 

                                         (𝑘𝑓(𝑥)) ́ = 𝑘𝑓́(𝑥) 

=∘ ́(𝑘) 
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    های مشتق فرمول

 :جبری مشتق توابع

(𝑥𝑛) ́ = 𝑛𝑥𝑛−1   ,     𝑛 ∈ ℝ                       ب(    (. 𝑥  باشد >∘   ( برای  بعضی 𝑛 ها  باید 

 

(√𝑥) ́ =
1

2√𝑥
   

 

(√𝑥
3

) ́ =
1

3√𝑥2
3

   

 

(
1
𝑥

) ́ =
−1

𝑥2
   

 

 :توابع مثلثاتیمشتق 
(𝑠𝑖𝑛𝑥) ́ = 𝑐𝑜𝑠𝑥   

(𝑐𝑜𝑠𝑥) ́ = −𝑠𝑖𝑛𝑥   
 

(𝑡𝑎𝑛𝑥) ́ = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
   

(𝑐𝑜𝑡𝑥) ́ = −𝑐𝑠𝑐2𝑥 =
−1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

 
(𝑠𝑒𝑐𝑥) ́ = 𝑠𝑒𝑐𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑥 
(𝑐𝑠𝑐𝑥) ́ = −𝑐𝑠𝑐𝑥.𝑐𝑜𝑡𝑥 

 :مشتق توابع وارون مثلثاتی

(𝑠𝑖𝑛−1𝑥) ́ =
1

√1 − 𝑥2
 

(𝑐𝑜𝑠−1𝑥) ́ =
−1

√1 − 𝑥2
 

 

(𝑡𝑎𝑛−1𝑥) ́ =
1

1 + 𝑥2
 

(𝑐𝑜𝑡−1𝑥) ́ =
−1

1 + 𝑥2
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 :ایی و لگاریتمیممشتق توابع ن
(𝑒𝑥) ́ = 𝑒𝑥 

(𝑎𝑥) ́ = 𝑎𝑥.𝑙n𝑎 
 

(𝑙𝑛𝑥) ́ =
1
𝑥

 

(log𝑎 𝑥) ́ =
1

𝑥.𝑙𝑛𝑎
 

 

 :مشتق توابع هیپربولیک
(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥) ́ = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥) ́ = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 

 
(𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥) ́ = 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 

(𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥) ́ = −𝑐𝑠𝑐ℎ2𝑥 
 

 :مشتق توابع وارون هیپربولیک

(𝑠𝑖𝑛ℎ−1𝑥) ́ =
1

√1 + 𝑥2
 

(𝑐𝑜𝑠ℎ−1𝑥) ́ =
1

√𝑥2 − 1
 

 

(𝑡𝑎𝑛ℎ−1𝑥) ́ =
1

1 − 𝑥2         ,       |𝑥| < 1 

(𝑐𝑜𝑡ℎ−1𝑥) ́ =
1

1 − 𝑥2      ,      |𝑥| > 1 

 
  :ایمشتق توابع چند ضابطه

(|𝑥|) ́ =
|𝑥|

𝑥
              , 𝑥 ≠ ∘ 

 
([𝑥]) ́ = ∘           ,   𝑥 ∈ ℝ − ℤ  

 
(𝑠𝑔𝑛(𝑥)) ́ = ∘           ,       𝑥 ≠ ∘ 

 
(𝑢(𝑥)) ́ = ∘           , 𝑥 ≠ ∘ 
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 اند.های مشتق، مشتق توابع زیر محاسبه شدهفرمولبا استفاده از قواعد و  مثال:

(𝑥3𝑙𝑛𝑥) ́ = 3𝑥2.𝑙𝑛𝑥 +
1
𝑥

.𝑥3    

 
(𝑡𝑎𝑛.𝑒𝑥)´ = sec2𝑥.𝑒𝑥 + 𝑒𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥 

 

(
𝑠𝑖𝑛−1𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
) ´ =

1
√1 − 𝑥2

.𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥.𝑠𝑖𝑛−1 𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

 

𝑦دیدیم که شیب خط مماس بر منحنی  = 𝑓(𝑥)ینقطه در𝑥 = 𝑥∘ با برابر است: 

 

𝑚 = 𝑓 ́(𝑥∘) 
 

𝑦 ی خط مماس بر منحنیبنابراین معادله = 𝑓(𝑥)ی در نقطه𝑥 = 𝑥∘  به صورت زیر  ،روی منحنی

 است:

𝑦 = 𝑓(𝑥∘) + 𝑓 ́(𝑥∘)(𝑥 − 𝑥∘) 
 

𝑓(𝑥)ی خط مماس بر منحنی    معادله .مثال =
1

√𝑥
𝑥ی را در نقطه   =  بیابید. 1

𝑓  ́(𝑥)   حل. = (
1

√𝑥
)  ́ =

−1

2√𝑥3        پس:    𝑚 = 𝑓  ́(1) =
−1

2
 بنابراین:     

𝑦 = 𝑓 (1) + 𝑓  ́(1)(𝑥 − 𝑦       یا      (1 = 1 +
−1

2
(𝑥 − 1) 

 

𝑓 (𝑥)شیب خط مماس بر منحنی    .مثال = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥  ی  را در نقطه𝑥  بیابید.  ∘=

𝑓  ́(𝑥)  حل. = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥          پس    𝑚 = 𝑓  ́(∘) = 𝑐𝑜𝑠ℎ ∘= 1 

 

 :شوندمشتق چپ و راست به صورت زیر تعریف می

 

𝑓+́(𝑥∘)                   مشتق راست = lim
𝑥→𝑥∘

+  
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥∘)

𝑥−𝑥∘
               

 

𝑓−́(𝑥∘)                          مشتق چپ = lim
𝑥→𝑥∘

− 
 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥∘)

𝑥−𝑥∘
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 ∘𝑥مشتق راست و مشتق چپ در اگر و فقط اگر  مشتق پذیر است  ∘𝑥ی در نقطه 𝑓(𝑥)تابع  .توجه

 وجود داشته و مساوی باشند.

𝑥ی  در نقطه  fدر هر یک از حالت های زیر تابع  = 𝑥∘  .مشتق پذیر نیست 

 

𝑥در    fالف(  = 𝑥∘  .ناپیوسته باشد 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥در    f  ب( = 𝑥∘ در این حالت مشتق چپ و راست با هم برابر نیستند. .شکستگی داشته باشد  

 

 

 

 

 

 

𝑥در     f ج(  = 𝑥∘   .در این حالت مماس قائم داشته باشد:       𝑓 ́(𝑥∘) = ∞ 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)مشتق پذیری تابع    .ثالم = √𝑥
 را بررسی کنید.   3

𝑓́(𝑥) حل. =
1

3 √𝑥23        ,   𝑥 (∘)𝑓́و             ∘ ≠ = (
1

3 √𝑥23 )|
𝑥=∘

= +∞      

𝑥تابع در  .).مشتق پذیر نیست   ∘ =  ( مشتق نامتناهی دارد

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع         .مثال = {
𝑥3                     𝑥 <∘
𝑥2               ∘≤ 𝑥 < 2

 𝑥 − 1              𝑥 ≥ 2   
 را بیابید.  

𝑥∘ 

𝑥∘ 

𝑥∘ 
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 کنیم.وجود مشتق را در نقاط مرزی بررسی می حل.

𝑓−́(∘) = (𝑥3) ́|𝑥=∘ = 3𝑥2|𝑥=∘ (∘)́+𝑓و    ∘= = (𝑥2) ́|𝑥=∘ = 2𝑥|𝑥=∘ =∘ 

𝑥در    fهمچنین  (∘)𝑓́   پیوسته است. پس  ∘= =∘  

𝑥در نقطه  =                            :بنابراین ناپیوسته و لذا مشتق پذیر نیست.   fتابع   2

𝑓́(𝑥) = {
 3 𝑥2                   𝑥 <∘ 
2 𝑥               ∘≤ 𝑥 < 2
1                     𝑥 > 2   

 

 

𝑥و فقط در نقطه ی    ℝتابعی مثال بزنید که دامنه آن  .مثال =  مشتق پذیر باشد.  1

       حل.

𝑓(𝑥) = {
 𝑥2 + 1             𝑥 ∈  ℚ
2 𝑥                  𝑥 ∉ ℚ

 

 

𝑥2از تساوی   + 1 = 2 𝑥   بدست می آید ،:  𝑥 = 𝑥 در  fپس   1 =  از طرفی پیوسته است.   1

𝑓́(𝑥)|
𝑥∈ ℚ

= 2𝑥    و   𝑓́(𝑥)|
𝑥∉ ℚ

= 𝑥 2از تساوی   و       2 = 𝑥 :آیدبدست می   2 = 1  

𝑓́(1)بنابراین    = 𝑥در نقاط     f، اما   2 ≠  ناپیوسته و لذا در این نقاط مشتق پذیر نیست.    1

 

 گیری ضمنیقاعده زنجیری و مشتق -3

𝑦فرض کنیم   = 𝑓(𝑥)   تابعی مشتق پذیر باشد، نمادهای دیگر مشتق𝑓(𝑥)  .به صورت زیر است 

𝑓́(𝑥) = 𝑦́ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
است با این حال        𝑦́(𝑥)فقط به معنی   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦́(𝑥) = lim

∆𝑥→∘

∆𝑦

∆𝑥
  بنابراین    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
حد یک   

 کسر است و خواهیم دید که رفتارهای کسرگونه دارد.

 

 .زنجیریقاعده 

𝑢تابع  فرض کنیم = 𝑢(𝑥)  درx مشتق پذیر و تابع 𝑓(𝑢)  در  𝑢 مشتق پذیر باشد، آنگاه تابع

𝑦 = 𝑓(𝑢(𝑥))   درx  مشتق پذیر است و داریم: 

= 𝑓́(𝑢).𝑢́(𝑥) 𝑓́(𝑢(𝑥)) 
      :به عبارت دیگر 

𝑦́(𝑥) = 𝑦́(𝑢).𝑢́(𝑥) 
 :، قاعده زنجیری به صورت زیر است لایپ نیتسیبا نماد 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
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𝑦هرگاه  .نکته = 𝑓(𝑢(𝑥)) ضریب   ،های مشتق، بنا به قاعده زنجیری به تمام فرمول𝑢́(𝑥) 

                   شود.  مثلاًمی ضرب
(𝑠𝑖𝑛𝑢) ́𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑢.𝑢́(𝑥) 

 

(√𝑢) ́𝑥 =
1

2√𝑥
.𝑢́(𝑥) 

 

(𝑡𝑎𝑛𝑥−1𝑢) ́𝑥 =
1

1 + 𝑢2 .𝑢́(𝑥) 

 .چند مثال

(𝑠𝑖𝑛 (√𝑥 )) ́ = cos(√𝑥) ×
1

2√𝑥
           (𝑢 = √𝑥)                

(𝑙𝑛 (
1
𝑥

 ))  ́ =
1
1
𝑥

 ×
−1
𝑥2                 (𝑢 =

1
𝑥

) 

(cos8 𝑥) ́ = 8 cos7 𝑥 × (−𝑠𝑖𝑛𝑥)       (𝑢 = cos 𝑥) 

(𝑡𝑎𝑛−1 (𝑥2 )) ́ =
1

1 + (𝑥2)2
× 2 𝑥          ( 𝑢 = 𝑥2) 

 

𝑓́(𝑥)اگر     .مثال = √𝑥2 + 𝑓، مشتق تابع     1 (
1

𝑥+4
 را بیابید.  (

𝑢اگر  حل. =
1

𝑥+4
 :، بنا به قاعده زنجیری 

(𝑓 (
1

𝑥 + 4
)  ) ´(𝑥) = 𝑓́(𝑢).𝑢́(𝑥) = √𝑢2 + 1.

−1
(𝑥 + 4)2 

= √(
1

𝑥 + 4
)

2

+ 1 . 
−1

(𝑥 + 4)2 

 

𝑦اگر  .مشتق مراتب بالاتر = 𝑓(𝑥)  مشتق مراتب بالاتر ،f  در صورت وجود به صورت زیر است: 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑦̋(𝑥) = 𝑓 (𝑥) = (𝑓́(𝑥)) ́ 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝑦(3)(𝑥) = 𝑓(3) (𝑥) = (𝑓(𝑥)) ́ 

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4 = 𝑦(4)(𝑥) = 𝑓(4) (𝑥) = (𝑓(3)(𝑥)) ́ 
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𝑓(𝑥) اگر   .مثال = 𝑥𝑒3 𝑥 ی پانزدهم ، مشتق مرتبهf    را در𝑥  بیابید.   ∘ =

𝑓́(𝑥)               حل. = 𝑒3 𝑥 + 3 𝑥𝑒3 𝑥 = (3 𝑥 + 1)𝑒3 𝑥 

𝑓 (𝑥) = (32𝑥 + 2 × 3)𝑒3 𝑥 
𝑓(3) (𝑥) = (33𝑥 + 3 × 32)𝑒3 𝑥 
𝑓(4) (𝑥) = (34𝑥 + 4 × 33)𝑒3 𝑥 

 

 ی پانزدهم برابر است با: مشتق مرتبهبا ادامه این فرایند 

 𝑓(15) (𝑥) = (315𝑥 + 15 × 314)𝑒3 𝑥 
      𝑓(15) (∘) = 15 × 314                                             

 گیری ضمنیمشتق

,𝑓(𝑥ی با رابطه xتابعی ضمنی از   yاگر  𝑦)   xنسبت به  yباشد، با فرض مشتق پذیر بودن  ∘=

 نامند.گیری ضمنی میمعادله مشتق گرفت، این روش را مشتقتوان از طرفین می

 

́  𝑦(𝑥)ی   : در معادلهمثال ،   𝑥2 + 𝑦3 =  را بیابید.   1

𝑥 2 :  گیریممشتق می  معادله طرفین از .حل + 3𝑦2𝑦 ́ ́ 𝑦          لذا     ∘ = =  
−2 𝑥

3 𝑦2 

,𝑓(𝑥 با رابطه ی xتابعی ضمنی از   y فرض کنیم  𝑦) ́ 𝑦تحت شرایط مناسب   باشد. ∘ = (𝑥)   از

 :آیدفرمول زیر بدست می
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 ́ (𝑥) = −

𝑓𝑥

𝑓𝑦
 

  (شود.فرض می ثابت y) .است x نسبت به fمشتق   𝑓𝑥که در آن  

 (شود.فرض می ثابت x .)است y نسبت به fمشتق   𝑓𝑦 همچنین

  :         به طور مشابه .نکته
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑥 ́ (𝑦) = −

𝑓𝑦

𝑓𝑥
 

 

𝑥2مماس به هذلولی  ی خطمعادله .مثال + 2 𝑥𝑦 − 𝑦2 + 𝑥 =  بیابید.𝐴(1,2)  ی  را در نقطه2

   اگر حل.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑓𝑥

𝑓𝑦
= −

2 𝑥+2 𝑦+1

2 𝑥−2 𝑦
 :آنگاه       

        

𝑚 =  𝑦 ́ (𝑥) |
= −

2 + 4 + 1
2 − 4

=
7
2

𝐴(1,2)                 
 

 راین معادله خط مماس برابر است با : ببنا

𝑦 − 2 =
7
2

(𝑥 − 1) 
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ی   در معاله .مثال
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 
  ،  𝑥3 + 𝑦3 =  بیابید.   را  2

 

́ 𝑦     حل. =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

3𝑥2

3𝑦2 =
−𝑥2

𝑦2    پس:     𝑦 ́ .𝑦2 = −𝑥2   گیریماز طرفین مشتق می: 

𝑦̋.𝑦2 + 2 𝑦( 𝑦 ́ )2 = −2 𝑥 

́ 𝑦با جایگذاری   =
−𝑥2

𝑦2  آیددر معادله به دست می:   

𝑦̋ =
−4 𝑥

𝑦5  

 مشتق تابع وارون

́ 𝑓مشتق پذیر و   Iروی فاصله   𝑓(𝑥)فرض کنیم تابع  قضیه. (𝑥)   رویI  )همواره مثبت )یا منفی

𝑓(𝑎)باشد و  = 𝑏 در این صورت   : 

(𝑓−1) ́(𝑏) =
1

𝑓 ́ (𝑎)
 

 

𝑦بنابراین قضیه اگر   = 𝑓−1(𝑥)   آنگاه ،    𝑦 ́ (𝑥) =
1

𝑥 ́ (𝑦)
 :داریم لایپ نیتسیو با نماد  

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1
𝑑𝑥
𝑑𝑦

 

 

𝑓(𝑥)اگر    .مثال = 𝑥 + 𝑒𝑥   مشتق ،𝑓−1    را در نقطه ی𝑥 =  بیابید.   1

(∘)𝑓   حل. = ́ 𝑓     و      1 (𝑥) = 1 + 𝑒𝑥  :مشتق وارون یبنا به قضیه    ∘ <

(𝑓−1)´(1) =
1

𝑓 ́ (∘)
=

1
2
 

 

𝑦مشتق تابع     .مثال = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥    .را بیابید 

𝑦  حل. = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥    پس       𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑦 همچنین𝑥 ́ (𝑦) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑦   بنا به قضیه:  

 

𝑦 ́ (𝑥) =
1

𝑥 ́ (𝑦)
=

1
𝑡𝑎𝑛2𝑦

=
1

1 + 𝑥2 

                  :بنابراین  

(𝑡𝑎𝑛−1𝑥) ́ =
1

1 + 𝑥2
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 مشتق لگاریتمی 

𝑦مشتق تابع     .مثال = 𝑥𝑥    ,     𝑥  را بیابید.      ∘<

𝑦از طرفین معادله   .حل = 𝑥𝑥   ،𝑙𝑛 گیریممی:       𝑙𝑛𝑦 = 𝑥𝑙𝑛𝑥  

        : گیریمی اخیر مشتق میاز طرفین معادله
𝑦 ́

𝑦
= 𝑙𝑛𝑥 + 1    

́ 𝑦                      لذا   = 𝑦(𝑙𝑛𝑥 + 1)   

 بنابراین:

𝑦 ́ = 𝑥𝑥(𝑙𝑛𝑥 + 1) 
 نامند.لگاریتم و بعد مشتق گرفتیم، مشتق لگاریتمی می  ابتدا را که روش  ابن

 

𝑓(𝑥)      مشتق تابع .مثال = (1 +
1

𝑥
)

𝑥

       ,       𝑥  را بیابید.  ∘<

 

𝑦 .حل = (1 +
1

𝑥
)

𝑥

𝑙𝑛𝑦         لذا        = 𝑥𝑙𝑛(1 +
1

𝑥
) 

𝑦 ́

𝑦
= 𝑙𝑛 (1 +

1
𝑥

) + 𝑥 (

−1
𝑥2

1 +
1
𝑥

) 

𝑦 ́

𝑦
= 𝑙𝑛 (1 +

1
𝑥

) + (
−1

𝑥 + 1
) 

    :     بنابراین

                             𝑦 ́ = (1 +
1

𝑥
)

𝑥

(
−1

𝑥+1
+ 𝑙𝑛 (1 +

1

𝑥
)) 

 

 دیفرانسیل  -4

𝑦فرض کنیم  = 𝑓(𝑥)  تابعی مشتق پذیر باشد، دیفرانسیلy شود.به صورت زیر تعریف می 

𝑑𝑦 = 𝑓 ́ (𝑥)𝑑𝑥 
تابعی بر حسب دو متغیر مستقل  dyباشد. در واقع و متغیری مستقل می  x،دیفرانسیل dxکه در آن 

x  وdx .است  

 

𝑦اگر   مثال: = 𝑥2 + 3 𝑥  دیفرانسیل ،y     را به ازای𝑥 = 𝑑𝑥و     1  حساب کنید.     1/∘=

 حل.

   𝑑𝑦 = 𝑦 ́ (𝑥)𝑑𝑥 = (2 𝑥 + 3)𝑑𝑥   به ازای ،𝑥 = 𝑑𝑥و     1  :آیدبدست می     1/∘=

 

𝑑𝑦 = (2 + 3) ∘/1 =∘/5 
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 حساب شده است.دیفرانسیل چند تابع در زیر 

𝑑(√𝑥) =
1

2√𝑥
𝑑𝑥 

𝑑 (
1

𝑥
+ 𝑒𝑥) = (

−1

𝑥2 + 𝑒𝑥) 𝑑𝑥      

𝑑(−5 𝑥 + 1) = −5 𝑑𝑥 
 

𝑥∆ اگر   = 𝑥 − 𝑥∘  و ∆𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∘)      داریم       :𝑓 ́ (𝑥∘) = lim 
∆𝑥→∘

 
∆𝑦

∆𝑥
   

    :های کوچک 𝑥∆به ازای   

𝑓 ́ (𝑥) ≅
∆𝑦

∆𝑥
́ 𝑓   و یا      (𝑥∘)∆𝑥   ∆𝑦 ≅ 

 

𝑑𝑥اگر    = ∆𝑥   داریم:           ∆𝑦 ≅ 𝑓 ́ (𝑥∘)𝑑𝑥 

 

𝑦∆         :های کوچک 𝑥∆پس به ازای   ≅ 𝑑𝑦 
 

 

 فصل چهارم تمرینات -5

ی داده شده بیابید و عدد بدست آمده را به با استفاده از تعریف مشتق، مشتق توابع زیر را در نقطه -1

 کمیت تفسیر کنید. دو عنوان آهنگ تغییر

𝑓(𝑥)     الف(           = 𝑥2 + 𝑥  ,   𝑥∘ = 2        

   

𝑓(𝑥)     ب(           =
1

𝑥2   , 𝑥∘ = 1 

                

 مشتق بگیرید. -2

𝑓(𝑥)  الف(               = 𝑥3𝑒𝑥               )ب  𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑙𝑛𝑥   

 

𝑔(𝑥)   ج(                 =
𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥2+𝑥
𝑔(𝑥)د(                  =

𝑡𝑎𝑛−1𝑥

𝑥
 

                        

𝑓(𝑥)  معادله ی خط مماس بر منحنی     -3 =
𝑥2−1

𝑥
𝑥ی   را در نقطه  =  بیابید. 1

 

𝑦ی خط مماس بر منحنی معادله -4 = −𝑥2 + 2 𝑥 + را طوری بیابید که موازی خط       3

𝑦 = 4 𝑥 +  باشد.  1
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 مشتق بگیرید. -5

𝑓(𝑥)    الف(         = {
𝑥2 − 2         𝑥 < 2
4 𝑥 − 6         𝑥 ≥ 2

     

 

𝑔(𝑥)   (ب          = {

2

𝑥
+ 1                𝑥 ≥ 2

𝑥2 − 2      1 ≤ 𝑥 < 2
𝑥4 − 2 𝑥          𝑥 < 1

 

 
 و فقط در دو نقطه مشتق پذیر باشد.  ℝی آن  تابعی مثال بزنید که دامنه -6

 

 مشتق بگیرید: -7

𝑓(𝑥)  الف(       = √𝑥3 + 2 𝑥                 )ب  𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑠𝑖𝑛𝑥) 

 

𝑓(𝑡)    ج(        = 𝑠𝑖𝑛4𝑡                     )د  𝑔(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛−1(𝑒𝑥) 

 

𝑦     هـ(      = √cos (
1

𝑥
𝑦  و(              ( = 𝑠𝑖𝑛ℎ−1(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥) 

 

́ 𝑓  اگر -8 (𝑥) = 𝑙𝑛 (3 𝑥)    مشتق تابع ،𝑓 (
3 𝑥+1

𝑥
 را بیابید.   (

 

𝑥2 2√میزان تغییر  -9 + را نسبت به      4
𝑥2

1−𝑥2   در𝑥 =  بیابید.   2

 

𝑥اگر     -10 𝑦، مشتق تابع     ∘ < = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥  را بیابید.     

 

𝑦مشتق تابع   -11 = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥)2 𝑥+1   .را بدست آورید 

 

𝑥2ی دایرهبر با استفاده از مشتق ضمنی، شیب خط مماس -12 + 𝑦2 =  𝐴(3,4) یرا در نقطه 25

 بیابید.

 

𝑥2 4خط مماس بر بیضی  یمعادله -13 + 2 𝑥𝑦 +  𝑦2 =  یابید.ب   𝐴(−1,1) ی نقطه در را 3

 

 ی  در معادله -14
𝑑𝑥

𝑑𝑦
  ،  𝑥4 𝑦2 −  𝑥3𝑦 + 2 𝑥 𝑦3  را بدست آورید.    ∘ =
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𝑦2      سهمی ی خط مماس برمعادله -15 − 2 𝑦 + 2 − 𝑥     که از پیدا کنیدطوری را   ∘=

𝐵ی نقطه (
−9

2
,  .عبور کند  (1

 

𝑦̋(𝑥)   ،   √𝑥 یگیری ضمنی در معادلهبا استفاده از مشتق -16 + √𝑦 =  را بیابید.    1

 

 

 را ثابت کنید.با استفاده از مشتق توابع وارون، مشتق توابع زیر  -17

́ (𝑠𝑖𝑛−1𝑥)    الف(        =
1

√1−𝑥2
́ (𝑐𝑜𝑠ℎ−1𝑥)ب(               =

1

√𝑥2−1
 

 
𝑓(𝑥)اگر  -18 = 3 𝑥5 + 2 𝑥3    مشتق تابع ،𝑓−1   را در نقطه ی𝑥∘ =  بیابید.   5 

 

𝑦اگر  -19 = 𝑓−1(𝑥) مشتق دوم برای ی، فرمول  𝑓−1(𝑥)   .بیابید 

 

𝑓(𝑥)، تابع   25ی مشتق مرتبه -20 = ln 𝑥 ی را در نقطه𝑥∘ =  پیدا کنید. 1 

 

𝑓(𝑥)، تابع  35ی مشتق مرتبه -21 = 𝑥 sin 𝑥  .را پیدا کنید 

 

 دیفرانسیل توابع زیر را بیابید.- 22

𝑦الف(             = 𝑥4 − 3 𝑥                         )ب   𝑦 = 𝑒2 𝑥 +
1

𝑥
 

 

𝑥∆ اگر  -23 = 𝑥  و      1 = 4    ،     𝑦 =
2

𝑥
 را حساب کنید.    𝑑𝑦  و  𝑦∆ مقادیر      

 

 



 
 
 

 
 
 
 
 

 فصل پنجم: کاربردهای مشتق
توان در توضیح ها همواره وجود دارد، از آن میاز آنجایی که مشتق نسبت تغییرات و تغییرات در پدیده

مودار و مانند رشد جمعیت، تغییر دمای اجسام، سود پیوسته، بهینه سازی، رسم ن یو تعیین مسائل

 استفاده کرد. محاسبات دیگر 

 

 رشد و زوال نهایی -1

باشد، به طوریکه    tکمیتی بر حسب زمان  𝑦(𝑡)فرض کنیم 
𝑦́(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝑘  گوییم در این صورت می

𝑦́(𝑡)ی بالا را به صورت  معادلهاگر  است.  kمقدار    𝑦(𝑡) نسبیآهنگ رشد  = 𝑘𝑦(𝑡)   بنویسیم

𝑘به ازای  .مقدار آن متناسب است با yتوان این طور تغییر کرد که آهنگ تغییر می ، کمیت رو    ∘<

𝑘  به رشد و به ازای  ، کمیت رو به زوال است.   ∘>

́ (𝑒𝑘𝑡)می دانیم       = 𝑘𝑒𝑘𝑡  لذا𝑒𝑘𝑡  ی   جوابی برای معادله𝑦́(𝑡) = 𝑘𝑦(𝑡)  توان است و می

𝑦(𝑡)  نشان داد هر جواب این معادله به صورت = 𝑐𝑒𝑘𝑡  .است (.عددی ثابت است 𝑐 )  بنابراین

 نمایی دارد. یا زوال اگر آهنگ تغییر کمیتی متناسب با مقدار کمیت باشد، آن کمیت رشد

 رشد جمعیت

 آهنگ رشد جمعیت شهری متناسب با جمعیت این شهر است. جمعیت این شهر در سال .مثال

1385  ،2 139هزار نفر و در سال ∘∘ ∘ ،22 هزار نفر بوده است. آهنگ رشد نسبی این شهر را  ∘

 کنید. دبرآور 1395جمعیت این شهر را در سال  ،بیابید و با استفاده از مدل بدست آمده

 

 )بر حسب سال( باشد، لذا tاندازه جمعیت این شهر در زمان    𝐴(𝑡)فرض کنیم   حل.

                            𝐴́(𝑡) = 𝑘𝐴(𝑡) سپ      :    𝐴(𝑡) = 𝑐𝑒𝑘𝑡   

(∘)𝐴:داریم .باشد 1385جمعیت این شهر در سال  (∘)𝐴اگر    = 2 ∘∘∘∘∘                                   

(∘) 𝐴از طرفی    = 𝑐𝑒∘ = 𝑐            پس:𝑐 = 2 ∘∘∘∘∘            

𝐴(5) = 2 ∘∘∘∘∘ 𝑒5 𝑘 = 22 ∘∘∘∘ 
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𝑒5 𝑘 =
22 ∘∘∘∘
2 ∘∘∘∘∘

= 1/1 

  : گیریممی lnاز طرفین   

5 𝑘 = 𝑙𝑛 (1/1)   یا      𝑘 ≅∘/∘ 19 

𝐴(𝑡) = 2 ∘∘∘∘∘ 𝑒∘/∘19 𝑡 
 

𝑡به ازای  = 1  :آیدبدست می 1395سال در جمعیت این شهر  ∘

𝐴(1 ∘) ≅ 242 ∘∘∘ 
 

 سود پیوسته 

موجودی نامند، اگر می آن را سود پیوسته ای محاسبه شود،گذاری به طور لحظههرگاه سود سرمایه

𝐴(𝑡) به صورت tتوان نشان داد ارزش موجودی در زمان سود سالیانه باشد، می k و cاولیه  = 𝑐𝑒𝑘𝑡  

 سرمایه گذاری با مقدارش متناسب است. سود یعنی آهنگ رشد .است

 

1 .مثال 1 %هزار تومان  با سود پیوسته  ∘∘ گذاری شده است، ارزش موجودی سالیانه، سرمایه ∘

 ؟سال چقدر شده است 2پس 

 

𝐴(𝑡)                 )واحد هزار تومان(  حل. = 1 ∘∘ 𝑒∘/1 𝑡 

𝑡به ازای  =    :آیدسال بدست می 2، ارزش موجودی پس از   2

  𝐴(2) = 1 ∘∘ 𝑒∘/1×2 = 122/14 ∘  واحد هزار تومان 

 

 ها و قضیه مقدار میانگینممتعیین اکستر -2

𝑦فرض کنیم   = 𝑓(𝑥) و تابعی حقیقی     𝑥∘ ∈ 𝐷𝑓 .باشد 

 

𝑥اگر برای هر   الف( ∈ 𝐷𝑓     ، 𝑓(𝑥∘) ≥ 𝑓(𝑥)  آنگاه ،f  در𝑥∘  .ماکسیمم مطلق دارد 

 

𝑥اگر برای هر  ب( ∈ 𝐷𝑓     ،  𝑓(𝑥∘) ≤ 𝑓(𝑥)   آنگاه ،f    در𝑥∘  م مطلق دارد.ممینی 

 

𝑥∘    ،𝑓(𝑥∘)های اطراف xاگر برای  ج( ≥ 𝑓(𝑥)     آنگاه ،f  در𝑥∘  .ماکسیمم نسبی دارد 

 

𝑥∘  ،  𝑓(𝑥∘)اطراف    هایxاگر برای  د( ≤ 𝑓(𝑥)  آنگاه ،f   در𝑥∘  .مینیمم نسبی دارد 
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𝑦 فرض کنیم شکل زیر نمودار تابع = 𝑓(𝑥) .باشد 

 

 

 

 

 

 

f    در𝑥 = 𝑥1  .مینیمم مطلق و مینیمم نسبی دارد ، 

f   در𝑥 = 𝑥2  ،.ماکسیمم نسبی دارد 

f در  𝑥 = 𝑥3  .مینیمم نسبی دارد ، 

f  .روی دامنه خود ماکسیمم مطلق ندارد 

 

در   f و یا  (خط شیب خط مماس صفر است.) است یا مشتق تابع صفر ، مم نسبیدر نقاط اکستر

. ) .این نقاط مشتق پذیر نیست   (شکستگی دارد

𝑦اگر تابع  .قضیه = 𝑓(𝑥) در نقطه ی𝑥∘  اکسترمم نسبی داشته باشد، آنگاهf  در𝑥∘   یا مشتق پذیر

𝑓́(𝑥∘)نیست و یا    =∘ 

 

در آنها صفر است، نقاط  fمشتق پذیر نیست و یا مشتق  fکه در آن  fنقاطی از دامنه تابع  .تعریف

  د.نشونامیده می fبحرانی 

     fی اکسترمم نسبنقطه          
            
 درست نیست( )عکس فلش لزوماً   است.  fبحرانی طهنق         ⇐

 

𝑔(𝑥)  تابع  یی بحراننقطه .مثال = (𝑥 −  زیر را بیابید.   3(2

 

 

 

 

 

 

𝑔́(𝑥)  حل. = 3(𝑥 − 2)2 𝑥     لذا   ∘= =  است. g یبحرانی نقطه 2

𝑥  با این حال   =  نیست. fی اکسترمم نسبی نقطه  2

𝑥2 𝑥3   𝑥1 

2 
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سر بازه به  دوو نقاط  ی  بستهبازه یک روی یقاط بحرانندر   fر یداترین مقبزرگترین و کوچک.  توجه

 (.باید پیوسته باشد f) ترتیب ماکسیمم مطلق و مینیمم مطلق است.

 

𝑓(𝑥)   های مطلق تابعاکسترمم مثال. = −2 𝑥2 + 4 𝑥  ی   را روی فاصله[∘  بیابید. [3,

𝑓́(𝑥)      حل. = −4 𝑥 + 4 𝑥      پس    ∘= =  است.   fی بحرانی تنها نقطه   1

                       𝑓 (1) = 2       ،   𝑓(∘) 𝑓(3)     و      ∘= = −6   

∘]روی  f  بنابراین 𝑥در  [3, = 𝑥ماکسیمم مطلق و در    1 =   مطلق دارد. مینیمم 3

 

𝑓(𝑥)های مطلق تابع   اکسترمم .مثال = 𝑒𝑥
2

 بیابید. [1,1−]را روی فاصله ی   

𝑓́(𝑥) حل. = 2 𝑥𝑒𝑥
2
𝑥پس    ∘ =   .است  f یی بحرانتنها نقطه    ∘ =

𝑓(−1) = 𝑒                  و     𝑓(1) = 𝑒                 ،    𝑓(∘) = 1            

𝑥روی این فاصله در  fبنابراین  𝑥   مینیمم مطلق و در نقاط ∘ = =  ماکسیمم مطلق دارد.   ±1 

 

,𝑎]روی فاصله    𝑓(𝑥)  فرض کنیم .قضیه مقدار میانگین 𝑏]  پیوسته و روی فاصله ی]𝑎, 𝑏[ 

 :که  وجود دارد bو  aبین  cمشتق پذیر باشد، در این صورت عددی مانند 

𝑓́(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

𝑓(𝑎)در حالت خاص که  .توجه = 𝑓(𝑏)  یک ،c  بینa  وb   هست که𝑓́(𝑐) ، این حالت   ∘=

 نامند.می ی رولقضیهخاص را 

 

𝑓(𝑥)نشان دهید تابع     .مثال = 𝑥5 + 𝑥3 + 𝑥 −  ی حقیقی دارد.یشهریک  دقیقاً   1

(∘)𝑓همواره پیوسته و     fتابع  .اثبات 𝑓(1)و     ∘ > حداقل  fی مقدار میانی بنا به قضیه  ∘ <

∘[یک ریشه بین  دهیم این ریشه منحصر به فرد است.دارد. نشان می  ] 1,

𝑓(𝑥1)پس  .باشند fی متمایز تابع دو ریشه  𝑥2و  𝑥1فرض کنیم    = 𝑓(𝑥2) ی قضیه  بنا به  ∘ =

𝑓́(𝑐)هست که  𝑥2و   𝑥1بین  cرول یک  =∘                ∶  

𝑓́(𝑥)از طرفی   = 5 𝑥4 + 3 𝑥2 + 𝑓́(𝑐)   یعنی  1 >∘  

𝑥1دهد که باید  این تناقض نشان می = 𝑥2   یعنی ،f .دقیقا یک ریشه حقیقی دارد 

 

tan−1|            ثابت کنید .مثال 𝑏 − tan−1 𝑎| ≤ |𝑏 − 𝑎|                𝑎, 𝑏 ∈ ℝ   
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𝑓(𝑥)فرض کنیم    اثبات. = tan−1 𝑥   ی مقدار میانگین یک بنا به قضیهc  بینa  وb هست که:    

𝑓́(𝑐) =
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
   

𝑓(𝑏)   یا  − 𝑓(𝑎) = 𝑓́(𝑐)(𝑏 − 𝑎) 

tan−1 𝑏 − tan−1 𝑎 =
1

1 + 𝑐2 (𝑏 − 𝑎) 

اما   
1

1+𝑐2 ≤    :بنابراین    1
|tan−1 𝑏 − tan−1 𝑎| ≤ |𝑏 − 𝑎| 

 

𝑓́(𝑥)مشتق پذیر و   Iروی فاصله  fاگر تابع  .1نتیجه  ثابت است.  Iروی  fآنگاه     ∘ =

 

I  ،𝑓́(𝑥)اگر روی فاصله  .2نتیجه = 𝑔́(𝑥)  فاصله این ، آنگاه روی ، 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑘  که

  عددی ثابت است. kن آدر 

 

sin2 .با استفاده از مشتق نشان دهید .مثال 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 

𝑓(𝑥). تابع  حل = sin2 𝑥 + cos2 𝑥    همواره مشتق پذیر است و 

𝑓́(𝑥) = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 − 2 sin 𝑥 cos 𝑥 = ∘ 
 

𝑓(𝑥)      یا   = 𝑘  ( عددی ثابت است 𝑘 )  𝑓(𝑥) = sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 𝑘          

𝑥 از ∘    داریم:   ∘ = +1 = 𝑘 

 :بنابراین  

sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 
 

   با استفاده از مشتق، نشان دهید. .مثال

𝑙 𝑛(𝑎𝑥) = 𝑙 𝑛(𝑎) + 𝑙 𝑛(𝑥)         𝑥, 𝑎 > ∘ 
𝑓(𝑥)فرض کنیم   .اثبات = 𝑙𝑛 (𝑎𝑥)    و 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑥)    پس   𝑔́(𝑥) = 𝑓́(𝑥) =

1

𝑥
   

 :هست که kعددی مثبت مانند  لذا

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑘    
𝑙   یا 𝑛(𝑎𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑘 

𝑥 از = 𝑙     :آیدیبدست م   1 𝑛(𝑎) = 𝑘    

 :بنابراین

𝑙 𝑛(𝑎𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑙𝑛𝑎 
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  مشتق پذیر باشد. Iروی فاصله  fفرض کنیم تابع  .آزمون یکنوایی

I  𝑓́(𝑥)اگر روی فاصله  الف(  صعودی است. Iروی  fآنگاه  ، ∘ <

I  𝑓́(𝑥)اگر روی فاصله  ب(  نزولی است. Iروی  f، آنگاه  ∘ >

 

 یکنوایی توابع زیر را بررسی کنید. .مثال

𝑓(𝑥)       الف( = tan−1 𝑥          )ب  √𝑥 + √𝑦 = 1 

tan−1)   حل الف( 𝑥)´ =
1

1+𝑥2  بنابراین این تابع همواره صعودی است.  ∘<

 

𝑥√   از طرفین تساوی حل ب( + √𝑦 =   مشتق می گیریم.    1
1

2√𝑥
+

1

2√𝑦
.𝑦́ = ∘             

𝑦́       پس = − √𝑦

√𝑥
∘]   یفاصله xات ری تغییشود دامنهمحاسبه معلوم میبا     ∘ >  .است [1,

∘]روی   yبنابراین   نزولی است. [1,

 

𝑥فرض کنیم   .آزمون مشتق اول = 𝑥∘  تابع پیوسته  یی بحراننقطهf گاه باشد. هر𝑓́   در اطراف

𝑥ی  نقطه = 𝑥∘   تغییر علامت دهد، آنگاهf    در𝑥 = 𝑥∘  .اکسترمم نسبی دارد 

 

 

 

 

 

 نقاط اکسترمم نسبی توابع زیر را بیابید. .مثال

𝑓(𝑥)الف(  = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 12 𝑥                  )ب 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑥
2
3 

 

𝑓́ حل الف( = 6𝑥2 + 6 𝑥 − 12 𝑥 معادله نقاط بحرانیاز حل  ∘ = = 𝑥  و  1 =  بدست  2−

 آیند.می

 𝑓́  کنیم.ا تعیین علامت میر  

 

 

 

f در  𝑥 = 𝑥    و در      ماکسیمم نسبی   2− =  ینیمم نسبی دارد.م   1

+ 

 نسبی ماکسیمم

− 
𝑓́(𝑥) 

𝑥 𝑥∘ 

+ 

 مینیمم نسبی

− 
𝑓́(𝑥) 

𝑥 𝑥∘ 

1 
+ + − 

𝑓́(𝑥) 

𝑥 −2 
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𝑔́(𝑥)                         حل ب( = 𝑥
2
3 +

2

3
𝑥−

1
3(𝑥 − 1) = ∘ 

𝑔́(𝑥) = 𝑥−
1
3(𝑥 +

2
3
(𝑥 − 1) =

5 𝑥 − 2

3 𝑥
1
3

=∘ 

𝑥  داریم:  معادله از حل =
2

5
   

(∘)𝑔́اما  = 𝑥 س پ     ∞ 𝑥و   ∘ = =
2

5
𝑥  در  g. )هستند gط بحران انق     مشتق ندارد(∘ =

 

 

 

 

g  در   𝑥 𝑥ماکسیمم نسبی و در ∘ = =
2

5
 مینیمم نسبی دارد.

 

𝑓(𝑥) اکسترمم های نسبی تابع  .مثال = sinh(𝑥3).را بیابید 

𝑓́ حل. = cosh(𝑥3).3𝑥2 cosh(𝑥3)  اما    ∘ = ≥ 𝑥   پس      1  fی بحرانی تنها نقطه∘ =

𝑥  در ولی  است.    .  اکسترمم نسبی ندارد ∘ =

 

 

 

دهد. می ضیحوها را تمانند یکنوایی و یا اکسترممهای تابع بعضی از ویژگی ،دیدیم که مشتق اول تابع

 .خواهیم نقش مشتق دوم را روی تابع بررسی کنیماکنون می

 

 .مفروض است Iروی فاصله  f. تابع تعریف

به سمت  تقعرفاصله  این روی fبالای خطوط مماسش در این فاصله باشد، آنگاه   fگاه نمودار هر الف(

 )محدب( بالا دارد

به سمت  تقعرفاصله  این روی fخطوط مماسش در این فاصله باشد، آنگاه  زیر  fگاه نمودار هر (ب

 )مقعر(پایین دارد 

 

 
 

 

  

 
 است  مقعرتابع 

+ + 
𝑓́(𝑥) 

𝑥 ∘ 

 تابع محدب است  

+ 

2
5ൗ  

+ − 
𝑔́(𝑥) 

𝑥 ∘ 
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 دوبار مشتق پذیر باشد. Iروی فاصله  fفرض کنیم .قضیه

I  ،𝑓اگر روی  الف(  محدب است. Iروی   f، آنگاه  ∘ <

I  ،𝑓اگر روی  ب(  مقعر است. Iروی   f، آنگاه    ∘ >

 

𝑥 ی در نقطه fفرض کنیم تابع  .تعریف =  𝑥∘  پیوسته و در اطراف این نقطه جهت تقعرf  عوض

𝑥 شود در این صورت  =  𝑥∘  ی عطف را نقطهf  نامند.می 

 

𝑓(𝑥)جهت تقعر و نقاط عطف تابع  .مثال =
1

𝑥
+ 𝑥2 .را تعیین کنید 

 کنیم.را تعیین علامت می f. مشتق دوم حل

𝑓 =  
2
𝑥3 + 2 =

2 + 2 𝑥3

𝑥3 = ∘ 𝑓́            و       =
−1
𝑥2 + 2 𝑥       

 :برابر است با  𝑓  های صورت ومخرج ریشه

       𝑥 = 𝑥      و    1− = ∘ 

 
 
 
 
 
 

 

𝑥 ، در جدول مشخص شده و بنا به تعریف fجهت تعقر  =          است ولی fی عطف نقطه 1−

 𝑥 𝑥  پیوسته نیست. ). عطف نیست ینقطه ∘= =∘  (𝑓 در

 

  قاعده هوپیتالو  رسم نمودارها -3

دوره   ها و در بعضی مواردمجانب ،، جهت تعقر برای رسم نمودارها از اطلاعاتی مانند نقاط اکسترمم

 شود.تناوب، تقارن و انتقال نمودارها استفاده می

 

𝑓(𝑥)نمودار تابع    .مثال = 𝑥4 − 𝑥2    .را رسم کنید 

 تابعی زوج است. fشود و بسادگی دیده می است اعداد حقیقی تمامدامنه تابع  حل.

𝑓́(𝑥) = 4 𝑥3 − 2 𝑥 𝑥  :   پس  ∘ = 𝑥و   ∘ = = ±
1

√2
 هستند،  f ینقاط بحران  

 𝑓́  کنیم.را تعیین علامت می 

+ + − 

+ − − 

𝑓 

𝑥3 

∘ 
+ − + 2+ 2𝑥3 

𝑥 −1 
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𝑓 = (±
1

√2
) =

−1
4

(∘)𝑓           و =∘ 

 

)𝐵ماکسیمم نسبی و در نقاط     (∘,∘)𝐴ه ی طدر نق f  لذا  
1

√2
 ,
−1

4
)𝐶    و  (

−1

√2
 ,
−1

4
مینیمم    (

 دارد.نسبی 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

𝑓(𝑥)نمودار تابع  .مثال =  𝑥2𝑙𝑛𝑥.را رسم کنید 

𝐷𝑓  حل. = ]∘, limو     ]∞+
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ lim    و        
𝑥→∘+

𝑓(𝑥) = ∘    

 𝑓́(𝑥) = 2 𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 𝑥          آید:از حل معادله بدست می ∘= = 𝑒
−1
2  

 

 

 

 

                                                 𝑓 (𝑒
−1
2  ) =

−1

2 𝑒
  

 

  f  در نقطه ی𝐴(𝑒
−1
2  ,

−1

2 𝑒
  مینیمم نسبی دارد.  (

1

√2
 −1

√2
 

+ 

+ 

∘ 

− − + 

+ − − 

𝑓́ 

𝑥 

− + − 4𝑥2 − 2 

𝑥 

+ 

+ 

𝑒−1 2Τ  

− 
𝑓́(𝑥) 

𝑥 ∘ 

1

√2
 −1

√2
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𝑓 =  2 𝑙𝑛𝑥 + 3 𝑥     :آیدبدست میاز حل معادله  ∘= = 𝑒
−3
2 

 

 

 

 

𝑥 = 𝑒
−3
 است. ی عطفنقطه  2

 

 

 

 

 

 

𝑥3𝑦2نمودار منحنی  .مثال − 1   را رسم کنید. ∘ =

  متقارن است. اه xیعنی نمودار نسبت به محور  .ماندمعادله ثابت می y–به   y با تبدیل حل.

        𝑦2 =
1

𝑥3       پس         :   𝑦 = ±√
1

𝑥3  

𝑦   نمودار  = 𝑓(𝑥) = √
1

𝑥3   کنیمرا رسم می. 

,∘[دامنه تابع فاصله        است.  ]∞+

lim  
𝑥→∘+

𝑓(𝑥) =   limو          ∞+
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =∘ 

 

𝑥خط 𝑦     خط  و    fمجانب قائم     ∘=  است. fمجانب افقی  ∘=

 

𝑓́ =
−3

2
𝑥
−5
2 𝑓و              ∘> =

15

4
𝑥
−7
2 >∘ 

 همواره به سمت بالا است f تقعر وهمواره نزولی   fلذا 

𝐴(1,1) ی کمکی است.نقطه 

 

 
 
 
 

1 

1 

+ 

𝑒−3 2Τ  

− 
𝑓 

𝑥 ∘ 

 عطف

𝑒−1 2Τ  



 73  کاربردهای مشتق

 

𝑥3𝑦2اکنون بنا به تقارن نمودار    − 1   کنیم.رسم می را ∘=

 
 
 
 

 

 

 

 

 قاعده هوپیتال

𝑥وجود مشتق در  ( و  پذیرمشتق  ∘𝑥ی در اطراف نقطه gو  fفرض کنیم توابع   = 𝑥∘   الزامی

𝑔́(𝑥)همچنین در اطراف   ).نیست ≠∘ ،   𝑥 = 𝑥∘  .در این صورت باشد: 

lim𝑓(𝑥)هرگاه  الف(
𝑥→ 𝑥∘            

= lim𝑔  (𝑥)
𝑥→ 𝑥∘            

lim         آنگاه      ∘=
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑥∘

𝑓́(𝑥)

𝑔́(𝑥)
 

 )شود. ∞در صورتی که حد سمت راست وجود داشته و یا  (

 

lim𝑓(𝑥)  هرگاه  ب(
𝑥→ 𝑥∘            

= lim𝑔  (𝑥)
𝑥→ 𝑥∘            

= lim          آنگاه  ∞
𝑥→𝑥∘

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑥∘

𝑓́(𝑥)

𝑔́(𝑥)
 

 )شود. ∞در صورتی که حد سمت راست وجود داشته و یا  (

 

     در دو صورت مبهم فقط قاعده هوپیتالنکته. 
 ∞

∞
     یا      

∘

∘
 قابل استفاده است.  

  

 از قاعده هوپیتال استفاده شده است. زیری حدهای در محاسبه .مثال

lim
𝑥→1

1 − 𝑥4

𝑥5 − 1
 = 𝐻   lim

𝑥→1

−4𝑥3

5 𝑥4 = −
4
5
           (

∘

∘
 (حالت 

 

lim
𝑥→∘

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=𝐻   lim

𝑥→∘
 
𝑐𝑜𝑠𝑥

1
= 1                   (

∘

∘
 (حالت 

 lim
𝑥→∘

𝑡𝑎𝑛−1𝑥 − 𝑥

𝑥2 =𝐻   lim
𝑥→∘

 

1
1 + 𝑥2 − 1

2𝑥
=𝐻   lim

𝑥→∘
 

−2𝑥
(1 + 𝑥2)2

2
=∘        (

∘

∘
 (حالت 

 

1 
1 

−1 
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𝑥قاعده هوپیتال هنگامی که →   .نیز برقرار است  ∞

 

lim   
𝑥→+∞

2 𝑒𝑥 + 3
𝑥2 − 4

=𝐻  lim  
𝑥→+∞

2 𝑒𝑥

2 𝑥
=𝐻  lim  

𝑥→+∞

2 𝑒𝑥

2 
= +∞    (

∞

∞
 (حالت 

𝑓(𝑥)حد تابع  .مثال = 𝑥2𝑙𝑛𝑥 را در 𝑥  بیابید.  ∘=

,∘[فاصله  fدامنه  .حل       است.   ]∞+

lim      مبهم
𝑥→∘+

𝑥2𝑙𝑛𝑥 =∘×∞ 

lim   
𝑥→∘+

𝑥2𝑙𝑛𝑥 =  lim  
𝑥→∘+

𝑙𝑛𝑥
1
𝑥2

=𝐻  lim  
𝑥→∘+

1
𝑥
−2
𝑥3  

=  lim  
𝑥→∘

−𝑥2

2
=∘    (

∞

∞
 (حالت 

 

   lim   مثال:
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)𝑥 .را حساب کنید 

   lim    مبهم حل .
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)𝑥 =  کنیم.همانند مشتق لگاریتمی عمل می       ∞1

          𝑦 =(1 +
1

𝑥
)𝑥       پس    :   𝑙𝑛𝑦 = 𝑥𝑙𝑛 (1 +

1

𝑥
) 

 :گیریماز طرفین حد می  

lim 𝑙𝑛𝑦 
𝑥→+∞         

= lim 𝑥𝑙𝑛 
𝑥→+∞         

(1 +
1
𝑥
)         (∘× ∞) 

 

= lim   
𝑥→+∞

𝑙𝑛 (1 +
1
𝑥
)

1
𝑥

  

         

=𝐻 lim   
𝑥→+∞

 

 

−1
𝑥2

1 +
1
𝑥

−1
𝑥2

= 1    (
∘

∘
 (حالت 

lim  𝑙𝑛𝑦 = 1  
𝑥→+∞                     
𝑙𝑛(lim y               پس:           ) 

𝑥→+∞   
= 1 

 

lim y  لذا = 𝑒          
𝑥→+∞                         

 

    :بنابراین

lim(1 +
1
𝑥
)𝑥 = 𝑒

𝑥→+∞                            

 

lim  برای حد   
𝑠𝑖𝑛𝑥−𝑒𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑒𝑥
  

𝑥→+∞                     

 قاعده هوپیتالبرقرار نیست. این حد را بدون  قاعده هوپیتالشرایط   

 .حساب کنید
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 های وابستهنگهمسائل بهینه سازی و آ -4

باشد. برای حل این نوع مسائل بهینه سازی معمولا یافتن اکسترمم کمیتی تحت شرایطی خاص می

ماکسیمم یا  ،کنیم و با انتخاب متغیر مستقل و قضایای مشتقای برقرار میمسائل بین متغیرها رابطه

 هایی از مسائل بهینه سازی هستند.مثالهای زیر نمونه آوریم.مینیمم کمیت مورد نظر را بدست می

 

بزرگترین مستطیل محاط در ربع دایره را طوری بیابید که دو  .مفروض است rای به شعاع دایره .مثال

 آن روی دایره باشد. رأس صات و یکضلع آن روی محور مخت

 :    مساحت مستطیل برابر است با د.ناین مستطیل باش ابعاد yو  xفرض کنیم  حل.

𝑠 = 𝑥𝑦 
 

 

 

 

 

 

 

𝑥2            داریم:  + 𝑦2 = 𝑟2 

𝑠 = 𝑥𝑦 = 𝑥√𝑟2 − 𝑥2     ,    ∘ ≤ 𝑥 ≤ 𝑟 

 

𝑠́(𝑥) = √𝑟2 − 𝑥2 +
−𝑥2

√𝑟2 − 𝑥2
=
𝑟2 − 2 𝑥2

√𝑟2 − 𝑥2
=∘ 

𝑥         :آیداز حل معادله بدست می =
𝑟

√2
    

𝑠 = (
𝑟

√2
) =

𝑟2

2
𝑠(𝑟)      و         = 𝑠(∘) =∘ 

𝑥بنابراین بزرگترین مستطیل، مربعی به طول  =
𝑟

√2
𝑠است و مساحت آن     =

𝑟2

2
 است. 

 

𝑦 سهمیی روی نقطه .مثال = 𝑥2  ی بیابید که به نقطه𝑝∘(3 ,∘) ترین باشد.نزدیک 

,𝑥)ی تا نقطه  𝑝∘(3 ,∘)فاصله  حل. 𝑦)   برابر است با سهمیروی: 

𝑑 = √(𝑥 − 3)2 + 𝑦2      

𝑦 

𝑥 

𝑟 

𝑟 
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      𝑑(𝑥) = √(𝑥 − 3)2 + (𝑥2)2 

 

 

 

 

 را بیابیم.  𝑑(𝑥)باید مینیمم تابع 

𝑓  برای سادگی مینیمم تابع = (𝑥 − 3)2 + 𝑥4  ) آوریم.میبدست را )زیر رادیکال 

𝑓́(𝑥) = 2(𝑥 − 3) + 4𝑥3 =∘ 

𝑥شود معلوم می با محاسبه =   است. 𝑓تابع  مینیممنقطه بحرانی و  1

 ی مورد نظر است.نقطه  𝐴(1,1)بنابراین 

 

های کوچکی از مربع بریدنخواهیم با می مفروض است. مترسانتی 6ای مربع شکل به ضلع ورقه .مثال

جعبه بیشترین حجم را داشته ها را به چه اندازه باید برید تا ای مکعبی بسازیم، مربعچهار گوشه، جعبه

 ؟باشد

  :حجم این جعبه برابر است با ،طول ضلع هر مربع کوچک باشد. با توجه به شکل xفرض کنیم  حل.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑉(𝑥) = 𝑥(6 − 2 𝑥)2     ،   ∘≤ 𝑥 ≤ 3  
 

𝑉́(𝑥) = (6 − 2 𝑥)2 + (6 − 2 𝑥)(−4 𝑥) = ∘ 

6− 2𝑥 

𝑥 

𝑥 

𝑦 

3 𝑥 
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   :آیداز حل معادله بدست می

𝑥 = 1  ،    𝑥 = 3       
 

     𝑉(1) = 16   ،  𝑉(3) =∘ ،   𝑉(∘) =∘ 
𝑥بنابراین با انتخاب  =  آید.جعبه با بیشترین حجم بدست می  1

 

 آهنگ های وابسته

توان به حسب آهنگ تغییر کمیت از مسائل آهنگ تغییر یک کمیت )نسبت به زمان( را می در بعضی

 دیگر )نسبت به زمان( بدست آورد.

 

متر  3متر و شعاع قاعده  6مخزن مخروطی به ارتفاع  واردمترمکعب در دقیقه  3ا سرعت بآب  .مثال

 متر است، سطح آب با چه سرعتی بالا می آید؟ 2عمق آب  قتیشود، ومی

 گیریم.را به ترتیب شعاع و ارتفاع مخروط را پر شده در نظر می 𝑥 و 𝑦 . حل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
=

6

3
𝑥 :      پس =

1

2
𝑦   

   :حجم مخروط پر شده برابر است با 

                     𝑉 =
1

3
𝜋𝑥2𝑦         لذا :        𝑉 =

1

12
𝜋𝑦3 

 گیریم.مشتق می tاز طرفین معادله نسبت به زمان   
𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

1
4
𝜋𝑦2 𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

𝑦      :بنا به صورت مسئله = 𝑉́(𝑡)     و    2 =     :پس 3
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

4
𝜋𝑦2 ×

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

3
𝜋

 

سرعت  ب بامتر است آ 2بنابراین وقتی عمق آب 
3

𝜋
 دقیقه بالا می آید. متر در 

6 

3 

𝑦 

2𝑥 

𝑥 

𝜃 

𝑦 

6 

3 



 فصل پنجم  78

 

 فصل پنجم تمرینات -5

3آهنگ رشد نسبی جمعیت کشوری ثابت است، بعد از  -1 برابر شده  2سال جمعیت این کشور  ∘

 کند؟است، جمعیت با چه آهنگی در سال رشد می

 

گذاری شده است، پس از چند سال سرمایهسالیانه  ٪7مبلغ دو هزار دلار در بانکی با سود پوسته  -2

 مبلغ سپرده دو برابر می شود؟

 

1مبلغ  -3  وام گرفته شده است. ٪8ی دلار با سود سالانه  ∘∘∘

 ؟سال چقدر باید پرداخت شود 3الف( با سود مرکب سالانه )سود هر سال محاسبه شود( بعد از 

 ؟سال چقدر باید پرداخت شود 3ب( با سود مرکب ماهانه )سود هر ماه محاسبه شود( بعد از 

 ؟سال چقدر باید پرداخت شود 3ج( با سود پیوسته ، بعد از 

 

 توابع زیر را بیابید. ینقاط بحران -4

(∘)𝑓  الف(             = 𝑥3 − 𝑥                        )ب   𝑔(𝑥) = √𝑥
3 

(∘)𝑓       ج(              =
3

𝑥+4
𝑔(𝑥)  د(                           = 𝑥

3
2 

 

  ی داده شده بیابید.اکسترمم های مطلق توابع زیر را روی فاصله

     5-        𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)3          − 1 ≤ 𝑥 ≤ 2 

     6-       𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
               − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1        

 

|𝑥|       ها ثابت کنید اگربا استفاده از اکسترمم -7 ≤ 3𝑥|    آنگاه  2 − 𝑥3| ≤ 2 

 

𝑥 2ی   نشان دهید معادله -8 − 1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥  دقیقا یک ریشه حقیقی دارد. ∘=

 

𝑓(𝑥) تابعثابت کنید  -9 = 𝑥3 +
𝑥2

2
+ 𝑥 −  دقیقا یک ریشه حقیقی دارد. 2

 

 .موارد زیر را ثابت کنید

      10-        |sin−1b − sin−1 𝑎| ≥ |𝑏 − 𝑎|  ,         𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

 

       11- |sinh−1b − sinh−1 𝑎| ≤ |𝑏 − 𝑎|      ,     𝑎, 𝑏 ∈ ℝ       
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 های زیر را با استفاده از مشتق ثابت کنید.تساوی

     12-      sin−1𝑥 + cos−1𝑥 =
𝜋

2
 

     13-     cosh2𝑥 − sinh2𝑥 = 1 

     14-   cosh−1𝑥 = 𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 − 1) 

 
 نقاط اکسترمم نسبی توابع زیر را پیدا کنید.

     15-   𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 4 𝑥 + 1 

     16-   𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑥
2
3 

     17-   𝑓(𝑥) = tan−1(𝑥2) 
 

𝑓(𝑥) اکسترمم نسبی و مطلق تابع -18 = √𝑒−𝑥
2
+   را پیدا کنید.  1

اکسترمم ، آن نقطه داشته باشد اکسترمم نسبیاگر تابعی پیوسته در یک فاصله دقیقاً یک  راهنمایی. 

 نیز هست.  مطلق

𝑓(𝑥)اکسترمم مطلق تابع  -19 = 𝑥
2
 را بیابید.  3

 

 با استفاده از قاعده هوپیتال حدود زیر را حساب کنید.

     20-   lim
𝑥→∘

1

𝑥
−

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

      21 -    lim
𝑥→∘

sinx−sinhx

𝑥2 

      22 -    lim
𝑥→+∞

𝑥 − √𝑥2 + 𝑥 

      23-      lim 
𝑥→∘+

[𝑥]−𝑥

𝑥2 

      24-   lim   
𝑥→+∞

(𝑥 + 𝑒𝑥)
1
𝑥 

       25 -  lim 
𝑥→∘+

(tan 2 𝑥)𝑥 

 زیر را رسم کنید. توابعنمودار 

        26 -    𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3 𝑥 

        27 -        𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥 + 3 

        28-   𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
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        29-  √𝑥 + √𝑦 = 1 

        30-    𝑓(𝑥) = sinh−1(𝑥2) 

 

𝑥2 4نقاطی روی بیضی  -31 + 𝑦2 =  دورترین باشد.  (∘,1)ی  بیابید که تا نقطه 4

𝑦2 ی روی سهمینقطه -32 = 2 𝑥  ترین باشد.( نزدیک4,1) یبیابید که به نقطه 

 

 و مجموع آنها حداقل باشد. 144عدد مثبت بیابید که حاصل ضرب آنها دو  -33

 

یضابعاد مستطیل را بیابید که داخل بی -34
 𝑥2

 𝑎2 +
 𝑦2

 𝑏2 =  محاط شده و مساحت آن بیشترین باشد. 1

 هایشتوان آن را در مثلث قائم الزاویه که طول ساقبمساحت بزرگترین مستطیل را بیابید که  -35

 د.نها قرار گیرهای مستطیل روی ساقضلع از متر است طوری محاط کرد که دو تاانتیس 4و   3    

 

1/8 قد شخصی با -36 متری از سطح  3متر بر ثانیه از تیر چراغی که در ارتفاع  1با سرعت  یمتر ∘

 کند؟ی شخص با چه سرعتی حرکت مینوک سایه .شودزمین قرار دارد دور می



 

 
 

 

 

 

 فصل ششم: انتگرال
اساسی انتگرال در آثار ریاضی دانان باستان در تعیین مساحت ناحیه و یا حجم یک اول بار مفهوم 

ریاضی دانان قرن هفدهم آن را پرورش دادند تا مفهوم انتگرال صورت  جسم به کار گرفته شده بعداً

 بندی شد. همچنین معلوم شد که انتگرال با مشتق ارتباط دارد.

 

 انتگرال معین -۱

 مساحت ناحیه

𝑦کنیم  فرض = 𝑓(𝑥)  تابعی پیوسته و مثبت روی فاصله[𝑎, 𝑏]مساحت ناحیه خواهیم می .باشد

 ) 𝑓ناحیه زیر منحنی(را بیابیم.  x=bو   x=aها و دو خط  xو محور   fمحدود به منحنی 

 

 

 

 

 

 

𝑎فرض کنیم  = 𝑥∘ < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ 𝑥𝑛 = 𝑏  یک افراز فاصله[𝑎, 𝑏] ،ی بهیهامستطیل باشد 

𝑥𝑖∆عرض   = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)   و طول𝑓(𝑐𝑖) گیریم که در آن در نظر می𝑐𝑖 ینقطه 

,𝑥𝑖−1]ی  دلخواه در فاصله  𝑥𝑖]  .است 

 

 

 

 

 

 

 
𝑎 = 𝑥∘   𝑐1 𝑥1         

⬚⬚ 

 𝑥𝑖−1  𝑐𝑖  𝑥𝑖      𝑥𝑛 =  𝑏       

 

 

 

 

𝑏 𝑎 
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به طور  𝐴 باشد، مقدار fمساحت زیر منحنی  𝐴اگر ،   𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖  برابر است با مستطیل مساحت هر

 :   تقریبی برابر است با

𝐴 ≅ ∑ 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

  شود.به صورت زیر تعریف می fعرض بزرگترین مستطیل باشد، مساحت زیر منحنی  𝜆 فرض کنیم

 𝐴 = lim
𝜆→∘

∑ 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖  

𝑛

𝑖=1

 

,𝑎]ی را روی فاصله 𝑓(𝑥)تابع  .تعریف 𝑏]   معین است، انتگرالمفروض f یفاصله روی [𝑎, 𝑏]  به

 صورت زیر است.

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝜆→∘

∑ 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

,𝑎]را روی فاصله fاگر حد سمت راست وجود داشته باشد،  𝑏]  نامند.انتگرال پذیر می 

 چند نکته:

 یکتا است. 𝑐𝑖حد سمت راست در صورت وجود با انتخاب هر افزار و هر  -1

 تابعی پیوسته و مثبت باشد، تعبیر هندسی انتگرال معین، مساحت زیر منحنی است. fاگر  -2

 )حد مجموع( های کوچک است.مفهوم انتگرال معین حد مجموع جزء -3

 

,𝑎]روی fاگر  .قضیه 𝑏]   پیوسته باشد، آنگاهf .روی این فاصله، انتگرال پذیر است 

 مقدماتی انتگرال پذیر هستند با این حال عکس قضیه لزوماًدهد بسیاری از توابع این قضیه نشان می

 بع ناپیوسته، انتگرال پذیر هستند.برقرار نیست، یعنی بعضی از توا

⇏ 
 انتگرال پذیری ⇐پیوستگی        

 

کراندار و فقط در تعداد متناهی نقطه ناپیوسته  توان ثابت کرد اگر تابعی روی یک فاصلهمی .توجه

 باشد. تابع روی این فاصله انتگرال پذیر است.

 

𝑓(𝑥)نشان دهید تابع  .مثال = {
3             𝑥 ∈ 𝑄
2            𝑥 ∉ 𝑄

,𝑎]ی روی هر فاصله  𝑏]  پذیر نیست.انتگرال 

 ها را اعداد گویا انتخاب کنیم𝑐𝑖اگر  داشته باشد،حد در تعریف انتگرال وجود مقدار فرض کنیم  حل.

 داریم:
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∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝜆→∘

∑ 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

= lim
𝜆→∘

∑ 3∆𝑥𝑖 = 3(𝑏 − 𝑎)

𝑛

𝑖=1

 

 داریم: ها را اعداد گنگ انتخاب کنیم 𝑐𝑖اگر 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝜆→∘

∑ 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

= lim
𝜆→∘

∑ 2∆𝑥𝑖 = 2(𝑏 − 𝑎)

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑏)3 :     باید ،اما بنا به یکتایی جواب انتگرال − 𝑎) = 2(𝑏 − 𝑎)    

3  :پس = ,𝑎]روی f ،ین تناقضه ابناب     2 𝑏]  .انتگرال پذیر نیست 

 

∫ انتگرال ،استفاده از تعبیر هندسی با .مثال 𝑥𝑑𝑥
2

1
 را حساب کنید.  

𝑓(𝑥)ی زیر منحنی در شکل مقابل ناحیه حل. = 𝑥 نشان داده شده است. [1,2]ی روی فاصله 

 با مساحت این ذوزنقه است.مقدار انتگرال برابر 

 

 

 

 

∫ 𝑥𝑑𝑥
2

1
=

1
2

(1 + 2) =
3
2
 

  
 خواص انتگرال معین 

,𝑎]ی  فاصله روی gو  fفرض کنیم  𝑏]  باشند. پیوسته 

1   )∫ (𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

2)    ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

 

,𝑎] ، یفاصله اگر روی (3 𝑏]  𝑓 ≥ 𝑔      آنگاه∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
   

4)  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑎

𝑏
 )تعریف(   

5  )∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∘
𝑎

𝑎
 

 

6  )∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎
,𝑎به ازای هر ترتیبی از (       𝑏, 𝑐 ( 

2 1 
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 انتگرال ها: مقدار میانگین برای قضیه

,𝑎]روی  fفرض کنیم  𝑏] پیوسته، در این صورت عددی مانند𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]   وجود دارد، به طوریکه:  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)
𝑏

𝑎
 

 

 (۱قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال )

,𝑎]روی   fفرض کنیم تا  𝑏]  پیوسته باشد، در این صورت تابع𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
روی فاصله 

[𝑎, 𝑏]و مشتق پذیر است      𝐹́(𝑥) = 𝑓(𝑥)   

 اثبات.

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+∆𝑥

𝑎
− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+∆𝑥

𝑥

𝑥

𝑎
   

𝑥 بین  cبنا به قضیه مقدار میانگین برای انتگرال، یک  + ∆𝑥 و 𝑥  وجود دارد به طوریکه: 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑐)∆𝑥
𝑥+∆𝑥

𝑥

 

𝑥 بین  cاز اینکه  + ∆𝑥 و 𝑥 گیریمنتیجه می ، است : 

lim 
∆𝑥→∘

𝑐 = 𝑥 

 

𝐹́(𝑥) = lim 
∆𝑥→∘

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)

∆𝑥
= lim 

∆𝑥→∘

𝑓(𝑐)∆𝑥

∆𝑥
   

 

)    𝑓 پیوسته است(         = lim 
∆𝑥→∘

𝑓(𝑐) = 𝑓 (lim 𝑐
∆𝑥→∘

) = 𝑓(𝑥)
          

           

 

𝐹́(𝑥)  :     بنابراین  = 𝑓(𝑥) 

 

𝐹(𝑥)مشتق تابع  .مثال = ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

 را بیابید. 1

𝐹́(𝑥)ی اساسی  بنا به قضیه حل. = 𝑒−𝑥2
 

 

𝐹(𝑥)مشق تابع  .مثال = ∫ √1 + 𝑡2𝑥3

𝑥2 𝑑𝑡   .را بیابید 

 قاعده زنجیری و قضیه اساسی داریم:و  بنا به خواص انتگرال  .حل

 

𝐹́(𝑥) = √1 + (𝑥3)2. 3𝑥2 − √1 + (𝑥2)2. 2 𝑥 
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 معینانتگرال نا -2

I  ،𝐹́(𝑥). فرض کنیم روی فاصله تعریف = 𝑓(𝑥)   در این صورتF  را تابع اولیه )پاد مشتق( تابع

f نامند.می 

 :باشند، در این صورت Iروی فاصله  fدر تابع اولیه ی  Gو  Fفرض کنیم  .قضیه

𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐 
 

 در یک عدد ثابت اختلاف دارند. I فاصله روی fهای تابع اولیه ،ی بالاقضیه به بنا

 :به صورت زیر است fباشد، انتگرال نامعین  fی تابع اولیه Fفرض کنیم  .تعریف

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 

 چند نکته:

 است.x نسبت به متغیر  گیریدهد که انتگرالنشان می 𝑑𝑥علامتالف( 

∫ ، ( 1ی اساسی )بنا به قضیهب( 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 :است.بنابراین fیک تابع اولیه  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

+ 𝑐   

 :بنا به تعریف انتگرال نامعین ج(

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 ⇔ 𝐹́(𝑥) = 𝑓(𝑥)   

 توان درستی آن را امتحان کرد.گیری از جواب انتگرال میلذا با مشتق

 :دنشوچند فرمول زیر به همین روش ثابت می

∫ 𝑥𝑟𝑑𝑥 =
𝑥𝑟+1

𝑟 + 1
+ 𝑐       , 𝑟 ≠ −1 , 𝑟 ∈ ℝ   

 

∫
1
𝑥

𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

∫ sin𝑡 𝑑𝑡 = −cos𝑡 + 𝑐 

 :  مثلاً

∫ 𝑥4𝑑𝑥 =
𝑥5

5
+ 𝑐     

 

∫ √𝑡 𝑑𝑡 = ∫ 𝑡
1
2 𝑑𝑡 =

𝑡
3
2

3
2

+ 𝑐    
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 در فرمول  باشد، مثلاًمی گیریمدر نظر می روی یک بازه را انتگرال نامعین وابج تذکر.

∫
1

𝑥3 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑥−3𝑑𝑥 =
−1
2𝑥2 + 𝑐  

𝑥 ∈ 𝑥    یا اینکه        ]∘, ∞−[ ∈ ]∘ , +∞[ 

 

 . کندمیارتباط برقرار  مجزا یعنی مشتق و انتگرال معین بین دو مفهوم ظاهراً زیر قضیه

 (2قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال )

,𝑎]  یروی فاصله fفرض کنیم تابع  𝑏]   پیوسته وF ی تابع اولیهf  .روی این فاصله باشد(𝐹́ = 𝑓) 

  :در این صورت

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) |
𝑏
𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎

 

𝐺(𝑥)فرض کنیم   .برهان = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
𝐺́(𝑥)  ،(1اساسی ) یبنا به قضیه   = 𝑓(𝑥)   پسG 

,𝑎]روی  fدو تابع اولیه  Fو  𝑏] هستند. 

𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) + 𝑐 
 

𝐺(𝑎)      اما 𝐹(𝑎)  و  ∘ = = 𝑐         لذا      𝐹(𝑏) = 𝐺(𝑏) + 𝐹(𝑎)   

 :بنابراین 

𝐺(𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 

 .ستای اساسی محاسبه شدهزیر با قضیه انتگرال مثال:

∫ 𝑥2
2

1
𝑑𝑥 = (

𝑥3

3
) |

2
1 =

8
3

−
1
3

=
7
3
 

 

𝑓(𝑥)مساحت زیر منحنی   .مثال = 𝑠𝑖𝑛𝑥  را روی فاصله[∘, 𝜋] .بیابید  

 مثبت است.  𝑠𝑖𝑛𝑥روی این فاصله  .حل

 

 

 

 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝜋

∘

𝑑𝑥 = (−𝑐𝑜𝑠𝑥) |
𝜋
∘

= (−𝑐𝑜𝑠𝜋) − (−𝑐𝑜𝑠 ∘) = 2      

2𝜋 𝜋 
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∫اگر  .مثال 𝑓(𝑥)
3

∘
𝑑𝑥 ،  𝑓(𝑥) = {

𝑥2            ∘ ≤ 𝑥 < 2      
1

𝑥2            2 ≤ 𝑥 ≤ 3      
 را محاسبه کنید.     

 

𝑥)تابع فقط در یک نقطه این .حل =  بنابراین روی این فاصله انتگرال پذیر است. .ناپیوستگی دارد(2

∫ 𝑓(𝑥)
3

∘

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)
2

∘

𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
3

2

𝑑𝑥 

 

= ∫ 𝑥2
2

∘

𝑑𝑥 + ∫ 𝑥−2
3

2
𝑑𝑥 = (

𝑥3

3
) |

2
∘

+ (
−1
𝑥

) |
3
2 =

17
6

 

 

 چند خاصیت انتگرال نامعین

∫ 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

 

∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

∫ 𝑘𝑑𝑥 = 𝑘 𝑥 + 𝑐 

  .آورد ابتدا باید انتگرال نامعین )پاد مشتق( تابع را بدست انتگرال معین،ی که برای محاسبه دیدیم

 ها(آوریم )تابع اولیهتوابع مقدماتی را می نامعین های انتگرالاینجا تعدادی از فرمولدر

∫ 𝑥𝑟𝑑𝑟 =
𝑥𝑟+1

𝑟 + 1
,  𝑟 ≠ −1   

 

∫
1
𝑥

𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| 

 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 

∫ cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 

∫ 𝑐𝑠𝑐2𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑡𝑥 
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∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 

∫ 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

𝑙𝑛𝑎
 

 

∫
𝑑𝑥

𝑎2 + 𝑥2 =
1
𝑎

𝑡𝑎𝑛−1(
𝑥

𝑎
) 

∫
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
= 𝑠𝑖𝑛−1(

𝑥

𝑎
) 

 

∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 

∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 

∫ 𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥 

∫ 𝑐𝑠𝑐ℎ2𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 

 

∫
𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2 =
1

2 𝑎
𝑙𝑛 (

𝑎 + 𝑥

𝑎 − 𝑥
)   یا  

1
𝑎

𝑡𝑎𝑛ℎ−1 (
𝑥

𝑎
)   , 𝑥2 < 𝑎2 

∫
𝑑𝑥

√𝑎2 + 𝑥2
= 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑎2 + 𝑥2) )𝑠𝑖𝑛ℎ−1      یا         

𝑥

𝑎
) 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2)      یا     𝑐𝑜𝑠ℎ−1 (

𝑥

𝑎
) , 𝑥 > 𝑎  

 دارند.𝑐+ ها تمامی فرمول .توجه

  چند مثال:

                                    ∫(2𝑥3 − 𝑥)𝑑𝑥 = 2
𝑥4

4
−

𝑥2

2
+ 𝑐 

∫
𝑥2 − 𝑥4

𝑥3 𝑑𝑥 = ∫ (
1
𝑥

− 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| −
𝑥2

2
+ 𝑐 

∫ (−𝑥3 + 1)𝑑𝑥 = (
−𝑥4

4

3

−1
+ 𝑥) |

3
−1 = (

−8 ∘

4
+ 4) = −16 
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∫
1 ∘𝑥

3𝑥+1  𝑑𝑥 =
1
3

∫ (
1 ∘

3
)

𝑥

𝑑𝑥 =
1
3

(
1 ∘
3 )

𝑥

𝑙𝑛 (
1 ∘
3 )

+ 𝑐 

∫
1

5 + 𝑡2  𝑑𝑡 =
1

√5
𝑡𝑎𝑛−1 (

𝑡

√5
) + 𝑐 

 

∫
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥.𝑐𝑜𝑠2𝑥
 𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥.𝑐𝑜𝑠2𝑥
 = ∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝑠𝑐2𝑥𝑑𝑥  

                      = 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑡𝑥 

 

∫
1

√4 − 𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1(

𝑥

2
)

2

∘

|
2
∘

= 𝑠𝑖𝑛−1(1) − 𝑠𝑖𝑛−1(∘) =
𝜋

2
 

 

∫
𝑑𝑥

9 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
1
3

𝑙𝑛
1

∘

(
3 + 𝑥

3 − 𝑥
) |

1
∘

=
1
2

(l𝑛(2) − 𝑙𝑛(1)) =
ln 2

2
 

 

,𝑎]روی   fکنیم  فرض 𝑏]   انتگرال پذیر و𝑎 = 𝑥∘ < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ 𝑥𝑛 = 𝑏  یک افراز با 

𝜆                     :های مساوی باشدفاصله = ∆𝑥 =
𝑏−𝑎

𝑛
        

   

𝑐𝑖   :         با انتخاب = 𝑎 +
𝑖(𝑏−𝑎)

𝑛
   ،   𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 داریم: انتگرال تعریف و 

 

lim  
𝑛→+∞

𝑏 − 𝑎

𝑛
∑ 𝑓(𝑐𝑖)

𝑛

𝑖=1

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

 زیر را حساب کنید.ی هامجموعحد  فرمول بالابا استفاده . مثال

  lim                        الف(
𝑛→+∞

1

𝑛
(√1

𝑛
+ √2

𝑛
+ ⋯ + √𝑛

𝑛
) 

 حل.

lim  
𝑛→+∞

1
𝑛

(√
1
𝑛

+ √
2
𝑛

+ ⋯ + √
𝑛

𝑛
) = lim  

𝑛→+∞

1
𝑛

∑ √ 𝑖

𝑛
  

𝑛

𝑖=1

= ∫ √𝑥𝑑𝑥 =
2
3

1

∘

 

(  𝑓 (𝑥) = √𝑥 و     𝑐𝑖 =
𝑖

𝑛
  ،   b = 1 ،   𝑎 =∘) 
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  lim                      ب(
𝑛→+∞

(
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+ ⋯ +

1

𝑛+𝑛
)  

  حل.

lim  
𝑛→+∞

(
1

𝑛 + 1
+

1
𝑛 + 2

+ ⋯ +
1

𝑛 + 𝑛
) = lim  

𝑛→+∞

1
𝑛

∑
𝑛

𝑛 + 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= lim  
𝑛→+∞

1
𝑛

∑
1

𝑛+𝑖
𝑛

𝑛

𝑖=1

= lim  
𝑛→+∞

1
𝑛

∑
1

1+(
𝑖
𝑛

)

𝑛

𝑖=1

= ∫
1

1 + 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛2

1

∘

 

(𝑓 (𝑥) =
1

1 + 𝑥
𝑐𝑖  و  =

𝑖

𝑛
  ،  b = 1 ،   𝑎 =∘)  

 
 

 گیریانتگرالهای روش -3

 گیری به روش جانشینی )تغییر متغیر(انتگرال

f   (𝐹́ی تابع اولیه Fفرض کنیم  = 𝑓)  و𝑢(𝑥) با قاعده زنجیری داریم: .مشتق پذیر باشد یتابع 
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹(𝑢(𝑥))) = 𝐹́(𝑢). 𝑢́(𝑥) = 𝑓(𝑢).𝑢́(𝑥) 

 :و بنا به تعریف انتگرال نامعین

∫ 𝑓(𝑢(𝑥)).𝑢́(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑢(𝑥)) + 𝑐 = 𝐹(𝑢) + 𝑐 

                     :از طرفی

∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = 𝐹(𝑢) + 𝑐 

 :بنابراین 

∫ 𝑓(𝑢).𝑢́(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 

 نامند.رمول را روش جانشینی میفمحاسبه انتگرال با این 

ن تواند همامی du ،بنا به فرمول جانشینی .گیری بودبه معنای متغیر انتگرال duیا   dx قبلاً توجه.

 باشد.معنای دیفرانسیل را داشته 

𝑑𝑢 = 𝑢́(𝑥) 𝑑𝑥 
 کنیم. می های انتگرال تبدیل فرمولبه انتگرال را  ،جانشینی با یک تغییر متغیر مناسب روش در

∫ .مثال √𝑥3 + 1 . 𝑥2𝑑𝑥 .را پیدا کنید 

𝑢   قرار می دهیم:   حل. = 𝑥3 + 𝑑𝑢    پس  1 = 3𝑥2𝑑𝑥   و    
𝑑𝑢

3
= 𝑥2𝑑𝑥     
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∫ √𝑥3 + 1 . 𝑥2𝑑𝑥 = ∫ √𝑢 .
𝑑𝑢

3
=

1
3

∫ 𝑢
1
2 𝑑𝑢 =

2
9

𝑢
3
2 + 𝑐 =

2
9

(𝑥3 + 1)
3
2 + 𝑐 

 

∫   . مثال 𝑡𝑎𝑛3𝑥 . 𝑠𝑒𝑐2𝑥.𝑑𝑥 .را بیابید 

𝑡    . با انتخابحل = 𝑡𝑎𝑛𝑥     داریم :     𝑑𝑡 =  𝑠𝑒𝑐2𝑡𝑑𝑡 

 

∫ 𝑡𝑎𝑛3𝑥 . 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑡3𝑑𝑡 =
𝑡4

4
+c=

𝑡𝑎𝑛4𝑥

4
 +c 

 

 امکان مشتق آن داخل انتگرال باشد.کنیم که تا حد را طوری انتخاب می u جانشینی در روش نکته:

 

∫  .مثال
𝑥

𝑥2+4
 را بیابید.   

𝑢با انتخاب حل. = 𝑥2 +  داریم: 4

∫
𝑥

𝑥2 + 4
𝑑𝑥 =

1
2

∫
𝑑𝑢

𝑢
𝑑𝑥 =

1
2

𝑙𝑛|𝑢| + 𝑐 =
1
2

𝑙𝑛(𝑥2 + 4) + 𝑐 

 

∫ .مثال 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥
𝜋

4
∘

 را حساب کنید. 

∫                     .              حل 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 

𝑡با انتخاب  = 𝑐𝑜𝑠𝑥  :داریم 

∫ 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ∫
−𝑑𝑡

𝑡
= −𝑙𝑛|𝑡| = −𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| 

∫ 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 = (− 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥)

𝜋
4

∘

|
𝜋

4
∘

= − 𝑙𝑛 (
√2
2

) + 𝑙𝑛(1) = −𝑙𝑛 (
√2
2

) 

 

های انتگرال را توان کرانی انتگرال معین با روش جانشینی تحت شرایط مناسب میهنگام محاسبه

 عوض کرد.

 

∫انتگرال  .مثال
𝑥

9+𝑥4 𝑑𝑥
√3

∘
 را پیدا کنید.  

      حل.

𝑡 = 𝑥2         پس :         𝑑𝑡 = 2 𝑥𝑑𝑥 
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{
𝑥 =∘     →       𝑡 =∘

𝑥 = √3   →      𝑡 = 3  

 

∫
𝑥

9 + 𝑥4 𝑑𝑥 =
1
2

√3

∘

∫
1

9 + 𝑡2 𝑑𝑡 = (
1
6

𝑡𝑎𝑛−1(
𝑡

3
)) |

3
∘

3

∘

=
1
6

𝑡𝑎𝑛−1(1) −
1
6

𝑡𝑎𝑛−1(∘) =
𝜋

24
 

 

∫ .  مثال
𝑑𝑥

−𝑥2+4 𝑥−5
  را پیدا کنید. 

 

𝑥2−       حل. + 4 𝑥 − 5 = −(𝑥 − 2)2 − 𝑡با انتخاب  ،   1 = 𝑥 −  :داریم 2

∫
1

−𝑥2 + 4 𝑥 − 5
𝑑𝑥 = − ∫

1
(𝑥 − 2)2 + 1

𝑑𝑥 

 

= − ∫
1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = − 𝑡𝑎𝑛−1(𝑥 − 2) + 𝑐 

 

∫    تابعی پیوسته و فرد باشد، ثابت کنید 𝑓اگر  .مثال 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∘
𝑎

−𝑎
 

𝑡 .اثبات = −𝑥  پس:  𝑑𝑡 = −𝑑𝑥  

{
𝑥 = −𝑎  →      𝑡 = 𝑎
𝑥 = 𝑎   →    𝑡 = −𝑎

 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

−𝑎

∫ 𝑓(−𝑡)(−𝑑𝑡) =
−𝑎

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑎

−𝑎

− ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

 

 

  :      بنابرایناستفاده شده است.  xبه  tدر تساوی آخر از تغییر نام 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∘
𝑎

−𝑎
 

 

 گیری به روش جزء به جزءانتگرال

 توابعی مشتق پذیر باشند. v(x)و  u(x)فرض کنیم 
(𝑢.𝑣) ́ = 𝑣.𝑢́ + 𝑢.𝑣́ 

     ∫(𝑣.𝑢́ + 𝑢.𝑣́)𝑑𝑥 = 𝑢.𝑣 

∫ 𝑣𝑑𝑢 + ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢.𝑣 
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       :بنابراین

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢.𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 

 ای اخیر را فرمول جزء به جزء می نامند.رابطه

 

∫  .مثال 𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 .را پیدا کنید 

}فرض کنیم   حل.
𝑢 = 𝑥              
𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥     

 گیریم.انتگرال می dvدیفرانسیل و از  uاز   

{
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥    
𝑣 = 𝑒𝑥     

  

 داریم:   

∫ 𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐 

∫ .   مثال 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥
2

1
 را پیدا کنید. 

𝑑𝑢}     .حل =
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑣 = 𝑥 
}     پس         

𝑢 = 𝑙𝑛𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥

    

∫ 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − ∫ 𝑥.
1
𝑥

𝑑𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 

∫ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥
2

1
= (𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥) |

2
1 = 2 𝑙𝑛(2) − 1 

 

∫ .مثال 𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 .را حساب کنید 

}         حل.
𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥

𝑣 = 𝑒𝑥 }     پس         𝑢 = 𝑥2

𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥
       

 

∫ 𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥 − 2 ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 

 : شود. بنابراینمی محاسبه روش جزء به جزء مجدداً بهانتگرال سمت راست 

∫ 𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥 − 2(𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥) + 𝑐 

 

 .به توان بستگی داردجزء  به جزءتعداد  هادر بعضی انتگرال

𝑥2)∫  بار جزء به جزء دو − 2 𝑥 + 1) 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 → 

∫  بار جزء به جزء سه 𝑙𝑛3𝑥𝑑𝑥 → 

∫  بار جزء به جزء سه 𝑥3𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥𝑑𝑥 → 
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∫  با این حال  𝑥4𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 به تمرینات مراجعه شود(شود.فقط با یک بار جزء به جزء حل می.( 

 

 شوند.گیری دو فرمول زیر ثابت میبا مشتق

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| + 𝑐 

∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑐𝑠𝑐𝑥 − 𝑐𝑜𝑡𝑥| + 𝑐 

 

∫ .مثال 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 .را پیدا کنید 

𝑠𝑒𝑐3𝑥  .حل = sec 𝑥(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥) = 𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛2𝑥 

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| 

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑥.(𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛𝑥)𝑑𝑥 

 

}با انتخاب 
𝑢 = 𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛𝑥
𝑑𝑢}        :اریمد           = 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥

𝑣 = 𝑠𝑒𝑐𝑥
 

 

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥.𝑠𝑒𝑐𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 

 :پس

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 = ∫(𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛2𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥.𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑑𝑥 

= 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| + 𝑡𝑎𝑛𝑥.𝑠𝑒𝑐𝑥 − ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 

 :بنابراین

∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 =
1
2

𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| +
1
2

𝑡𝑎𝑛𝑥.𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑐 

 )روش بازگشتی  (.ده استدر محاسبه انتگرال، خود انتگرال دوباره ظاهر ش

     

ها لازم است چند بار از جزء به جزء استفاده شود، این نوع ی بعضی انتگرالدیدیم که در محاسبه  

 تر حل کرد.بعد سریعتوان به روش مثال ها را میانتگرال

 

∫ .مثال 𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥
 

 
 را بیابید. 

 کنیم.می به صورت زیر عمل اماشود، بار جزء به جزء حل می سهاین انتگرال با  حل.
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∫ 𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −𝑥3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 3𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 6 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 6 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

 صفر شود. ،گیریفاده از روش ذکر شده باید مشتق یکی از توابع بعد از تعداد متناهی مشتقاست برای

 

 گیری به روش کسرهای جزئیانتگرال

خواهیم از توابع گویای در اینجا می
𝑝(𝑥)

𝑄(𝑥)
 ای هستند.چند جمله Qو  Pانتگرال بگیریم که در آن  

های اول یا دوم ای به عاملتوان نشان داد هر چند جملهمی ،بنا به قضیه اساسی جبر در فصل اول

 ).تواند تکراری باشندعوامل میاین (شود. تجزیه می

 

  ای درجه دومی است که تجزیه نشود)ریشه حقیقی نداشته باشد(: عامل درجه دوم، چند جملهتذکر

 فرض کنیم در عبارت 
𝑝(𝑥)

𝑄(𝑥)
 ی مخرج باشد.صورت کمتر از درجه یدرجه 

 

 شود.می های زیر تفکیکمثالمانند  توان نشان دادمی های اول تجزیه شود،اگر مخرج به عامل الف(
𝑥 + 4

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 + 2
 

 
1

(𝑥 + 1)2(𝑥 + 5)
=

𝐴

(𝑥 + 1)2 +
𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 + 5
 

 

 )های مخرج کسر جزئی بنویسیم.به تعداد عامل (نامندهای سمت راست را کسرهای جزئی میعبارت

 

 مشتق      انتگرال             

sin 𝑥                       𝑥3 

− cos 𝑥                3𝑥2 

− sin 𝑥                    6𝑥 

cos 𝑥                        6 

sin 𝑥                       ∘   

+ 

− 

− 

+ 
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∫ .مثال
𝑥−2

𝑥2(𝑥−1)
𝑑𝑥 .را حساب کنید 

 حل.
𝑥 − 2

𝑥2(𝑥 − 1)
=

𝐴

𝑥2 +
𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥 − 1
=

𝐴(𝑥 − 1) + 𝐵𝑥(𝑥 + 1) + 𝐶𝑥2

𝑥2(𝑥 − 1)
 

 .برقرار است xتساوی اول و سوم به ازای هر 

 

𝑥 − 2 ≡ 𝐴(𝑥 − 1) + 𝐵𝑥(𝑥 − 1) + 𝐶𝑥2 
 ).ریشه های مخرج انتخاب شوند xبهتر است (آیند. بدست می  𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 های مختلف   xبا انتخاب 

𝑥 = ∘ →   𝐴 = 2 
𝑥 = 1 →  𝐶 = −1  
𝑥 = 2  →  𝐵 = 1   

 

  ∫
𝑥−2

𝑥2(𝑥−1)
𝑑𝑥 = ∫

2

𝑥2 𝑑𝑥 + ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 + ∫

−1

𝑥−1
𝑑𝑥 =

−2

𝑥
+ 𝑙𝑛|𝑥| − 𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝑐 

 

  های زیر تفکیکتوان نشان داد مانند مثالاگر مخرج به عامل های اول و دوم تجزیه شود، می ب(

 شوند.می
𝑥2 + 3 𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)
=

𝐴

(𝑥 − 1)2 +
𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 1
 

 
𝑥2 + 3 

𝑥(𝑥2 + 𝑥 + 1)2 =
𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥 + 𝐶

(𝑥2 + 𝑥 + 1)2 +
𝐷𝑥 + 𝐸

𝑥2 + 𝑥 + 1
 

 نویسیم.های مخرج کسر جزئی میبه تعداد عامل نیز در اینجا

 

∫ .مثال
𝑥2+1

𝑥(𝑥2+2 𝑥+2)
𝑑𝑥 .را پیدا کنید 

    حل.
𝑥2 + 1

𝑥(𝑥2 + 2 𝑥 + 2)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 2 𝑥 + 2
=

𝐴(𝑥2 + 2 𝑥 + 2) + 𝑥(𝐵𝑥 + 𝐶)

𝑥(𝑥2 + 2 𝑥 + 2)
 

 :با مرتب کردن صورت کسر داریم

𝑥2 + 1 ≡ (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + (2𝐴 + 𝐶)𝑥 + 2𝐴 
 های هم توان باید برابر باشند.ضریب

{
𝐴 + 𝐵 = 1
2𝐴 + 𝐶 =∘ 
2𝐴 = 1        
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𝐵 =
1
2

       ،         𝐶 = −1        ،     𝐴 =
1
2
 

 

∫
𝑥2 + 1

𝑥2(𝑥2 + 2 𝑥 + 2)
𝑑𝑥 = ∫

1
2
𝑥

𝑑𝑥 + ∫

1
2 𝑥 − 1

𝑥2 + 2 𝑥 + 2
𝑑𝑥 

 

𝑡 اگر = 𝑥 +  داریم: 1

∫

1
2 𝑥 − 1

𝑥2 + 2 𝑥 + 2
𝑑𝑥 = ∫

1
2 𝑥 − 1

( 𝑥 + 1)2 + 1
𝑑𝑥 =

1
2

∫
𝑡 − 3
𝑡2 + 1

𝑑𝑡 

 
1
2

∫
𝑡

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 −

3
2

∫
1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 =

1
4

𝑙𝑛(𝑡2 + 1) −
3
2

𝑡𝑎𝑛−1(𝑡) + 𝑐

=
1
4

𝑙𝑛(( 𝑥 + 1)2 + 1) −
3
2

𝑡𝑎𝑛−1(𝑥 + 1) + c 

 :بنابراین

∫
𝑥2 + 1

𝑥(𝑥2 + 2 𝑥 + 2)
𝑑𝑥 =

1
2

𝑙𝑛|𝑥| +
1
4

𝑙𝑛 (( 𝑥 + 1)2 + 1) −
3
2

𝑡𝑎𝑛−1(𝑥 + 1) 

 

اگر در عبارت  توجه.
𝑝(𝑥)

𝑄(𝑥)
مخرج باشد، ابتدا صورت را به ی درجه صورت بزرگتر یا مساوی درجه 

 کنیم.مخرج تقسیم می

 

∫ .مثال
𝑥4+1

𝑥2−1
𝑑𝑥 .را پیدا کنید 

𝑥4            :آیدبا تقسیم بدست می حل. + 1 = (𝑥2 + 1)(𝑥2 − 1) + 2 

 
  𝑥4 + 1
𝑥2 − 1

= 𝑥2 + 1 +
2

(𝑥2 − 1)
 

 

∫
  𝑥4 + 1
𝑥2 − 1

𝑑𝑥 = ∫(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 + ∫
2

𝑥2 − 1
𝑑𝑥  

در هر  ،و هم با فرمول های انتگرال شود.به روش کسرهای جزئی محاسبه می هم انتگرال آخری

 :صورت داریم

∫
  𝑥4 + 1
𝑥2 − 1

𝑑𝑥 = 
𝑥3

3
+ 𝑥 − 𝑙𝑛 (

𝑥 + 1
𝑥 − 1

) + 𝑐 
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 گیری به روش جانشینی مثلثاتیانتگرال

 .یمکنمی انتخاب زیر را  های مثلثاتیهای ذیل باشد، جانشینیاگر انتگرال شامل یکی از عبارت

√𝑥2 + 𝑎2                        √𝑥2 − 𝑎2                   √𝑎2 − 𝑥2                
  

      

       𝑥 = 𝑎 𝑡𝑎𝑛 𝜃                         𝑥 = 𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃            𝑥 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜃   
 

∫ .مثال √4 − 𝑥2𝑑𝑥  .را پیدا کنید 

𝑢انتخاب  حل. = 4 − 𝑥2  با انتخاب ).امتحان کنید(مناسب نیست: 

,   
−𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
             𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 داریم:

√4 − 𝑥2 = √4 − 4 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 = 2|𝑐𝑜𝑠 𝜃| = 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
    𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃  

 :لذا

∫ √4 − 𝑥2𝑑𝑥 = ∫(2 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

= ∫ 4𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 =  4 ∫
1 + cos 2 𝜃

2
𝑑𝜃 = 2 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 + 𝑐 

 

 باشد. xاما جواب باید بر حسب 

 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝑥

2
   ،   𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝜃                                     : پس = 𝑠𝑖𝑛−1(
𝑥

2
)   

𝑠𝑖𝑛𝜃ی از رابطه =
𝑥

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃    :آیدی فیثاغورس بدست میو رابطه  =

√4−𝑥2

2
 

 

 

 

 

 

 

∫ √4 − 𝑥2  𝑑𝑥 = 2 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 + 𝑐 

√4 − 𝑥2 

𝜃 

𝑥 2 
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= 2 𝜃 + 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃.𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐 = 2 (𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑥

2
) +

𝑥

2
√4 − 𝑥2

2
) + 𝑐 

 

 روش جانشینی مثلثاتی را باید زمان به کار ببریم که انتگرال از روش ساده تر پیدا نشود.

∫   مثلاً
3 𝑥

√𝑥2+4
𝑑𝑥  با جانشینی 𝑥 = 2 𝑡𝑎𝑛𝜃 ولی جانشینی  شود.می پیدا 𝑡 = 𝑥2 + بسیار  4

 است.تر مناسب

 

𝑦 مساحت زیر منحنی  .مثال =
1

(1+𝑥2)2 ی را روی فاصله[∘  بیابید. [1,

𝐴   :با است . مساحت این ناحیه برابرحل = ∫
1

(1+𝑥2)2 𝑑𝑥
1

∘
  

 

) :    فرض کنیم
−𝜋

2
< 𝜃 <

𝜋

2
)      𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝜃  

 

                          :پس  
1

(1+𝑥2)2 =
1

(1+𝑡𝑎𝑛2𝜃)2 =
1

𝑠𝑒𝑐4𝜃
 

 

𝑑𝑥    :          همچنین = 𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃 

 :کنیمهای انتگرال را عوض میکران

{
𝑥 = ∘ → 𝜃 = ∘

𝑥 = 1 → 𝜃 =
𝜋

4
 

𝐴 = ∫
1

(1 + 𝑥2)2 𝑑𝑥 = ∫
1

𝑠𝑒𝑐4𝜃
𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃 = ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 =

2 + 𝜋

8

𝜋
4

∘

𝜋
4

∘

1

∘

 

 

 )مجازی(های ناسره انتگرال -4

𝑓(𝑥)ی زیر منحنی مساحت ناحیه = 𝑒−𝑥    روی فاصله ی[∘, 𝑡]  برابر است با:  

 

 

 

 

 

 

𝑡 

1
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𝐴(𝑡) = ∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 1 − 𝑒−𝑡
𝑡

∘

 

𝐴(𝑡)واضح است که  < 𝑓(𝑥)مساحت زیر منحنی  𝐴حال اگر  .  1 = 𝑒−𝑥   محدود به محورx  ها

𝐴:      ها در ربع اول باشد، آنگاه yو محور  = lim
𝑡→+∞

∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 1
𝑡

∘
 

 

 

 

 

 

 

 

   دهیم.تعمیم میکران های بیتعریف انتگرال معین را روی بازه

 

∫ فرض کنیم به ازای هر  تعریف. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ،   𝑡 ≥ 𝑎
𝑡

𝑎
 وجود داشته باشد، در این صورت  

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim 
𝑡→+∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
𝑡

𝑎

+∞

𝑎

 

 

∫  در صورت وجود حد، انتگرال 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 نامند.واگرا می آن را  را همگرا و در غیر این صورت  

 :به طور مشابه، تحت شرایط مناسب

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim 
𝑡→−∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑡

𝑏

−∞

 

 نامند.می ناسره نوع اولاینها را انتگرال 

 

∫ .مثال
1

𝑥2 𝑑𝑥
+∞

 .را حساب کنید   1

 حل.

∫
1

𝑥2 𝑑𝑥
+∞

1
= lim  

𝑡→+∞
∫

1
𝑥2 𝑑𝑥 = lim  

𝑡→+∞

−1
𝑥

𝑡

1
|
𝑡
1

= lim  
𝑡→+∞

(
−1
𝑡

+ 1) = 1 

 

 

 

1
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∫انتگرال  .مثال
1

𝑥
𝑑𝑥

−1
−∞

 .را بیابید  

  حل.

∫
1
𝑥

𝑑𝑥
−1

−∞

= lim  
𝑡→−∞

∫
1
𝑥

𝑑𝑥
−1

𝑡

= lim  
𝑡→−∞

(𝑙𝑛 (1) − 𝑙𝑛 (−𝑡) = −(+∞) = −∞ 

 

𝑓(𝑥)مساحت زیر منحنی   .مثال =
1

1+𝑥2   را روی بازه]−∞,  بیابید.  ]∞+

 :مساحت ناحیه برابر با  حل.

𝐴 = ∫
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

 

 

 

 

 

 

 کنیم.انتگرال، آن را به دو انتگرال ناسره نوع اول تبدیل میبرای محاسبه این نوع 

∫
1

1+𝑥2 𝑑𝑥
+∞

−∞
= ∫

1

1+𝑥2 𝑑𝑥 + ∫
1

1+𝑥2 𝑑𝑥
+∞

∘

∘

−∞
         (1) 

 

 :شودبا محاسبه معلوم می

∫
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑥
+∞

∘

=
𝜋

2
 

∫
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑥
∘

−∞

=
𝜋

2
 

    :بنابراین

∫
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑥
+∞

−∞

=
𝜋

2
+

𝜋

2
= 𝜋 

 

∫واگرا باشد، آنگاه   (1)در  یکی از انتگرال های سمت راست فقط اگر  
+∞

−∞
 .نیز واگراست 

 

∫ توجه.
1

𝑥𝑝 𝑑𝑥
+∞

 ).به تمرینات مراجعه شود ( واگراست.  𝑝≤1همگرا و به ازای  𝑝>1به ازای  1
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  فصل ششم تمرینات -۵

 محاسبه کنید.های زیر را انتگرال ،با استفاده از تعبیر انتگرال به مساحت زیر منحنی

     1-  ∫ 𝑥𝑑𝑥
2

∘
 

 

     2-  ∫ √4 − 𝑥2𝑑𝑥
2

−2 

 

     3-  ∫ |𝑥 − 5|𝑑𝑥
1∘

∘
 

 

𝑓(𝑥) اگر  -4 = {
1      𝑥 ∈ 𝑄
∘     𝑥 ∉ 𝑄  

, ∘]ی  روی فاصله f، نشان دهید    انتگرال پذبر نیست. [2

 

, 𝑎]روی  fاگر  -5 𝑏] ثابت کنیدباشد  پیوسته ،: 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

∫ نشان دهید -6 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

1
∘

≥ ∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥
1

∘
 

 

 مشتق توابع زیر را بیابید -7

𝐹(𝑥)  الف(      = ∫ √𝑡3 − 13
 𝑑𝑡

∘

𝑥
𝐹(𝑥) ب(        = ∫

1

𝑡2+1
𝑑𝑡

𝑥2

𝑙𝑛𝑥
 

 

 حد توابع زیر را بیابید. -8

lim          الف(     
𝑥→∘

∫
sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡

𝑥2

∘

𝑥2                           )بlim
𝑥→∘

∫ tan−1 𝑡𝑑𝑡
∘

𝑥

𝑥2 

 

𝐹(𝑥)نقاط اکسترمم نسبی تابع   -9 = ∫ 𝑒𝑡(𝑡2 − 1) 𝑑𝑡
∘

𝑥
 را بیابید. 

 

 های معین زیر را پیدا کنید.انتگرال

    10-   ∫ (−𝑥2 + 3) 𝑑𝑥
4

∘
 

     11 -   ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥
2𝜋

∘
 

 

     12-   ∫ [𝑥] 𝑑𝑥
2

−1 
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 انتگرال بگیرید. -13

∫  الف(         |𝑥3 − 𝑥| 𝑑𝑥
3

∫     ب(                2− [𝑠𝑖𝑛𝑥] 𝑑𝑥
𝜋

∘
 

 

 های زیر را بیابید.های انتگرال، انتگرالبا استفاده از فرمول -14

∫      الف(   
𝑥3+√𝑥

𝑥
𝑑𝑥       )3)∫ ب𝑒𝑥 − 52)𝑥 𝑑𝑥 

 

∫     ج(   
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥        )د ∫

3

√9−𝑥2 𝑑𝑥 

 

   زیر را حساب کنید.ی هامجموعحد 

        15-         
𝑒

1
𝑛+𝑒

2
𝑛+⋯+𝑒

𝑛
𝑛

𝑛
 lim  

𝑛→+∞
 

 

        16-  lim  
𝑛→+∞

(
𝑛

𝑛2+12 +
𝑛

𝑛2+22 + ⋯ +
𝑛

𝑛2+𝑛2) 

𝑓(𝑥) تابعاز  راهنمایی:             =
1

𝑥2+1
 استفاده کنید. 

 

        17-  lim  
𝑛→+∞

1

𝑛
((

𝑛+1

𝑛
)

3
+ (

𝑛+2

𝑛
)

3
+ ⋯ + (

𝑛+𝑛

𝑛
)

3
) 

 

 انتگرال بگیرید.با استفاده از روش جانشینی 

 

        18-  ∫ √3 − 𝑥2 .𝑥 𝑑𝑥 

 

        19 -    ∫
𝑙𝑛3𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

 

       20-  ∫ √4 − 3 𝑥 . 𝑥 𝑑𝑥 

 

       21 -  ∫
2

𝑥2+4 𝑥+9
𝑑𝑥 

 

        22-  ∫
1

√9𝑥2−6 𝑥−8
𝑑𝑥 
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∫      :تابعی زوج و پیوسته باشد، نشان دهید fاگر  -23 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

−𝑎
2 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑎

∘
  

∫       :تابعی پیوسته باشد، نشان دهید fاگر  -24 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
𝜋

2
∘

∫ 𝑓(𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥
𝜋

2
∘

 

 

𝑥 نشان دهید برای -25 𝑙𝑛𝑥 داریم:     ∘< = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 

𝑥

 ثابت کنید:و سپس   1

 

𝑙𝑛(𝑎𝑏) = 𝑙𝑛 𝑎 + 𝑙𝑛 𝑏        𝑎, 𝑏 > ∘ 
 

 با استفاده از روش جزء به جزء انتگرال بگیرید.

        26-  ∫ 𝑥2𝑥 𝑑𝑥 

 

        27-  ∫ 𝑥4 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 

 

        28-  ∫ 𝑥𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 

 

        29-  ∫ 𝑒𝑥.𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 

 

 انتگرال های زیر را به روش جانشینی و جزء به جزء بیابید.

       30-   ∫ 𝑠𝑖𝑛(√𝑥) 𝑑𝑥 

 

        31-  ∫ 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥 

 

        32-  ∫
x3

√4+𝑥2 𝑑𝑥 

 

∫برای انتگرال   یروش بازگشتی فرمولبا  -33 cos𝑚 𝑥 𝑑𝑥  ( .بیابید𝑚 )عددی طبیعی است 

 

 انتگرال توابع مثلثاتی زیر را بیابید.

       34-   ∫ 𝑡𝑎𝑛3𝑥 𝑑𝑥 

       35-  ∫ 𝑠𝑖𝑛5 𝑥. 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 𝑑𝑥 

       36-  ∫ 𝑡𝑎𝑛7𝑥.𝑠𝑒𝑐4 𝑥𝑑𝑥 
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 بیابید.های زیر را به روش کسرهای جزئی انتگرال

          37-     ∫
𝑥

(𝑥−2)(𝑥+3)
𝑑𝑥 

 

          38 -     ∫
𝑥2+1

𝑥2(𝑥−1)
𝑑𝑥 

 

          39 -    ∫
1

𝑥3+1
𝑑𝑥 

 

         40 -    ∫
1

𝑥(𝑥2+1)
𝑑𝑥 

 

         41 -  ∫
𝑥3−2𝑥2+1

𝑥2−𝑥
𝑑𝑥 

 

         42 -  𝑑𝑥 ∫
2 𝑥−1

4 𝑥−3
 

 

 .کنیدگویا تبدیل  توابع را به انتگرالبا جانشینی مناسب، انتگرال های زیر 

 

           43-    ∫
𝑑𝑥

√𝑥+ √𝑥
3      

𝑥تغییر متغیر  راهنمایی:                               = 𝑡6 .را انتخاب کنید 

 

         44 -  ∫
1

𝑒𝑥+1
𝑑𝑥 

 

        45-  ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑥2𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 
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 مثلثاتی انتگرال بگیرید.با استفاده از جانشینی 

       46-  ∫
𝑑𝑥

√𝑥2−1
 

 

       47 -  ∫
1

𝑥√𝑥2+4
𝑑𝑥 

      48-  ∫ 𝑥3√4 − 𝑥2 𝑑𝑥 

 

𝑡با تغییر متغیر  -49 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
 های مثلثاتی زیر را به انتگرال تابع گویا تبدیل کنید.، انتگرال (

 

∫الف(           
1

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥                    )ب∫

1−𝑠𝑖𝑛𝑥

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 

 

 های زیر استفاده کنید.از فرمول راهنمایی:           

      

                     𝑠 𝑖𝑛𝑥 =
2 𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
)

1+𝑡𝑎𝑛2(
𝑥

2
)

𝑐𝑜𝑠𝑥و                 =
1−𝑡𝑎𝑛2 (

𝑥

2
)

1+𝑡𝑎𝑛2(
𝑥

2
)

 

 

 کنید.های ناسره زیر را پیدا انتگرال

       50-  ∫
1

(3 𝑥+1)2 𝑑𝑥
+∞

1 

 

       51-   ∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥
+∞

1 

 

      52 -  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥
+∞

∘
 

 

∫انتگرال  -53
𝑥

(1+𝑥2)2 𝑑𝑥
+∞

−∞
 را بیابید. 

 

∫نشان دهید   -54
1

𝑥𝑝 𝑑𝑥
+∞

𝑝به ازای    1 > 𝑝همگرا و به ازای  1 ≤  واگراست. 1

 



 

 

 

 

 فصل هفتم: کاربردهایی از انتگرال
نیم کمی کنیم از انتگرال معین استفادهپیوسته را با هم جمع  یهای جزئمولاً هر جا بخواهیم کمیتمع

 شود.ی مساحت ناحیه ، حجم اجسام ، طول منحنی و.....انتگرال معین ظاهر میبنابراین در محاسبه

 و حجم  مساحت -1

 تعیین مساحت بین دو منحنی

,𝑎]روی فاصله  gو  fمحدود به دو منحنی پیوسته S ناحیه 𝑏] و دو خط  𝑥 = 𝑎 و 𝑥 = 𝑏   

𝑓)   مفروض است. ≥ 𝑔 ≥∘)      

 

 

 

 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎
,𝑎]  روی فاصله fزیر منحنی  یناحیه مساحت   𝑏]  و  است  ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

𝑏

𝑎
مساحت 

,𝑎]  روی فاصله gی زیر منحنی ناحیه 𝑏]  است، پس مساحت ناحیهS  برابر است با: 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 
𝑏

𝑎

 

 ).ها هستند xهای جزء عمود بر محورمستطیل(

 

ها باشد باز همه برقرار  xی آن زیر محور و یا همه Sاین فرمول حتی اگر قسمتی از ناحیه  .تذکر

ها x  ری ناحیه بالای محودهیم تا همهرا به بالا انتقال می Sناحیه  gو  fزیرا بنا به پیوستگی  است،

 قرار گیرد.

 

 

 

 
 

 

𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

S 

𝑏 𝑎 

𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

S 

𝑏 𝑎 

𝑔(𝑥) + 𝑘 

𝑓(𝑥) + 𝑘 

S 

𝑏 𝑎 
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,𝑎]  روی فاصله ی gو  fی بین دو منحنی ناحیهبنابراین مساحت  𝑏]  :برابر است با 

𝐴 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

                     

,𝑎]ها روی فاصله x و محور  fی بین منحنی در حالت خاص، مساحت ناحیه 𝑏] ,  :برابر است با 

𝐴 = ∫ |𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

          (𝑔 ≡ ∘)   

 

𝑦مساحت محدود به منحنی  .مثال = 𝑥2   و خط𝑦 = −𝑥 +  را پیدا کنید.  2

 :آوریمنقاط برخورد دو تابع را به دست می حل.

{
𝑥 = −2
𝑥 = 1 −       پس       𝑥 + 2 = 𝑥2 

𝑥−      :روی این فاصله   + 2 > 𝑥2   

 بنابراین:

𝐴 = ∫ (−𝑥 + 2) − 𝑥2𝑑𝑥 =
1

−2

27
6

 

 

 

 

 

 

 
 

𝑦ی محدود به منحنی مساحت ناحیه .مثال = 𝑥2𝑒𝑥  و محورx ها و خط𝑥 =  را پیدا کنید.  1

𝑥2𝑒𝑥. از حل 𝑥 :آیدبدست می ∘ =  )ها xبرخورد منحنی به محور (  ∘ =

 :بنابراین

𝐴 = ∫ 𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 = (𝑥2𝑒𝑥 − 2 𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥) |
1
∘

= 𝑒 − 2
1

∘

 

 

𝑦مساحت بین منحنی  .مثال = 𝑥3   و خط 𝑦 = 𝑥.را بیابید 

𝑥3 از حل. = 𝑥         آید:بدست می    

{
𝑥 = −1
𝑥 =∘   
𝑥 = 1  

 

−2 1 
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    𝑥 ∈ ]−1,∘[   →       𝑥3 > 𝑥  

                                       𝑥 ∈ ]∘ ,1[      →       𝑥 > 𝑥3  

𝐴 = ∫ (𝑥3 − 𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 𝑥3)
1

∘

𝑑𝑥 =
1
4

+
1
4

=
1
2

∘

−1
 

 

 

 

 

 

 

 

  ثابت کنید مساحت بیضی  .مثال
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 =  برابر است با:  1

𝐴 = 𝜋𝑎𝑏 

  کنیم.با توجه به تقارن بیضی، مساحت بیضی را در ناحیه اول پیدا کرده و آن را چهار برابر می حل.

 

 

 

 

 

 

 

  
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 =     :شودنتیجه می از      1

𝑦 =
𝑏

𝑎
√𝑎2 − 𝑥2 

   

𝐴 = 4 ∫ 𝑦 𝑑𝑥 =
𝑎

∘

4 ∫
𝑏

𝑎
√𝑎2 − 𝑥2

𝑎

∘

𝑑𝑥 

 

4
𝑏

𝑎
∫ √𝑎2 − 𝑥2

𝑎

∘

𝑑𝑥 = 4
𝑏

𝑎
(

𝜋𝑎2

4
) 𝜋𝑎𝑏 

 آید.و یا جانشینی مثلثاتی بدست می انتگرال انتگرال آخری از تعبیر هندسی

𝑏 

𝑎 −𝑎 

−𝑏 

−1 

1 
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𝑥ی محدود به دو تابع ناحیه مساحت یبرای محاسبه   توجه: = 𝑓(𝑦)  و𝑥 = 𝑔(𝑦) و دو 

𝑥خط      = 𝑐     و𝑥 = 𝑑  بهتر است  y  را متغیر مستقل در نظر بگیریم. در این حالت   

 و فرمول مساحت به طور مشابه است: .دنباشها می yهای جزء عمود بر محور مستطیل

 

𝐴 = ∫ |𝑓(𝑦) − 𝑔(𝑦)|𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦مساحت ناحیه محدود به منحنی  .مثال  = √𝑥  و خط𝑦 = −𝑥 +  ها را بیابید. xو محور  2

𝑥 :گیریمرا متغیر مستقل می y .روش اول = 𝑦2       و  𝑥 = 2 − 𝑦 

𝑦2     از تساوی = 2 − 𝑦      آیدبدست می:  {
𝑦 = −2
𝑦 = 1    

 

 

 

 

 

  

𝑦اما  𝑦س پ ∘≤ = 𝑦ها همان خط  xاز طرفی محور  .ی برخورد دو منحنی استتنها نقطه 1 =∘  

 بنابراین: است.

𝐴 = ∫ (2 − 𝑦) − 𝑦2 𝑑𝑦 =
7
6

1

∘

 

 ها هستند. yها عمود بر محور در این روش مستطیل

 

𝑥√ از تساوی  گیریم.را متغیر مستقل می x  .روش دوم = −𝑥 + 𝑥 :آیدبدست می2 = 1 

 

 

c 

d 

𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑦) 

2 

1 
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√𝑥 =∘  →   𝑥 =∘ 
 

−𝑥 + 2 =∘   →  𝑥 = 2   
 

 

 

 
 

 

𝐴 = ∫ √𝑥 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥 +
2

1
2)𝑑𝑥 =

2
3

+
1
2

=
7
6

1

∘

 

 

 حجم اجسام

 امتداد )عمود بر ناحیه( hدر صفحه مفروض است. اگر این ناحیه به ارتفاع 𝐴 به مساحت  S یناحیه

 :نامند و حجم آن بنا به تعریف برابر است بااین جسم را استوانه می .گرددایجاد می جسمی ،یابد

𝑉 = 𝐴ℎ 
 

 

 

 

 

  xینقطه ها در xهر صفحه عمود بر محوربا گیریم که اشتراک آن در حالت کلی جسمی را در نظر می

   است. 𝐴(𝑥)ی به مساحت ناحیه

 

 

 

 

 

 

𝑎فرض کنیم  = 𝑎∘ < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏   افرازیک [𝑎, 𝑏] و ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1  

𝑐𝑖  و ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]  ،ای به ارتفاعحجم جسم استوانه ∆𝑥𝑖 قاعده  و مساحت𝐴(𝑐𝑖) با برابر :   

𝑉𝑖 = 𝐴(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖 

2 1 

S 

h 

𝐴(𝑥) 

𝑏 𝑥 𝑎 
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 :شود که حجم تقریبی این جسم برابر است با به طور شهودی معلوم می 

𝑉 ≅ ∑ 𝐴(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 بنابراین:

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  

 نامند.می اصل کاوالیریاین رابطه را  

 

 حجم اجسام دوار

,𝑎] روی فاصله توابعی پیوسته 𝑔و  fفرض کنیم  𝑏]  و  باشند  𝑓 ≥ 𝑔 ی محدود به دو ناحیه .∘≤

𝑥و دو خط   gو  fمنحنی  = 𝑎  و𝑥 = 𝑏  حول محور ،x کندها دوران می. 

 

 

 

 

 

 

 

 

و شعاع  f(x)گردد که سطح مقطع آن واشری به شعاع بیرونی از دوران این ناحیه جسمی ایجاد می

  مساحت این واشر برابر است با: .است g(x)داخلی 

 

 

 

 

 

𝐴(𝑥) = 𝜋(𝑓2(𝑥) − 𝑔2(𝑥)) 
 

  :بنا به اصل کاوالیری حجم جسم برابر است با

𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑓2(𝑥) − 𝑔2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 نامند.می روش واشریاین روش محاسبه جسم دوار را 

𝑔(𝑥) 
𝑓(𝑥) 

𝑥 
↺ 

𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

𝑏 𝑎 
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𝑔در حالت خاص که  .نکته   :واشر تبدیل به قرص می شود و حجم جسم برابر است با،  ∘ ≡

𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

𝑦ی محدود به دو سهمی ناحیه .مثال = 𝑥2  و𝑥 = 𝑦2 ول محور حx کند، حجم این ها دوران می

 جسم را بیابید.

𝑥   اگر حل. = 𝑦2           𝑦 = √𝑥     (𝑦 ≥∘)  

𝑥√از تساوی  = 𝑥2 :داریم     

{
𝑥 =∘
𝑥 = 1 

∘]روی فاصله   ,1]   ،√𝑥 ≥ 𝑥2 

 

 

 

 

 

 

 

 :بنابراین

𝑉 = 𝜋 ∫ (√𝑥)2 − (𝑥2)2𝑑𝑥 =
3

1 ∘
𝜋

1

∘

 

 

 را بیابید. rای به شعاع حجم کره ،با استفاده از انتگرال .مثال

𝑥2ای. از دوران نیم دایرهحل + 𝑦2 = 𝑟2 (𝑦      ایجاد  rای به شعاع ها کره xول محور ح (∘≤

 گردد.می

 

 

 

 

 

          

𝑦 = √𝑟2 − 𝑥2 

↺ 1 𝑥 

↺ 

𝑦 

𝑥 −𝑟 𝑟 
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𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑦2𝑑𝑥 = 𝜋 ∫ √𝑟2 − 𝑥2)2𝑑𝑥 =
4
3

𝜋𝑟3
𝑟

−𝑟

𝑟

−𝑟

 حجم کره      

 

𝑦 خطی محدود به ناحیه .مثال = 2 𝑥 − 𝑦  دو خطو   ها yمحور  و 1 = 𝑦   و   1 = حول  2

 حجم جسم حاصل را بیابید. .کندن میدوراها  yمحور 

 ها باشد. yها است، باید سطح مقطع عمود بر محور   yچون دوران حول محور  حل.

𝑦 = 2 𝑥 − 𝑥  پس       1 =
𝑦+1

2
  

𝑓(𝑦) اگر   =
𝑦+1

2
  :سطح مقطع برابر است با   

𝐴(𝑦) = 𝜋𝑓2(𝑦) 
 

 

 

 

 

 

 

 :اصل کاوالیریپس بنا به 

𝑉 = ∫ 𝜋𝑓2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜋 ∫ (
𝑦 + 1

2
)

2

𝑑𝑦 =
15
12

𝜋
2

1

2

1
 

 

 دوار سطحمساحت  و منحنی سول قوط -۲

 طول قوس منحنی

𝑎پیوسته و  [a,b] روی fفرض کنیم  = 𝑥∘ < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏     یک افراز[a,b] 
 کنیم.پاره خط تقسیم می  nرا به  fمنحنی  باشد.

 

 

 

 

 

 

 

1 

𝑥 
2 

1 

𝑥∘ 

𝑃𝑛 𝑃𝑛−1 
𝑃1 

𝑃∘ 

𝑥𝑛 𝑥𝑛−1 𝑥1 
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  ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1    و∆𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1) 

 :   طول هر پاره خط برابر است با

|𝑃𝑖−1𝑃𝑖| = √(∆𝑥𝑖)2 + (∆𝑦𝑖)2 
یابد و طول منحنی به صورت زیر کوچک شوند، تعداد پاره خطها روی منحنی افزایش میها  𝑥∆وقتی 

     :شودتعریف می

(𝜆   ماکسیمم∆𝑥𝑖  )ها است             𝐿 = lim
𝜆→∘

∑ |𝑃𝑖−1𝑃𝑖|𝑛
𝑖=1 

 

را  fدر این حالت  (.پیوسته باشد[a,b]روی فاصله  𝑓́(𝑥)پذیر وتابعی مشتق fاکنون فرض کنیم 

𝑐𝑖بنا به قضیه مقدار میانگین یک ).نامندار میوهم [a,b]روی ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] هست که:   

      ∆𝑦𝑖 = 𝑓́(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖 
 

𝐿 = 𝑙𝑖𝑚
𝜆→∘

∑|𝑃𝑖−1𝑃𝑖|

𝑛

𝑖=1

= lim
𝜆→∘

∑ √(∆𝑥𝑖)2 + (𝑓́(𝑐𝑖).∆𝑥𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

 

 

= 𝑙𝑖𝑚
𝜆→∘

∑ √1 + (𝑓́(𝑐𝑖))2 
.∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∫ √1 + (𝑓́(𝑥))2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

 این روی  fپیوسته باشد، طول قوس منحنی [a,b]روی  𝑓́تابعی مشتق پذیر و  fاگر  :به طور خلاصه

 :فاصله برابر است با 

𝐿 = ∫ √1 + (𝑓́(𝑥))2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

𝑥 یی داخلدر نقطه [a,b]روی fاگر منحنی  .تبصره = 𝑐  کستگی داشته باشد، طول قوسی ش

 کنیم.حساب کرده و با هم جمع می  [c,b]  و  [a,c]ی  منحنی را روی دو فاصله

 

𝑦طول قوس منحنی  .مثال = 𝑥
3
 بیابید. [1,4]را روی فاصله ی    2

𝑦́    حل. =
3

2
𝑥

1
 .پیوسته است[1,4]روی فاصله  𝑦́ و   2
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𝐿 = ∫ √1 + (𝑦́)2
4

1
𝑑𝑥 = ∫ √1 +

9
4

𝑥
4

1
𝑑𝑥 =

8
27

((1 ∘)
3
2 − (

13
4

)

3
2
) 

 

𝑦 : طول قوس منحنی مثال = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 ی را روی فاصله[∘  ابید.بی [1,

𝑦́     حل. = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 

 

 

 

 

 

𝐿 = ∫ √1 + (𝑦́)2
1

∘

𝑑𝑥 = ∫ √1 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥
1

∘

𝑑𝑥 = ∫ √𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥
1

∘

= ∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 |
1
∘

= 𝑠𝑖𝑛ℎ (1)
1

∘

 

 

 مساحت سطح دوار

𝑦 سطحی که از دوران منحنی پیوسته جانبی مساحت خواهیممی = 𝑓(𝑥) محور حول𝑥ها روی 

,𝑎] ی فاصله 𝑏] شود را بیابیم.ایجاد می (𝑓(𝑥) ≥∘) 

 

 

 

 

 

 

,𝑎]یفاصلهقوس  طول مانند محاسبه 𝑏]  را افراز و منحنی𝑓(𝑥)  کنیم.را به چند پاره خط افراز می 

1 4 

1 

↺ 
b a 
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 طول هر پاره خط برابر است با: دیدیم

|𝑃𝑖−1𝑃𝑖| = √1 + (𝑓́(𝑐𝑖))2 
.∆𝑥𝑖  , 𝑐𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]     

 

 شود.مخروط ناقص ایجاد میها 𝑥حول محورپاره خط  هر از دوران

 

 

 

 

 

 

𝑙در این شکل   = |𝑃𝑖−1𝑃𝑖|   ، 𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖)   و  𝑦𝑖−1 = 𝑓(𝑥𝑖−1)  مساحت این مخروط 

  برابر است با: ناقص

∆𝑆𝑖 = 𝜋(𝑦𝑖 +   𝑦𝑖−1)|𝑃𝑖−1𝑃𝑖| 
 داریم: های کوچک 𝑥𝑖∆و برای   

𝑓(𝑥𝑖) ≅ 𝑓(𝑥𝑖−1) ≅ 𝑓(𝑐𝑖) 
 پس:

 ∆𝑆𝑖 ≅ 2π𝑓(𝑐𝑖)|𝑃𝑖−1𝑃𝑖|   1√   یا + (𝑓́(𝑐𝑖))2 
.∆𝑥𝑖 ∆𝑆𝑖 ≅ 2π𝑓(𝑐𝑖) 

 شود.مساحت جانبی این سطح دوار به صورت زیر تعریف میبنابراین 

S = lim
𝑛→∞

∑ 2π𝑓(𝑐𝑖)√1 + (𝑓́(𝑐𝑖))2 
. ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑓(𝑥)√1 + (𝑓́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

𝑥∘ 

𝑃𝑛 𝑃𝑛−1 
𝑃1 

𝑃∘ 

𝑥𝑛 𝑥𝑛−1 𝑥1 

𝑙 

𝑦𝑖−11 
𝑦𝑖  
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yاگر  :به طور خلاصه = 𝑓(𝑥)  تابعی مشتق پذیر و𝑓́  روی[a,b]مساحت جانبی پیوسته باشد ،

  برابر است با:ها 𝑥حول محور  fسطح دوار حاصل از دوران منحنی 

 

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑓(𝑥)√1 + (𝑓́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

yاگر قرار دهیم:  = 𝑓(𝑥)  1√   و + (𝑓́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥 𝑑𝑠 فرمول به صورت ساده زیر تبدیل    =

 شود.می

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑠          (1)        

 

𝑥مساحت جانبی سطح دوار حاصل از دوران منحنی به طور مشابه = 𝑓(𝑦)  حول محور𝑦 ها روی

,𝑐] ی فاصله 𝑑] :برابر است با  

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑥𝑑𝑠              (2)   
 

1√               :در آن و + (𝑓́(𝑦))2 
. 𝑑𝑦 𝑑𝑠 = 

 

1√ روابط   هر یک از   (1) و  (2)فرمولهای در  تذکر. + (𝑓́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥 𝑑𝑠          یا    =

𝑑𝑠 = √1 + (𝑓́(𝑦))2 
. 𝑑𝑦 توان بکار برد.میبه دلخواه   را 

 

𝑦قوسی از منحنی مثال.  = √𝑥 ی از نقطه𝐴(1,1) ی نقطه تا𝐵(4,2)   حول محور𝑥 ها دوران

 کند، مساحت این سطح دوار را بیابید.می

  حل.

 
 
 
 
 

 

𝑦 =́
1

2√𝑥
 

B 

A 

↺ 
4 1 
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√1 + (𝑦́)2 = √
1 + 4𝑥

4𝑥
 

 

𝑑𝑠 = √1 + (𝑦́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥 

 

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑠 

 

𝑆 = 2𝜋 ∫ √𝑥
4

1
 . √

1 + 4𝑥

4𝑥
 𝑑𝑥 =

𝜋

6
(√173 − √53) 

 

 را بیابید. 𝑟ای به شعاع فرمول مساحت کره. مثال

𝑥2ی از دایره یقوس حل. + 𝑦2 = 𝑟2  حول محور واقع در ربع اول را𝑥دهیم، یک ها دوران می

 آید.بدست می 𝑟نیمکره به  شعاع 

 

 

 

 

𝑥2ی معادلهگیری از با مشتق   + 𝑦2 = 𝑟2  :داریم 

2𝑥 + 2𝑦𝑦    :        پس       ́∘=
−𝑥

𝑦
 𝑦 =́ 

 

√1 + (𝑦́)2 = √
𝑟2

𝑦2 =
𝑟

𝑦
=

𝑟

√𝑟2 − 𝑥2
 

 

𝑑𝑠 = √1 + (𝑦́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥 

 

𝑆 = 2 ∫ 2𝜋𝑦𝑑𝑠 

  

 𝑆 = 4𝜋 ∫ √𝑟2 − 𝑥2.
𝑟

√𝑟2−𝑥2 𝑑𝑥
𝑟

∘
 

𝑆 = 4𝜋𝑟 ∫ 𝑑𝑥 = 4𝜋𝑟2
𝑟

∘

 

↺ 
r 
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𝑦قوسی از منحنی مثال.  =
1

3
(𝑥2 + 2)

3
≥∘ی روی فاصله 2 𝑥 ≤ ها دوران     𝑦محورحول   3

 کند. مساحت جانبی این سطح دوار را بیابید.  می

  حل.

y =́
1
2

(𝑥2 + 2)
1
2. 2𝑥 

 

√1 + (𝑦  ́ )2 = √𝑥2(𝑥2 + 2) + 1 = 𝑥2 + 1 
 

𝑑𝑠 = √1 + (𝑦́(𝑥))2 
. 𝑑𝑥 

 

𝑆 = ∫ 2𝜋𝑥𝑑𝑠 

𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑥(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 =
99
2

3

∘

𝜋 

 

 گون ناحیه کزمر -3

در حالت تعادل  در آن را که ناحیه𝐶ای مانند ی با ضخامت نازک در صفحه مفروض است. نقطهناحیه

  نامند.ناحیه می )مرکز جرم(مرکزگون  ،گیریدقرار می

 

 

 

 

 

,𝐶(𝑥̅اگر  ها مفروض است. x رمحو و [a,b] یفاصله روی fناحیه محدود به تابع پیوسته  𝑦̅) 

  مختصات مرکز گون ناحیه باشد، داریم:

 

 

 

 

 

 

𝑥̅ =
∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

𝑦̅و           =
1
2 ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

𝑥̅ 

𝐶 

𝑏 𝑎 

𝑦̅ 

𝐶 
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𝑓(𝑥)ی محدود به منحنی مرکزگون ناحیه .مثال = 4 − 𝑥2   و محورx .ها را پیدا کنید 

4از  حل. − 𝑥2   :آیدبدست می ∘=

{
𝑥 = −2
𝑥 = 2  

 

∫ (4 − 𝑥2)𝑑𝑥 =
32
3

2

−2
 

 

∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
2

−2
∫ 𝑥(4 − 𝑥2)𝑑𝑥 =∘

2

−2
 

 
1
2

∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 =
2

−2

1
2

∫ (4 − 𝑥2)2 =
256
15

2

−2
 

 

𝑥̅ =
∘
32
3

𝑦̅                    و              ∘= =
256
15
32
3

=
8

5
 

                                                 𝐶(∘,
8

5
) 

  

𝑥و دو خط    gو  fاگر ناحیه محدود به دو منحنی  .تبصره = 𝑎   و𝑥 = 𝑏  باشد، مختصات

 مرکزگون به صورت زیر است.

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥̅ =
∫ 𝑥(𝑓(𝑥)−𝑔(𝑥))𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)−𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑦̅و          =
1
2 ∫ 𝑓2(𝑥)−𝑔2(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)−𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

 

𝐶 
𝑦̅ 

𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

𝑏 𝑎 𝑥̅ 
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 فصل هفتم تمرینات -4

 

 های ذیل را بیابید.مساحت ناحیه

𝑦ی محدود به منحنی ناحیه -1          = −𝑥2 + 4 𝑥    و𝑦 = 𝑥2 

 

𝑦 محدود به منحنی یناحیه -2         = −𝑒𝑥   و محور xها و دو خط  𝑥 𝑥  و   ∘ = = 1 

 

𝑦 محدود به منحنی یناحیه -3         = (𝑥 − 𝑥  ها  و دو خطxو محور 3 (2 𝑥  و  ∘ = = 3 

 

𝑥 محدود به منحنی یناحیه -4         = 𝑦2(4 − 𝑦)   و محورy ها 

 

𝑥√ی محدود به منحنی ناحیه - 5         + √𝑦 =  و محور مختصات  1

 

𝑦بین منحنی  یناحیه مساحت -6 = 𝑙𝑛𝑥  و خط𝑦 =  به دو روش بیابید. را در ربع اول واقع  1

 

𝑦 ی محدود به منحنیناحیه -7 = 𝑥2  و خط𝑦 = حجم جسم  .کندها دوران می xول محور ح  4

 حاصل را بیابید.

 

𝑥2محدود به هذلولی  یناحیه -8 − 𝑦2 = 𝑥ها و خط  xو محور  4 = حول  ،در ربع اول  4

 حجم جسم حاصل را بیابید. .کندها دوران می xمحورها 

 

𝑦 ی محدود به منحنیناحیه -9 =
1

√𝑥𝑙𝑛𝑥
,𝑒]روی فاصله  ها xمحور و   𝑒2]   حجم  .کنددوران می

 جسم حاصل را بیابید.

 

𝑥ی محدود به دو منحنی ناحیه -10 = 1 − √1 − 𝑦   و  x = y  حول محور ،y ها دوران      

 حجم جسم حاصل را بیابید. .می کند
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  ایای استوانهروش پوسته ی حجم جسم دوار بهمحاسبه

𝑦ناحیه محدود به منحنی  = 𝑓(𝑥)  و محورx  ها و دو خطx = a  وx = b  (𝑏 > 𝑎 حول  (∘≤

 :کند، حجم جسم حاصل برابر است باها دوران می  yمحور 

 

𝑉 = 2 𝜋 ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی حجم اجسام ذیل را بیابید.اای استوانهبا استفاده از روش پوسته

𝑦محدود به منحنی یناحیه -11        = 2𝑥2 − 𝑥3   و محورx  ها حول محورy .ها دوران می کند 

 

𝑦ی محدود به منحنی ناحیه -12        =
1

1+𝑥2  و محورx   ها و دو خط𝑥 𝑥و  ∘ = =    حول  3

 ها دوران می کند. yمحور               

 

 های زیر را پیدا کنید.طول قوس منحنی

𝑥 2پاره خط  -13        + 4 𝑦 = 𝑥از   4 𝑥تا  ∘ = = 1   

 

𝑓(𝑥)منحنی  - 14        =  ∫ √𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑥

∘
𝑑𝑡 یروی فاصله  [∘,

𝜋

2
] 

 

𝑦منحنی  -15        = 𝑙𝑛 (𝑐𝑜𝑠𝑥) از  𝑥 𝑥   تا   ∘ = =  
𝜋

4
 

 

𝑦2منحنی  -16        = 4(𝑥 + 4)3   (𝑦 ∘]  روی فاصله (∘< ,2] 

 

9𝑥2 منحنی  -17        = 4𝑦3  3√2)تا     (∘,∘)از نقطه ی, 3)    

 بگیرید.   yرا تابعی از  x اهنمایی:ر        

 

𝑥 𝑏 𝑎 
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 ح دوار زیر را بیابید.  ومساحت جانبی سط

𝑦قوسی از منحنی  -18          = 𝑥3 ی روی فاصله∘≤ 𝑥 ≤  است.ها 𝑥محور  دوران حول،  2

 

𝑥قوسی از منحنی   -19          = 1 + 2𝑦2 1ی روی فاصله ≤ 𝑦 ≤          ها 𝑥محور  دوران حول،  2

 است.               

𝑦قوسی از منحنی  - 20         = 𝑙𝑛𝑥 1ی روی فاصله ≤ 𝑥 ≤  ها است.𝑦محور  دوران حول،  2

 

9𝑥2قوسی از منحنی  -      21   = 𝑦(3 − 𝑦)2 ی روی فاصله∘≤ 𝑦 ≤                                      محور دوران حول،  3

                  𝑦      .ها است 

1√از فرمول : راهنمایی                         + (𝑥́(𝑦))2 
. 𝑑𝑦 𝑑𝑠  استفاده کنید. =

 

 های زیر را بیابید.مرکزگون ناحیه

𝑦ناحیه محدود به منحنی   -22       =
1

𝑥
𝑥ها و دو خط  xو محور   = 𝑥   و   2 = 1 

 

𝑦ناحیه محدود به منحنی   -23       = 𝑒𝑥   و محور مختصات و خط𝑥 = 1 

 

𝑦ناحیه محدود به دو منحنی  - 24       = √𝑥       و     𝑦 = 𝑥2 

 

𝑥2 یاول دایرهربع   -25       + 𝑦2 = 1 

 

 های مثلث است.ی اشتراک میانهثابت کنید مرکزگون مثلث، نقطه -26

باشد و مثلث را طوری رسم کنید که یک نشان دهید مرکزگون روی میانه هر ضلع می راهنمایی:

 و میانه روی یکی از محورها قرار گیرد. راس مثلث

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 هافصل هشتم: سری
نهایت عدد حقیقی اما جمع بی .است دانیم که جمع تعداد متناهی از اعداد حقیقی، عددی حقیقیمی

  چطور؟

 زنون فیلسوف دوران یونان باستان پارادوکسی را به شرح زیر مطرح کرد.    

برای اینکه شخص به دیوار برسد باید  .ایستاده استفرض کنیم شخصی در فاصله یک متری دیواری 
1

2
 

همین طور برای رسیدن به دیوار باید .کند مسیر را طی
1

2
و این روند  .مسیر باقی مانده را طی کند 

 پس این شخص هیچگاه به دیوار نخواهد رسید. .همچنان ادامه دارد

مشکل در اینجا بود که آنها به طور  .قانع کننده پیدا نشد جوابی تا قرنها برای پارادوکس زنون   

 شود.ضمنی بر این عقیده بودند که جمع بی نهایت عدد مثبت، عدد نمی

 

 

 

 

 مسافتی را که این شخص طی می کند برابر با جمع زیر است:
1
2

+
1
4

+
1
8

+
1
16

+ ⋯ 

 نامند.سری می را متناهینا یهااین جمع .شودعدد می نامتناهی که این جمع دخواهیم دی بعداً

 

 هادنباله-1

,𝑎1    رتویک دنباله حقیقی ترتیبی مشخص از اعداد حقیقی به ص 𝑎2, 𝑎3, باشد که در آن می   …

𝑎𝑖 معمولا این دنباله را با  نامند.را جملات دنباله می ها{𝑎𝑛} ودهند. نشان می 𝑎𝑛 عمومیی جمله 

 نمایش داد. اعداد حقیقیتوان روی محور را می جملات دنباله .است

 

 𝑎5 𝑎4 𝑎1 𝑎6 𝑎3 𝑎7 𝑎2 

1

4
 

1

16
 

1

2
 1

8
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وجود داشته باشد  Nمثبت، عددی طبیعی مانند  εاگر برای هر  .مفروض است {𝑎𝑛}دنباله  .تعریف

𝑛 به طوریکه از ≥ 𝑁    شودنتیجه:   |𝑎𝑛 − 𝐿|  < ε    ) L عدد حقیقی است. آنگاه حد دنباله   )

 ند.دهنشان میزیر علامت  آن رااست و  Lبرابر با 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 𝐿 

 

 می نامند.واگرا و در غیر این صورت دنباله را  همگرا را دنباله،  Lهمچنین در صورت وجود عدد 

 باشد.  Lتجمع جملات دنباله در اطراف فقط  است که Lهمگرا به  وقتی دنباله ،به طور هندسی

 

 

 

نیز برقرار  هوپیتالقاعده (ها نیز برقرار است. قواعد و قضایای حد در توابع حقیقی برای دنباله .تبصره

 ).است

 .چند مثال

limهمگرا    
𝑛→∞

4

𝑛+1
=

4

∞
=∘ 

 

limهمگرا   
𝑛→∞

2𝑛2−1

3𝑛2+4n
= lim

𝑛→∞

2𝑛2

3𝑛2 =
2

3
 

 

lim    واگرا
𝑛→∞

𝑒2𝑛

3 𝑛+1
=𝐻 lim

𝑛→∞

2 𝑒2 𝑛

3
= +∞ 

lim .مثال
𝑛→∞

√𝑛
𝑛

 را حساب کنید.  

y فرض کنیم  .حل = 𝑛
1
𝑛 از طرفین ،𝑙𝑛  گیریممی: 

𝑙𝑛𝑦 =
1 

𝑛
 𝑙n(𝑛) =

𝑙n (𝑛)

𝑛
 

lim
𝑛→∞

𝑙𝑛𝑦 = lim
𝑛→∞

 𝑙n(𝑛) 

𝑛
=𝐻 lim

𝑛→∞

1
𝑛
1

= ∘ 

 

                    𝑙n ( lim
𝑛→∞

𝑦) lim                       پس:             ∘ =
𝑛→∞

𝑦 = 1    

 

lim                                 :بنابراین        
𝑛→∞

√𝑛
𝑛

= 1 

𝑎3 𝑎1 𝑎2 𝑎4 L 𝑎7 𝑎6 
𝑎5 
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 .مفروض است {𝑎𝑛}ی دنباله تعریف:

|𝑎𝑛|  وجود داشته باشد، به طوریکه  𝑀اگر عددی مثبت مانند  الف( ≤ 𝑀 دنباله ،{𝑎𝑛}  را کراندار

 نامند.می

𝑎𝑛اگر  ب( <  𝑎𝑛+1  دنباله ،{𝑎𝑛}  نامند.را نزولی می 

𝑎𝑛ج( اگر  >  𝑎𝑛+1  دنباله ،{𝑎𝑛}  نامند.می را نزولی 

 نامند.دنباله صعودی یا نزولی را دنباله یکنوا می د(

 

𝑎𝑛   یهدنبال مثلاً = 1 −
1

𝑛
𝑎𝑛ولی دنباله   .است و کراندار صعودی   =

(−1)𝑛

𝑛
کراندار است ولی   

 یکنوا نیست.

 

 ی کراندار و یکنوا، همگراست.هر دنباله .قضیه

 

> ∘اگر  .مثال 𝑎 < 𝑙𝑖𝑚 ∘ثابت کنید   1
    𝑛→∞

 𝑎𝑛 =      

𝑎𝑛 دنباله  اثبات. = 𝑎𝑛  نزولی است زیرا: 

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+1 = 𝑎. 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛         , (∘ < 𝑎 < 1) 
 همچنین:

)  𝑎𝑛است کراندار.(          ∘ < 𝑎𝑛 < 𝑎1 = 𝑎 

𝑙𝑖𝑚    :هست که 𝐿عددی مانند  ،لذا بنا به قضیه قبل
    𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿      اما 𝑎𝑛+1  = 𝑎𝑎𝑛    

 

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→∞

 𝑎𝑛+1  = 𝑎 𝑙𝑖𝑚
    𝑛→∞

  𝑎𝑛 

 

𝐿لذا = 𝑎𝐿                 پس L =  ∘ 

 

𝑙𝑖𝑚                        : بنابراین  
    𝑛→+∞

 𝑎𝑛 =  ∘ 

 

𝑙𝑖𝑚       .مثال
    𝑛→+∞

 
2𝑛

𝑛!
 را حساب کنید. 

5n >     ،      2𝑛  توان نشان داد به ازای با استقراء می .حل ≤ (𝑛 − 1)!    

       

(5n >        )،           ∘ ≤  
2𝑛

𝑛!
≤

(𝑛−1) !

𝑛!
=

1

𝑛
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𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

 ∘ = ∘ 𝑙𝑖𝑚     و        
    𝑛→+∞

 
1
𝑛

= ∘ 

       :بنا به قضیه فشردگی

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

 
2𝑛

𝑛!
= ∘ 

 سری عددی -2

𝑎1    :              مفروض است ، مجموع نامتناهی {𝑎𝑛}ی دنباله + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + ⋯ 

 دهند.زیر نشان می و آن را با علامت .نامندعدی( می سری )سری کیرا 

∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1

 

با تعریف {𝑠𝑘} یدنباله
=

=
k

n

as nk

1
  سری  جزئیرا مجموع   



= 1n

an
  .نامندمی

𝑠1 =  𝑎1 
𝑠2 =  𝑎1 + 𝑎2 

𝑠3 =  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 
⋮ 

سری.داشته باشد  sحد متناهی مانند  {𝑠𝑛}ی اگر دنباله


= 1n

an
  داریم: نامند ومی همگرا را 

s

n

an =


= 1
 

اگر  


= 1n

an
 .نامندمی واگرا را  همگرا نباشد، سری 

 

اگر سری  آزمون واگرایی.


= 1n

an
𝑙𝑖𝑚   همگرا باشد، آنگاه  

    𝑛→+∞
  𝑎𝑛 = ∘ 

        سری مثلاً


=

+

1

2

n n

n

1-3
lim   :زیرا  واگراست   1

𝑛 →∞

2n+1

3n−1
=

2

3
≠ ∘  

 

 همگرایی جمع زیر را بررسی کنید. .مثال

−1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯ 
 

∑داریم:              .حل (−1)𝑛∞
𝑛=1 = −1 + 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯ 

lim اما 
𝑛 → ∞

(−1)𝑛      پس سری   (  ؟وجود ندارد )چرا∑ (−1)𝑛∞
𝑛=1    واگراست. 
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فرض کنیم  .قضیه


= 1n

an و   


= 1n

bnد. در این صورتندو سری همگرا باش 

الف( 


=

=


= 11 n
n

ak

n
n

ka 

 ب(


=



=




=

=

111 n

b

n

a

n

ba nnnn
 

 

 سری هندسی

...               :سری به صورتهر 

 

+


=

+++=

n

arararanar 32 

  ). اعدادی ثابت هستند aو  r (می نامند.  rرا یک سری هندسی با قدر نسبت  

 

𝑠𝑘    فرض کنیم = 𝑎 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑘   .مجموع جزئی سری باشد 

 

   𝑟𝑠𝑘 = 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 + 𝑎𝑟3 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑘+1 

 

𝑠𝑘 − 𝑟𝑠𝑘 = 𝑎 − 𝑎𝑟𝑘+1 
 

𝑠𝑘 =
𝑎(1 − 𝑟𝑘+1)

1 − 𝑟
 

 

 𝑙𝑖𝑚
   𝑘→+∞

 𝑟𝑘+1 = ∘ −     آنگاه     1 < 𝑟 < limپس  الف) اگر     1
𝑘→ ∞

 𝑠𝑘 =
𝑎

1−𝑟
       

1−    ,        :  بنابراین   < 𝑟 < 1      


=

=

 -n r

anar
1

        

𝑙𝑖𝑚  )ب
    𝑛→+∞

 𝑟𝑛 ≠ ∘ 𝑟       آنگاه      ≤ 𝑟  یا    1− ≥  واگراست. هندسی سری    لذا  اگر   1

 

++++...  سری جمع مثال.
32

1
22

1
2
1

 را بیابید. 1

𝑟ا   ب این سری هندسی حل. =
2
1

 .است    
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2

2
1

-1

1
32

1
22

1
2
1

1
2
1

==++++=


=

...)(

 

n

n 
 

∑سری  جمع مثال. 
1

(−3)𝑛
∞
𝑛=2  .را بیابید 

𝑟با    این سری هندسی  حل. =
−1

3
   .است    

=
3

4
 =

1

1+
1
3

 + ∑
1

(−3)𝑛
∞
𝑛=2  = 1 +

1 

−3
 ∑

1

(−3)𝑛
∞
𝑛=∘ 

 بنابراین:

∑
1

(−3)𝑛

∞

𝑛=2

=
3
4

− (1 +
1 

−3
) =

1
12

 

 

𝒑 - سری 

، باشد حقیقیعددی  p فرض کنیم 



= 1n
p

n

استفاده از آزمون انتگرال با  نامند.سری می -𝑝را   1

 می توان نشان داد. )قسمت بعد(

𝑝به ازای  الف( > 1   ،


= 1

1

n
p

n
 همگراست. 

𝑝 به ازای  ب( ≤ 1  ،


= 1

1

n
p

n
 واگراست. 

 

 .های زیر را بررسی کنیدهمگرایی سری.مثال

 الف(          


= 1n n

n

3
3-5

  ب(                


= +1

1

n n 4
 

سری  -  𝑝  الف(حل 


= 1n n3
5

𝑝به ازای    = سری  -  𝑝 ست. و  همگرا  3


= 1n n2
3

نیز به  

𝑝  ازای =    .همگراست زیر  نیز بنابراین سری  .ست همگرا 2

 




=

−


=

=−


=

=


= 1111 n
n

n nnn nn n

n

2

3
3
5

2
3

3
5

3
3-5
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𝑚اگر  حل ب(  = 𝑛 +  :داریم  4




=

=


= + 51 m mn n

1
4

5
 

   سری -  p اما


= 5m m

= pبه ازای  1   سری  پس واگراست.  1


= +1n n 4
 واگراست.  نیز 5

 

 های همگراییآزمون -3

,1]تابعی پیوسته، مثبت و نزولی روی فاصله  f. فرض کنیم آزمون انتگرال 𝑎𝑛و   ]∞+ = 𝑓(𝑛)  

 :در این صورت  باشد.

∫ اگر (الف 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  
+∞

سری همگرا باشد،  1


= 1n
n

a است.ا نیز همگر 

∫  اگر ب( 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  
+∞

1
سری واگرا باشد، 



= 1n
n

a .نیز واگرا است 

 

سری  -   𝑝، نشان دهید حقیقیعددی    𝑝 کنیمفرض  .مثال


= 1

1

n
 p

n

< 𝑝  به ازای  1 

≥ 𝑝 همگرا و به ازای  واگرا است.  1

𝑓(𝑥)تابع  حل. =
1

𝑥𝑝   1]روی, 𝑝)پیوسته نزولی و مثبت است. ]∞+ >∘) 

∫برای
1

𝑥p

+∞

1 𝑑𝑥 =
1

𝑝−1
  ،    𝑝 >  پس بنا به آزمون     1



= 1

1

n
p

n

 همگراست. 

∫و برای   
1

𝑥p

+∞

1 𝑑𝑥 = +∞   ،     ∘< 𝑝 ≤  پس بنا به آزمون    1


= 1

1

n
p

n

 واگراست. 

𝑝 ∘  برای ت سریواضح اس  واگراست. ≥

 

همگرایی سری  .مثال


= 1n
ne

n
 بررسی کنید.را  

𝑓(𝑥)تابع  .حل =
𝑥

𝑒𝑥    1]   یروی فاصله, گیری با مشتقهمچنین .و مثبت استپیوسته   ]∞+

,1]ی روی فاصله f شود  معلوم می ∫اما  نزولی است. ]∞+
𝑥

𝑒𝑥

+∞

1 𝑑𝑥    همگراست ، پس




= 1n
ne

n  .نیز همگرا است 
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فرض کنیم.آزمون مقایسه


= 1n
n

aو


= 1n
n

bی با جملات مثبت ویهاسری  𝑎𝑛  ≤  𝑏𝑛  باشد. 

از همگرایی سری  الف(


= 1n
n

b ،  همگرایی سری


= 1n
n

a شود.نتیجه می 

از واگرایی سری  ب(


= 1n
n

a  واگرایی سری ،


= 1n
n

b   شود.نتیجه می 

 

 زیر را بررسی کنید: هایسری همگرایی .مثال

   الف(    


= +1 3
1

n nn

   ب(           


= +1 13
1

n n
  

 

𝑛3  حل الف( + 𝑛 ≥ 𝑛3    پس     
1

𝑛3+𝑛
≤  

1

𝑛3    بنا به آزمون مقایسه از همگرایی𝑝  - سری  




= 1 3
1

n n
همگرایی    ،   



= +1 3
1

n nn
 .شودنتیجه می   

3n  حل ب(  + 1 ≤ 4𝑛        پس        
1

4n
≤

1

3n+1
    لذا 

1

2√𝑛
≤

1

√3n+1
بنا به آزمون    ،  

∑  سری -   𝑝از واگرایی سری  مقایسه
1

2√𝑛
∞
𝑛=1     واگرایی



= +1 13
1

n n
 شود.نتیجه می  

 

 سری های متناوب 

 شود. کند سری متناوب نامیده می هر سری که علامت جملات آن یکی در میان تغییر

سری متناوب.     
1

2
−

1

4
+

1

8
−

1

6
+ ⋯ 

 

limمثبت و {𝑎𝑛}ی فرض کنیم جملات دنباله .آزمون سری متناوب
𝑛→∞

𝑎𝑛  و     ∘=

𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛  . متناوب سریدر این صورت     


=

− −

1
1 1

n
n

an)(   .همگرا است 

نشان دهید سری همساز متناوب     .مثال


=

−−

1

11

n n

n)(
 همگرا است. 

𝑎𝑛فرض کنیم     حل: =
1

𝑛
 .دارد جملات مثبت {𝑎𝑛}واضح است دنباله       
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𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛          و       lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 =∘ 

  ،آزمون سری متناوببنا به 


=

−−

1

11

n n

n)(   .همگراست 

 

: سری تعریف



= 1n
n

a
 مفروض است 

اگر   الف(


=1n

na   همگرا باشد، سری


= 1n
n

a  نامند.می همگرای مطلقرا 

اگر ب(



= 1n
n

a
 نامند.می همگرای مشروطهمگرا باشد ولی همگرای مطلق نباشد این سری را  

 

سری  مثلاً



=

−

1 4

81

n n

همگرای مطلق و سری    )(



=

−

1

1

n n

n)( .همگرای مشروط است 

. اگر سری  قضیه


=1n

na    همگرا باشد، آنگاه سری


= 1n
n

a .به عبارت دیگر هر  نیز همگرا است

 سری همگرای مطلق، همگرا است.

 

همگرایی سری    .مثال



=

−

1n
n

n

2

21 )sin(  .را بررسی کنید 

1|   .حل − 2sin (𝑛)| ≤ |1| + |2 sin(𝑛)| ≤ 3            

 

               : پس
|1−2sin (𝑛)|

2𝑛 ≤
3

2𝑛 

∑    هندسی اما سری  
3

2𝑛
∞
𝑛=1    پس بنا به آزمون مقایسه سری .همگراست



=

−

1n
n

n

2

21 )sin(  

    همگرای مطلق و در نتیجه همگراست.

  

با محاسبه  بعدیهای گفته شده تحت شرایط معینی قابل استفاده هستند، در آزمون تا اینجا آزمون   

 توان همگرایی آن را بررسی کرد.می ی عمومی سری روی جمله

سری  .نسبتآزمون 


= 1n
n

aمفروض است 

𝑙𝑖𝑚الف( اگر  
    𝑛→+∞

 |
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| < آنگاه   ،   1



= 1n
n

a همگرای مطلق است  
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𝑙𝑖𝑚ب( اگر     
    𝑛→+∞

 |
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| > آنگاه  ، 1



= 1n
n

a  .واگراست 

𝑙𝑖𝑚ج( اگر   
    𝑛→+∞

 |
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| =  .، این آزمون قابل استفاده نیست 1

 

 همگرایی سری های زیر را بررسی کنید. .مثال

 الف(     


= 1 2
2

n n

n
  ب(                     



= n n

n

!
(-1) 

 

=      حل الف( 𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

2𝑛2

(𝑛+1)2 = 2 > 1 𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

  |
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞
 

2𝑛+1

(𝑛+1)2

2𝑛

𝑛2

  

 پس این سری واگراست.

𝑙𝑖𝑚 ب(حل 
    𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞

𝑛!

(𝑛+1)!
= 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞

1

𝑛+1
=∘< 1     

 پس این سری همگرای مطلق و در نتیجه همگراست.

 

می دانیم که اگر تعدا متناهی عدد را با هر ترتیبی جمع کنیم، جواب آن یکتا است، حال این سوال 

 سری ها( روی جواب آن تاثیر دارد؟های نامتناهی )است که آیا ترتیب نوشتن جمعمطرح 

  یکتاهمگرای مطلق باشد با هر ترتیب نوشتن جملات سری، جواب آن  سری ثابت می شود که اگر

ترتیب نوشتن جملات سری روی جواب سری تاثیر ،است. با این حال اگر سری همگرای مشروط باشد 

  مراجعه شود. [6] دارد. به

   

 سری توانی -۴

ای با چند جمله یک به صورت را توانیم بعضی از توابعهای توانی میدر این قسمت با معرفی سری

 جملات نامتناهی بنویسیم.

 

 . یک سری به شکل تعریف

...)()()( +−+−+=−


=

2axcaxccnax

n
n

c 21


 

  یک سری عددی بدست xمقدار  هرمی نامند. واضح است که برای  aی حول نقطه سری توانیرا 

 آید که ممکن است همگرا یا واگرا باشد.می
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=+++... به صورت ∘= 𝑎سری توانی حول نقطه  توجه.


=

2xcxccnx

n
n

c 21


  باشد.می 

 دامنه تابع .مثال


=

=

1n
nn

nx
xf

2
 را بیابید. )(

𝑎𝑛آنها همگراست. اگر   هایی است که سری به ازای  xمجموعه  fدامنه  حل. =
𝑥𝑛

𝑛2𝑛   ،آنگاه 

 

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞
|

𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)2𝑛+1
 

.
𝑛2𝑛

𝑥𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞
 

𝑛|𝑥|

2(𝑛 + 1)
=

|𝑥|

2
< 1 

2−   :پس < 𝑥 < |𝑥|    یا   2 < 𝑥همگرایی سری را در نقاط مرزی  2 =  .مکنیمی بررسی  ±2

 

x    ، = 2اگر 


= 1

1

n n
𝑥اگر   و واگراست   = سری    2−



= 1

(-1)

n n
 همگراست. 

 

𝐷𝑓                    :      بنابراین = [−2,2[ 

 

برای همگرایی سری توانی   قضیه.



=

−

1n

nax
n

c )(
 وجود دارد. حالتفقط سه   

 همگراست. x=aالف( سری فقط در 

 همگراست. ℝب( سری روی  

𝑥|وجود دارد که اگر     rمانند  مثبت ج( عددی − 𝑎| < 𝑟  اگر    و سری همگرا|𝑥 − 𝑎| > 𝑟         

 سری واگراست.

𝑟در حالت الف:    .نامندمی شعاع همگراییرا  rدر قضیه بالا    𝑟و در حالت ب:    ∘= =   است. ∞

𝑟  در مثال قبل شعاع همگرایی سری =  است. 2

شعاع همگرایی و دامنه همگرایی سری  .مثال



= 1n n

nx

!

 را تعیین کنید. 

𝑎𝑛     :کنیم فرض حل. =
𝑥𝑛

𝑛!
    

 

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞
|

𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
×

𝑛!

𝑥𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

    𝑛→+∞

|𝑥|

𝑛 + 1
=∘< 1 

 

𝑥پس این سری برای هر   ∈ ℝ   مگرایی  ههمگراست و شعاع𝑟 =  است.  ∞
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 توابع تحلیلی 

 وجود داشته باشد، به طوریکه aی نقطه شامل Iای مانند گاه بازهمفروض است. هر  fتابع  .تعریف

  x=aی   را در نقطه  f آنگاه باشد. aبرابر با یک سری توانی حول نقطه    I  ،𝑓(𝑥)ی روی فاصله

 نامند.تحلیلی می

 

𝑓(𝑥)نشان دهید   .مثال =
1

1−𝑥
 تحلیلی است. ∘=xدر نقطه    

 :از سری هندسی داریم حل.

1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ =
1

1 − 𝑥
     ,      |𝑥| < 1 

 

𝑓(𝑥)سری توانی برای    .مثال =
1

1+𝑥2   ی حول نقطه𝑥 = ∘ .بیابید 

 .کنیمتبدیل می   𝑥2−را به    xدر مثال قبل  حل.

 
1

1 + 𝑥2 = 1 − 𝑥2 + (−𝑥2)2 + (−𝑥2)3 + (−𝑥2)4 + ⋯       , |𝑥2|   < 1 
1

1 + 𝑥2 = 1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + 𝑥8 − ⋯          , |𝑥|   < 1 

 

فرض کنیم   توجه.


=

−=

n

nax
n

cxf برای  )r < ∘( .باشد rبا شعاع  یسری توان )()(

سری توانی، باید جمله به جمله از آن مشتق یا انتگرال گرفت. )شعاع  مشتق یا انتگرالمحاسبه 

 (.است rمده همان آست سری بدایی رهمگ

 

 گیری از سری هندسیبا مشتق مثال:

    
1

1+𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 + ⋯         , |𝑥| <  :آیدبدست می      1

−1
(1 + 𝑥)2 = −1 + 2x − 3𝑥2 + 4𝑥3 − ⋯         , |𝑥| < 1 

 

 بیابید. ∘ = aی را حول نقطه   𝑡𝑎𝑛−1𝑥  سری توانی مثال.

    :دیدیم که .حل
1

1+𝑥2 = 1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + 𝑥8 − ⋯       , |𝑥| < 1 

 :آیدگیری بدست میبا انتگرال

𝑡𝑎𝑛−1𝑥 = 𝑐 + 𝑥 −
𝑥3

3
+

𝑥5

5
− ⋯     , |𝑥| < 1 
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  بنابراین:    ∘ = cشود نتیجه می  ∘ = 𝑥اگر  

𝑡𝑎𝑛−1𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3
+

𝑥5

5
− ⋯     , |𝑥| < 1 

𝑥این سری در شود ثابت می = = 𝑥همگرا و برابر با مقدار تابع است.اگر     ±1    آید:بدست می  1

 
𝜋

4
= 𝑡𝑎𝑛−1(1) = 1 −

1
3

+
1
5

−
1
7

+ ⋯ 

    : پس

𝜋 = 4 (1 −
1
3

+
1
5

−
1
7

+ ⋯ ) 

 

 سری تیلور -5

  :در این صورت .باشد یتحلیل x = aدر نقطه  fفرض کنیم  قضیه.

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛

∞

𝑛=∘

 

 یا:  

 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +
𝑓́(𝑎)

1!
(𝑥 − 𝑎) +

𝑓(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 + ⋯  

 

کند این قضیه به طور ضمنی بیان می نامند.می aی حول نقطه  fتیلور ی ا سررت راستساوی سمت 

حول  fسری تیلور  است. منحصر به فرد ،در صورت وجود x = aهر تابع حول نقطه  یکه سری توان

 نامند.می نامک لور سریرا  ∘ = x نقطه

𝑓(𝑥) = 𝑓(∘) +
𝑓́(∘)

1
𝑥 +

𝑓(∘)

2!
𝑥2 + ⋯ 

 

  :شتق پذیر باشد، در این صورتم ایمرتبهاز هر  aی در اطراف  نقطه f. فرض کنیم تابع تیلور قضیه

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) +
𝑓́(𝑎)

1!
(𝑥 − 𝑎) +

𝑓(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 

+
𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑛)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 

 

𝑅𝑛 (𝑥) و قرار دارد. x و aبین  ncکه در آن =
𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑛)

(𝑛+1)!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 نامند.می ا باقیمانده سریر 

𝑙𝑖𝑚اگر 
    𝑛→+∞

 𝑅𝑛 (𝑥) 𝑥  ینقطه برابر با سری تیلور خودش حول 𝑓(𝑥) آنگاه  ∘ = = 𝑎  است. 
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𝑓(𝑥)سری مک لوران تابع  .مثال = 𝑠𝑖𝑛𝑥  .را بیابید. و نشان دهید به خودش همگراست 

 یابیم.را می   (∘)𝑓(𝑛)مشتقات    .حل

 

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥   , 𝑓(∘) = ∘ 
𝑓́(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥    ,   𝑓́(∘) = 1 

𝑓(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥    ,   𝑓(∘) =∘  
𝑓(3)(𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑥     , 𝑓(3)(∘) =  −1 

𝑓(۴)(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥      , 𝑓(4)(∘) = ∘ 
 ⋮ 

sinپس سری مک لوران 𝑥  برابر است با:    

!(2

2

1)

1
1

+

+




=

−=
n

nx

n

n


)(=  𝑥 −

𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯  nx

n n

n
f




= 



!

)(
)(

 

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

  
𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑛)

(𝑛 + 1)!
  𝑥𝑛+1   

|𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑛)|  اما   ≤   پس:       1

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

  |𝑅𝑛(𝑥)| ≤ 𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

 |
𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
| = ∘ 

 

𝑙𝑖𝑚
    𝑛→+∞

 𝑅𝑛 = ∘ 

 

 .همگراست sin xسری به تابع   بنابراین 

1)!(2

12
1

+

+




=

−
n

nx

n

n


)( 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑥 −

𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ =   

𝑥  توان دید که این سری برای هربا آزمون نسبت می ∈ ℝ .همگراست 

 

𝑓(𝑥)سری مک لوران تابع  .مثال = 𝑐𝑜𝑠𝑥   .را بیابید 

  :داریم 𝑠𝑖𝑛𝑥تابع  بسط از با مشتق گیری .حل

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯ 
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 سری مک لوران چند تابع مهم:

  𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ =

! n

nx

n



= 
      ,    𝑥 ∈ ℝ 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ =

!(2

2

1)

1
1

+

+




=

−
n

nx

n

n


)(    , 𝑥 ∈ ℝ 

   ,   𝑥 ∈ ℝ       
!(2

2

)
)(

n

nx

n

n



=

−


1𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 −

𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯ = 

,   | 𝑥|  < 1        


= n

nx
1

1−𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ = 

     ,   | 𝑥|  ≤ 1     
1

1
1

+

+




=

−
n

nx

n

n

2

2


)(𝑡𝑎𝑛−1𝑥 = 𝑥 −

𝑥3

3
+

𝑥5

5
− ⋯ = 

  ,      𝑥 ∈ ℝ       
!(2

2

1)

1

+

+




= n

nx

n 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 = 𝑥 +
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+ ⋯ = 

      ,        𝑥 ∈ ℝ       


= n n

nx

!(2

2

)
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 = 1 +

𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
+ ⋯ = 

 

𝑓(𝑥)سری تیلور تابع   .مثال =
1

𝑥
 پیدا کنید. x = 1ی را حول نقطه 

     :داریم حل.
1

1 + 𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 − ⋯    , | 𝑥|  < 1 

 بنابراین:

  
1
𝑥

=
1

1 + (𝑥 − 1)
= 1 − (𝑥 − 1) + (𝑥 − 1)2 − (𝑥 − 1)3 + ⋯    , |𝑥 − 1|  < 1 

 از قضیه تیلور استفاده کنیم.و  را بیابیم  𝑓(𝑛) (1)    مشتقاتروش دیگر این است 

 

 را بیابید. eمقدار تقریبی .مثال

𝑒𝑥                      حل. = 1 +
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ 

= 𝑥برای   :داریم 1 

𝑒 = 1 + 1 +
1
2!

+
1
3!

+ ⋯ 
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𝑒 ≅ 1 + 1 +
1
2!

+
1
3!

+
1
4!

+
1
5!

+
1
6!

+
1
7!

≅ 2/7182 

 خطای محاسبه کمتر است. واضح است هر جه تعداد جملات بیشتر شود ،

 

𝑓(𝑥)نهم تابع    یمرتبهمشتق  .مثال = 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥    را درx=∘  .بیابید 

𝑠𝑖𝑛𝑥                                .حل = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ 

𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑥3 −
𝑥5

3!
+

𝑥7

5!
−

𝑥9

7!
+ ⋯ 

nx   یسری توان از طرفی

n n

n
f

xf 


=

=





!

)(
)(

        :پس است. منحصر به فرد)(
𝑓(9)(∘)

9!
=

−1

7!
 

(∘)𝑓(9)        :  بنابراین  =
−9!

7!
= −72   

 

∫  انتگرال .مثال 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥   .را به صورت سری بیابید 

𝑒𝑥                                         حل. = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ 

𝑒−𝑥2
= 1 − 𝑥2 +

𝑥4

2!
−

𝑥6

3!
+ ⋯  

∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑐 + 𝑥 −

𝑥3

3!
+

𝑥5

5 × 2!
−

𝑥7

7 × 3!
+ ⋯ 

 

  ایسری دو جمله

𝑓(𝑥)عددی حقیقی و  mفرض کنید  = (1 + 𝑥)𝑚   آید:بدست می سری مک لورانبا استفاده از 

(1 + 𝑥)𝑚 = 1 + 𝑚𝑥 +
𝑚(𝑚 − 1)

2!
𝑥2 +

𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯    , |𝑥| < 1 

 نامند.می ایسری دو جملهتساوی بالا را 

 

 داریم:  ایسری دو جمله.از عددی طبیعی باشد mاگر  .حالت خاص

(1 + 𝑥)𝑚 = 1 + 𝑚𝑥 +
𝑚(𝑚 − 1)

2!
𝑥2 +

𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯ + 𝑥𝑚 

𝑥در تساوی بالا اگر قرار دهیم   =
𝑏

𝑎
 آید:بدست می زیر ایبسط دو جمله  

 

(𝑎 + 𝑏)𝑚 = 𝑎𝑚 + 𝑚𝑎𝑚−1𝑏 +
𝑚(𝑚 − 1)

2!
𝑎𝑚−2 𝑏2 + ⋯ +  𝑏𝑚 
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تابع مک لوران سری  .مثال 
1

√1+𝑥
 .بیابید 

     حل:
1

√1+𝑥
= (1 + 𝑥)

−1
𝑚 را با  ایدو جملهسری  ، 2 =

−1

2
 کنیم.می محاسبه  

 

(1 + 𝑥)
−1
2 = 1 +

−1
2

𝑥 +
(

−1
2 ) (−

3
2)

2!
𝑥2 +

(
−1
2 ) (−

3
2) (−

5
2)

3!
𝑥3 + ⋯   , |𝑥| < 1 

 بنابراین:

1

√1 + 𝑥
= 1 −

1
2

𝑥 +
1 × 3
2 × 4

𝑥2 −
1 × 3 × 5
2 × 4 × 6

𝑥3 − ⋯      , |𝑥| < 1 

 

limها  با استفاده از سری .مثال
𝑥→∘+

𝑥𝑒𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥3  را بیابید 

   .حل

                     𝑥𝑒𝑥 = 𝑥(1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ ) = 𝑥 + 𝑥2 +

𝑥3

2!
+ 𝑅(𝑥)    

                                                            𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+ 𝑄(𝑥) 

 

𝑅(𝑥) و 𝑄(𝑥)  هستندی چهاربا درجه هاباقیمانده سری. 

lim
   𝑥→∘ 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥3 = lim
   𝑥→∘+

𝑥2 +
2
3 𝑥3 + (𝑅(𝑥) − 𝑄(𝑥))

𝑥3 = +∞ +
2
3

+∘= +∞ 

 

 فصل هشتم تمرینات -6

 های زیر را بررسی کنید:همگرایی دنباله

     1-        𝑎𝑛 =
𝑛2+3

2𝑛2+4
 

     2-        𝑎𝑛 =
𝑐𝑜𝑠2(𝑛)

2𝑛 

     3 -     𝑎𝑛 = 𝑛2𝑒−𝑛 

     4-        
−2

3
 ,

4

9
 , 

8

27
 , … 

 

𝑎𝑛+1ی دنباله  -5 = √2 + 𝑎𝑛  و     𝑎1 = این دنباله  .تعریف شده است   {𝑎𝑛}    با      2√

 حد این دنباله را بیابید. .صعودی و کراندار است

 

𝑎𝑛+1دنباله   -6 =
1

3−𝑎𝑛
𝑎1  و   = نزولی و کراندار است حد این دنباله را پیدا   {𝑎𝑛}  با     2

 کنید.
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 .بیابیدهای زیر را جمع سری

     7-  n

n

)(


=

−

 3
1  

     8-  n

n

)(


=

−

2 2
1 

     9-   
−1

3
+

1

9
−

1

27
+

1

81
− ⋯  

 

     10-  


= +1 1
1

n nn )(
 

 

 های زیر واگرا هستند.نشان دهید سری

      11-   



= −

+

n n

n

125

42



 

      12-  



= n n )cos( 

1 

      13-    


=

+

1

11

n nn
)(

4 
 

 را بررسی کنید. زیر هایها، همگرایی سریبا استفاده از آزمون

     14-  


= +−1 542
1

n nn

 

     15-  


= 2n nn )ln(

1 

     16-  


= +1 42

1

n
n

 

     17-  


= +1 32
(2

n n

n)cos 

     18-    


= +1 11n n

n


 

     19-  



= −

+
−

1 12
11)(

n n

n 
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          20  -  


= 1
2

n n

n

!

)sin(


 

          21-   


= 11n
n

n



! 

          22- 



=








+

1

2
1

1
n

n

n

 

 

𝑎𝑛  ثابت کنید اگر  -23  و  ∘≤


= 1n
n

a آنگاه ،همگرا باشد


= 1
2

n

a
n

 نیز همگرا است. 

 

 شعاع همگرایی و دامنه همگرایی سری های زیر را بیابید.

       24-  


= n

nx 4)-( 

       25- 


=

+

n

nx
n

n
1)(

3
 

        26-   


= +n

nx
n

n

1
(-1) 

 

فرض کنید -27


=

−=


=

−

 n

nax
n

b

n

nax
n

a  ییک فاصله روی و هر دو سری  )()(

𝑎𝑛  نشان دهید .همگرا باشند aشامل  = 𝑏𝑛    

 

 تابع یسری توان  -28
1

𝑥
= 𝑥   هرا حول نقط     .بیاید   2− 

 

نشان دهید سری  -29



= n n

nxn

!

𝑦در معادله ی دیفرانسیل  (1-) + 𝑦́  کند.می صدق ∘=

نشان دهید سری  -30
( )




= n n

nx
2

!
 کند.می صدق  y = − ý+ y̋x∘در معادله ی دیفرانسیل     

 

تابع   بسطبا استفاده از  -31
1

1+𝑥
𝑓(𝑥)گیری،  تابع    و مشتق     =

𝑥

(1+𝑥)2  یرا حول نقطه 

  𝑥  .بسط دهید  ∘=
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 انتگرال های زیر را به صورت سری بنویسید.

       32 -        ∫
𝑥

1−𝑥6 𝑑𝑥      

       32-  ∫ 𝑡𝑎𝑛−1(𝑥2)𝑑𝑥   

       33-    ∫ cos (√𝑥) 𝑑𝑥 

       34-   ∫
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥

𝑥
 𝑑𝑥 

 

 ی داده شده بیابید.سری تیلور توابع زیر را حول نقطه

       35-𝑓(𝑥) = 𝑒3x       ,   𝑥 = ∘     

 

       36- 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 (𝜋𝑥)      , 𝑥 = ∘     

 
       37- 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 1     ,   𝑥 = 1      

 
       38- 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2 𝑥       ,    𝑥 = ∘      

 
𝑓(𝑥)ی دهم تابع مشتق مرتبه -39 = 𝑥6 𝑒𝑥     را در نقطه ی 𝑥  بیابید.∘ =

 

𝑓(𝑥)ی هشتم تابع مشتق مرتبه -40 = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥     را در نقطه ی 𝑥  بیابید.∘ =

 

 ، بسط توابع زیر را بیابید. ایبا استفاده از سری دو جمله

     41-    𝑓(𝑥) =
1

1−𝑥
 

     42-   𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥)
2
3 

     43- 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥+4
    

 

𝑓(𝑥)با استفاده از بسط تابع    -44 =
1

√1+𝑥
 ، سری مک لوران توابع زیر را بیابید.    

𝑓(𝑥)الف(            = 𝑠𝑖𝑛−1𝑥          )ب    𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛ℎ−1𝑥    

 

 ها، حدود زیر را حساب کنید.استفاده از سریبا -45

lim الف(         
   𝑥→∘ 

𝑠𝑖𝑛−1𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥3 lim ب(                    
   𝑥→∘ 

𝑥.𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2 
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