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 مقدمه 
 

 

یان  کتاباین  مباحث   اینباشد.می ریاضی پایهمحاسبات  توانافزایش  یادآوری و از آنهدف  وشده  علوم انسانی تألیفبرای دانشجو
 .و مثلثات استخطی  حل دستگاهدترمینان، ، ماتریسعبارتهای جبری، خواص اعداد صحیح،قواعد شمارش،  د، جموعه اعدا م  شامل

ضل و رحمت و هدایت به امید است مشمول ف. و کنماند تشکر و قدردانی مینموده کتاب تلاش و انتشار ر تهیهتمام عزیزانی که د از     
 م.  یصراط مستقیم حق تعالی باش

 محمد هاشم اعتمادزاده  
 ۱400 زمستان                                                                               



 

 

 
 
 
 
 

 فصل اول 
   

 و اعداد   ها مجموعه 
 
 

شود.در ریاضیات مقدماتی  ی ریاضی است، و به طور وسیعی در شاخه های گوناگون ریاضی استفاده میمفاهیم اولیهمجموعه یکی از 
داد حقیقی است.ولی شمارش ای در مجموعه اعیک نامعادله معمولًا فاصله مجموعه اعداد در بیان مفاهیم نقش دارند.مثلًا جواب

 در حوزه اعداد طبیعی است.تعداد حالات ممکن 
 
 هامجموعه 

 ای از اشیاء است که اعضای آن معین و متمایز باشد.یک مجموعه دسته تعریف:
یان یک دانشگاه یک مجموعه )اعضاء مشخص و م .یک مجموعه است 25و  4مثلًا اعداد فرد صحیح بین       تمایز است(. و یا دانشجو

 ند.()اعضای آن مشخص نیست .ای اعداد خیلی بزرگ یک مجموعه نیستاست؛ ولی دسته
 دهند.ها را با حروف بزرگ نمایش میدانیم معمولًا مجموعههمانطور می

 
𝐴 = {2 , 5 , 8 , − 1} , 𝐵 = {∗ , , 3} 

5 ∈ 𝐴  ,  11 ∉ 𝐴  , ∗∈ 𝐵 
ییم      Bو    Aتعریف: فرض کنیم   هم باشد و آن را با علامت   Aیک عضو    Bهرگاه هر عضو    ؛است  Aزیرمجموعه    Bدو مجموعه باشند. گو

B ⊆ A دهیم. به عبارت دیگرنشان می: 
 

𝐵 ⊆ 𝐴 ⟺   𝑥 ∈ 𝐵 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 
 

                                     
 

 
                 

 
 

یان یک کلاس زیرمجموعه یان همان دانشگاه است. مثلًا مجموعه دانشجو  ی دانشجو

 

A 
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  نامند هرگاه اعضای یکسان داشته باشند.دو مجموعه را مساوی می تعریف:   
  به طور معادل:

𝐴 = 𝐵 ⇔  𝐴 ⊆ 𝐵 , 𝐵 ⊆ 𝐴 
 شود.معمولًا برای اثبات تساوی دو مجموعه از گزاره سمت راست استفاده می

 دهند:مینامند و به صورت زیر نشان ای را که هیچ عضوی ندارد، مجموعه تهی میمجموعه    
∅ = { } 

 :واضح است
∅ ⊆ 𝐴 

 توانیم محدود کنیم. مثلًا اگربا شرایطی می در بعضی موارد اعضای یک مجموعه را     
𝐴 = {1 , 2 , 3 , 4 , …  کنیم:صورت زیر تصریح میرا به B، مجموعه  {10 ,

 
𝐵 = {𝑥 ∈ 𝐴| فرد باشد 𝑥} 

 :واضح است که              
𝐵 = {1 , 3 , 5 , 7 , 9} 

نامند های آن باشند که آن را مجموعه مرجع می های دیگر زیرمجموعه کنیم که مجموعهای را اختیار می مجموعهمعمولًا در یک مبحث، 
 دهند.نمایش می Uیا  Mو معمولًا آن را با 

𝐴مجموعه مرجع باشد، همواره  Mواضح است که هرگاه     ⊆ 𝑀 .است 
 است. 2𝑛برابر  Aهای عضوی باشد، تعداد زیرمجموعه nیک مجموعه  Aاگر توجه:  

23عضوی باشد، به تعداد  3مجموعه  Aمثلًا اگر      =  زیرمجموعه دارد. 8
 دهند.( نشان می A)مجموعه توانی  𝑃(𝐴)را با  Aهای یک مجموعه باشد، مجموعه تمام زیرمجموعه Aاگر  تعریف:  

 Aها و آخر خود مجموعه ها و بعد دوعضویعضویهای یک مجموعه بهتر است ابتدا تهی، سپس تکمعمولًا برای نوشتن زیرمجموعه   
یسیم.  را بنو

 های زیر را بیابید.مجموعه توانی مجموعه  مثال:
𝐴 الف(    = {2 , 5} 
 حل:           

𝑃(𝐴) = {∅,{2},{5},𝐴} 
𝑃(𝐴) ،22واضح است که  =  عضوی است. 4

𝐵 ب(  = {∅ , 4} 
 حل:       

𝑃(𝐵) = {∅,{∅},{4},𝐵} 
∅که  متوجه داری  ≠  عضوی است.یک مجموعه تک {∅}مجموعه بدون عضو است ولی  ∅زیرا  {∅}

𝐶 ج(  = {3 ,{3}} 
 حل:     

𝑃(𝐶) = {∅,{3},{{3}},𝐶} 
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 :واضح است که
{3} ≠ 3    زیرا     ، {{3}} ≠ {3}. 

2همواره مجموعه هسدتند، بنابراین گزاره  𝑃(𝐴)یک مجموعه باشدد، اعضدای  Aاگر   توجه: ∈ 𝑃(𝐴)  برای هر مجموعهA   نادرسدت
 است.

 
 هااعمال جبری روی مجموعه

 .دو مجموعه باشند Bو  Aمجموعه مرجع و  Mفرض کنید 
 اجتماع دو مجموعه:الف(     

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑀|𝑥 ∈ 𝐴 یا 𝑥 ∈ 𝐵} 
 تر است )بدون اعضای تکراری(.بزرگواقع اجتماع، قرار دادن دو مجموعه در یک مجموعه  در
 
 
 

                                                 
                                                                        

 اشتراک دو مجموعه:ب(    
𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑀|𝑥 ∈ 𝐴 و  𝑥 ∈ 𝐵} 

 
    
 
 
 
 
 

  دو مجموعه: تفاضل(ج     
𝐴 − 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑀|𝑥 ∈ 𝐴 و  𝑥 ∉ 𝐵} 

𝑥بنابه تعریف هرگاه  ∈ 𝐴 − 𝐵  ،باشد𝑥  داخلA و داخل  هستB ستنی. 
 

 
 
 

                                                             
 

 

A B 

 نمودار ونِ

 
𝐴 ∪ 𝐵 

A B 

𝐴 ∩ 𝐵 

 

A B 

𝐴 − 𝐵 
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 :Aمتمم مجموعه ( د     
𝐴′ = {𝑥 ∈ 𝑀|𝑥 ∉ 𝐴} 

 نیستند. Aهستند ولی در  Mدر  ′𝐴اعضای 
 

 
 
 
 

𝑀       اگر مثال: = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8}  
 𝐴 = {2 , 4 , 6}  ،𝐵 = 𝐶و  {6 , 4 , 3 , 1} =  موارد زیر را بیابید.  {8 , 5 , 4}

𝐴 الف(      ∪ 𝐵′         
 حل:      

𝐵′ = {2 , 5 , 7 , 8} 
𝐴 ∪ 𝐵′ = {2 , 4 , 5 , 6 , 7, 8} 

𝐴) ب(    ∩ 𝐵)′         
 حل:          

𝐴 ∩ 𝐵 = {4 , 6} 
(𝐴 ∩ 𝐵)′ = {1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 8} 

𝐴 ( ج     − 𝐵′           
 حل:            

𝐵′ = {2 , 5 , 7 , 8} 
𝐴 − 𝐵′ = {4 , 6} 

𝐴) د(       ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)′          
 حل:          

(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 8} 
(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)′ = {7} 

 ها مجموعه خواص جبری  
 :خاصیت جابجایی

{
𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴
𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴

 

 
 :پذیریخاصیت شرکت

 

{
(𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶)

(𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶)
 

𝐴′ 

A 

M 

A 
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 :پذیری خاصیت پخش
 

{
𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶)

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)
 

 :قانون دمورگان
{
(𝐴 ∪ 𝐵)′ = 𝐴′ ∩ 𝐵′

(𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝐴′ ∪ 𝐵′ 

 آیند:میبا استفاده از این قوانین روابط زیر بدست 
{
𝐴 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵′

(𝐴′)′ = 𝐴
 

 

{
𝐴 ∪ 𝐴′ = 𝑀
𝐴 ∩ 𝐴′ = ∅

 
 

{
𝐴 ∪ 𝑀 = 𝑀
𝐴 ∩ 𝑀 = 𝐴

 
 

{
𝐴 ∪ ∅ = 𝐴
𝐴 ∩ ∅ = ∅

 
 

𝐴اگر  سؤال: ⊆ 𝐵  آیا𝑃(𝐴) ⊆ 𝑃(𝐵) است؟ 
 :کنیمبا یک مثال این سوال را تحقیق می  حل:    

𝐴 = {1 , 2} , 𝐵 = {1 , 2 , 3} 
 

𝑃(𝐴) = {∅,{1},{2},𝐴} 
 

𝑃(𝐵) = {∅,{1},{2},{3},{1 , 2},{1 , 3},{2 , 3},𝐵} 
 :شود کهدیده می 

𝑃(𝐴) ⊆ 𝑃(𝐵) 
 توان ثابت کرد این گزاره همواره درست است.در واقع می 

 با یک مثال تساوی زیر را تحقیق کنید. مثال:
𝐴 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵′ 

 
𝑀 :          دهیمقرار می  حل:     = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } 

 
𝐵 = و             { 6 , 5 , 4 , 3} 𝐴 = {2 , 3 , 4 , 5} 
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𝐴 − 𝐵 = {2}                   (1)                                                                    
𝐵′ = {1 , 2}   ,   𝐴 ∩ 𝐵′ = {2}            (2)    

 :شود( مشاهده می2( و )1از )
𝐴 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵′ 

ی   سه روش انجام می شود:ها به در مجموعه هاگزاره و  هامعمولًا اثبات تساو
 ( روش نمودار وِن1
 ( روش جبری2
 ( روش عضوگیری3

 کنیم.در اینجا فقط دو روش اول را بیان می
 
 روش نمودار وِن (  1

د، نهاشورها یکسان باشوِن کافی است برای هریک از طرفین تساوی یک نمودار رسم کنیم و آنها را هاشور بزنیم. اگر ، در روش نمودار
 تساوی برقرار است.

𝐴)تساوی   مثال: ∪ 𝐵)′ = 𝐴′ ∩ 𝐵′ .را به روش نمودار وِن ثابت کنید 
 
 
 
 
 
  

 
 

                                            
′𝐴واقع  در ∩ 𝐵′  .شودکه سمت چپ و سمت راست هاشور یکسان دارند.اکنون دیده می قسمت مشترک دو شکل قبل است 

𝐴)   تساوی  مثال: − 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴 .را ثابت کنید 
 
 
 

                                                                     
 
 
 
 
 واضح است که سمت چپ با سمت راست برابر است.   

A B 

𝐴′ ∩ 𝐵′ 

A B 

𝐵′ 

B A 

𝐴′ 

 

 سمت راست

 

A B 
 سمت چپ

 
(𝐴 ∪ 𝐵)′ 

A B 

A B 

A 

(𝐴 − 𝐵)

∪ (𝐴 ∩ 𝐵) 

 سمت چپ

𝐴 ∩ 𝐵 

𝐴 − 𝐵 
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 ( روش جبری 2
 . شوداستفاده میها تساوی برای اثبات در این روش خواص جبری و  نتایج آن

 ثابت کنید.  مثال:
𝐴 ∩ (𝐴′ ∪ 𝐵) = 𝐴 ∩ 𝐵 

 کنیم.میاز سمت چپ شروع  اثبات:     
𝐴 ∩ (𝐴′ ∪ 𝐵) = (𝐴 ∩ 𝐴′) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = ∅ ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴 ∩ 𝐵 

 
 تساوی زیر را ثابت کنید. مثال:  

𝐵 ∪ (𝐴 − 𝐵) = 𝐴 ∪ 𝐵 
  کنیم.میاز سمت چپ شروع  اثبات:     

𝐵 ∪ (𝐴 − 𝐵) = 𝐵 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵′) = (𝐵 ∪ 𝐴) ∩ (𝐵 ∪ 𝐵′) 
= (𝐵 ∪ 𝐴) ∩ 𝑀 = 𝐵 ∪ 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐵 

 
  مجموعه اعداد 

 دهیم. ها نسبت میبه طور اجمال عدد مقداری است که به کمیت
 شود، مجموعه اعداد طبیعی نام دارد.مجموعه اعدادی که شمارش با آنها انجام می     

ℕ = {1 , 2 , 3 , 4 , … } 
 های زیر را بیابید.اعضای مجموعه مثال:

𝐴 = {𝑥 ∈ ℕ  |𝑥2 = 25} = {5} 
 

𝐵 = {𝑥 ∈ ℕ  |𝑥 + 5 < 10} = {1 , 2 , 3 , 4} 
 

𝐶 = {√𝑥2 + 1   |𝑥 ∈ ℕ , 1 < 𝑥 ≤ 3} = {√5,√10} 

 
 دهیم.مینشان  ℤمجموعه اعداد صحیح را با    

ℤ = {… , − 2 , − 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , … } 
ℕ ⊆ ℤ. 

 های زیر را بیابید.عهاعضای مجمو مثال:
𝐴 = {𝑥 ∈ ℤ|𝑥2 = 25} = {±5} 

 
𝐵 = {𝑥 ∈ ℤ|𝑥 + 5 < 10} = {… , − 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4} 

 
ℕنهایت عضو دارند و هردو بی ℤو  ℕواضح است که  سوال: ⊆ ℤ  اعضای تعداد است. آیاℤ  ازℕ بیشتر است؟ 

 .خیر تعداد اعضای آنها برابر است  جواب:
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یا را با         دهیم.نمایش می  Qمجموعه اعداد گو

𝑄 = {
𝑎
𝑏

|𝑎,𝑏 ∈ ℤ , 𝑏 ≠ 0} 
 
3
5 ∈ 𝑄  ,  4 =

8
2 ∈ 𝑄 ,  0 =

0
1 ∈ 𝑄 ,  0/251 =

251
1000 ∈ 𝑄 , 2/24 =

224
100 ∈ 𝑄 

 داریم:
ℕ ⊆ ℤ ⊆ 𝑄 

 های زیر را بیابید.مجموعهاعضای  مثال:
 

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑄|(𝑥 −
1
2)(𝑥 + 4) = 0} 

(𝑥 −
1
2)(𝑥 + 4) = 0 ⇒  {𝑥 −

1
2 = 0 ⇒ 𝑥 =

1
2

𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = −4
 

 :پس    

𝐴 = {
1
2  , − 4}. 

𝐵 = {𝑥 ∈ ℕ|(𝑥 −
1
2)(𝑥 + 4) = 0} = ∅ 

  گیریم، بنا به رابطه فیثاغورس:مربعی به طول واحد در نظر می    

                                                                               
𝑥2 = 12 + 12  ⇒ 𝑥2 = 2 

یا نیست )تبدیل به کسر نمی 𝑥توان ثابت کرد می    شود(.عددی گو
یا نیستند، اعداد   دهیم.نشان می ′𝑄نامند و آن را با می  گنگاین نوع اعداد را که گو

  شود.متناهی باشد، به کسر تبدیل می عدداگر تعداد اعشار یک  توجه.
 

25/271 =
25271
1000 ∈ 𝑄 

یا؟ 2/3̅عدد   مثال:  گنگ است یا گو
 :      شودمی یادآوری حل:   

2/3̅ = 2/333 … 
 :        دهیممیقرار 

 
𝑥 = 2/3̅ 
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 کنیم:ضرب می 10طرفین را در 
10 𝑥 = 23/3̅ 

 داریم:
10 𝑥 − 𝑥 = 23/3̅ − 2/3̅ = 21 ⇒ 9 𝑥 = 21 ⇒ 𝑥 =

21
9  

 پس:
2/3̅ =

21
9 ∈ 𝑄 

یا است؟ 1/25̅آیا عدد  مثال:  گو
𝑥                                   دهیم:می قرار     حل :     = 1/25̅ 

 کنیم:ضرب می 100در  و یک بار  10طرفین را در  یک بار
10 𝑥 = 12/5̅ 

100 𝑥 = 125/5̅ 
 داریم:

100 𝑥 − 10 𝑥 = 125/5̅ − 12/5̅  ⇒ 90 𝑥 = 113 ⇒ 𝑥 =
113
90 ∈ 𝑄 

 بنابراین:
1/25̅ =

113
90 ∈ 𝑄 

یا و سایر اعداد گنگ هستند. نکته مهم:  اعداد اعشاری که تعداد اعشار آنها متناهی و یا دوره گردش داشته باشند، اعداد گو
 گنگ است.  𝑛√عددی صحیح نباشد، آنگاه  𝑛توان ثابت کرد اگر می 

 اعداد زیر گنگ هستند:   
√2 = 1/4142 … ∈ 𝑄′   0/24681012 … ∈ 𝑄′ 
𝜋 = 3/1415 … ∈ 𝑄′   √53

= 1/709 … ∈ 𝑄′ 
𝑒 = 2/7182 … ∈ 𝑄′   √34

= 1/316 … ∈ 𝑄′ 
 

یا بیشتر است.میمجموعه اعداد گنگ نامتناهی است و   توان ثابت کرد تعداد اعداد آنها از اعداد گو
 

 مجموعه اعداد حقیقی 
 کنیم:میتعریف دهیم و نشان می ℝمجموعه اعداد حقیقی را با 

ℝ = 𝑄 ∪ 𝑄′ 
یا یا گنگ است  ،  هر کمیت   .باشدحقیقی می ، بنابراین هر عددی .مقداری گو

ℕ ⊆ ℤ ⊆ 𝑄 ⊆ ℝ 
 ایم.ترین مجموعه اعدادی است که تعریف کردهبزرگ ℝتا اینجا 
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 فاصله در اعداد حقیقی: 
 فاصله بسته:     

[𝑎 , 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 
 
 
 
 

 :فاصله باز
(𝑎 , 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ|𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 

 
 
 

  
 :بازفاصله نیمه

[𝑎 , 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ|𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} 
  
 

 
 کرانبیفاصله   
 

[𝑎 , + ∞) = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 ≥ 𝑎} 
 
 
 

 اند.ساده شدههای زیر عبارت  مثال:
[4 , 2]الف(                                           ∪ (3 , 6) = [2 , 6) 
 
(3 , ∞−)ب(                                       ∩ [−1 , 4] = [−1 , 3) 

 
[4 , 1]ج(                                          − [2 , 5] = [1 , 2) 

     [−1 , 2)′ = (−∞ , − 1) ∪ [2 , + ∞)       د(                              
 

[−3 , 4] ∩ (1 , 5] ∩ [4 , 7] = {4}       ه(                              

𝑎  𝑏 

𝑎  𝑏 

𝑎  𝑏 

𝑎  
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 ضرب دکارتی دو مجموعه حاصل 
 صورت زیر است:ضرب دکارتی آنها بهدو مجموعه باشند، حاصل Bو  Aفرض کنیم 

𝐴 × 𝐵 = {(𝑎,𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑏 ∈ 𝐵} 
𝐴هر عضو  × 𝐵 مرتب صورت زوجبه(𝑎,𝑏) :است و داریم 

(𝑎,𝑏) ≠ (𝑏,𝑎) 
𝐴اگر   مثال: = 𝐵و  {2 , 1} =  موارد زیر را بیابید.  {4 , 2 , 0}

𝐴       الف(      × 𝐵 
𝐴 × 𝐵 = {(1 , 0),(1 , 2),(1 , 4),(2 , 0),(2 , 2),(2 , 4)} 

 
𝐴  ب(      × 𝐴 

𝐴 × 𝐵 = {(1 , 1),(1 , 2),(2 , 1),(2 , 2)} 
 اعضای مجموعه زیر را تعیین کنید. مثال:

𝐴 = {(𝑥,𝑦)|𝑥,𝑦 ∈ ℕ , 𝑥 + 𝑦 = 5} = {(1 , 4),(4 , 1),(2 , 3),(3 , 2)} 
 

𝐴عضوی باشد، آنگاه  mمجموعه  Bعضوی و  nمجموعه  Aاگر  نکته: × 𝐵  مجموعه𝑛 × 𝑚 .عضوی  است 
 

𝐴اگر  مثال:  = {1 , 2 , 3 , … 𝐵و  {10 , =  آنگاه مجموعه {14 , 10 , 4 , 2}
 (𝐴 ∩ 𝐵) × 𝐵 چند عضو دارد؟ 
𝐴      حل:    ∩ 𝐵 =  عضوی است. پس 4مجموعه  Bعضوی و  3 {10 , 4 , 2}

      (𝐴 ∩ 𝐵) × 𝐵  عضوی است. 12مجموعه 
 
  تمرین 

 های زیر را تعیین کنید.مجموعه توانی مجموعه  -1
𝐴        الف(       = 𝐵  ب(       {4 , 0} = {6 , {6}} 
𝐶       ج(          = 𝐷        د(                     {{∅},∅} = {{3}} 
𝐴اگر  -2 = {5}   ،  𝑃(𝑃(𝐴)) .را بیابید   
 
𝑀         اگر -3 = {1 , 2 , … ,7}     
 𝐴 = {2 , 3 , 4}  ، 𝐵 = 𝐶و  {5 , 3 , 1} =  موارد زیر را بیابید. {7 , 4 , 3}
𝐴                 الف(        − 𝐵                    )ب         𝐴′ ∪ 𝐵 
𝐴)     ب(        ∩ 𝐵) − 𝐶                     )د   𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) 
 روابط زیر را با یک مثال تحقیق کنید. -4

𝐴الف(                                     ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) 
𝐴)ب(                                                     ∩ 𝐵)′ = 𝐴′ ∪ 𝐵′   
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 با یک مثال تساوی زیر را تحقیق کنید. -5
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) ∩ 𝑃(𝐵) 

 با یک مثال نشان دهید تساوی زیر درست نیست. -6
𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) ∪ 𝑃(𝐵) 

  
 های زیر را با نمودار وِن ثابت کنید.تساوی -7
𝐴 الف(   − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵′ 
𝐴) ب(   ∩ 𝐵)′ = 𝐴′ ∪ 𝐵′ 
𝐴 ( ج    ∪ (𝐴′ ∩ 𝐵) = 𝐴 ∪ 𝐵 
𝐴) (د     − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐵) 

  
 های زیر را با روش جبری ثابت کنید.تساوی -8

𝐴) الف(  − 𝐵) ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 
𝐴 ب( − 𝐵′ = 𝐴 ∩ 𝐵 

𝐴) ج(   ∩ 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = 𝐵 
′𝐴 د(  ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴′ ∪ 𝐵 

 
 های زیر را بیابید.اعضای مجموعه -9

𝐴 = {𝑥 ∈ ℤ|3 ≤ 𝑥 + 4 ≤ 10} 
 

𝐵 = {𝑥 ∈ ℕ|16 ≤ 𝑥2 ≤ 32} 
 

𝐷 = {(𝑥,𝑦)|𝑥,𝑦 ∈ ℕ ,  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 8} 
 

𝐸 = {𝑥 ∈ ℤ|𝑥2 − 7 ≤ 0} 
 

 یک از اعداد زیر گنگ هستند؟کدام  -10
 17/171̅̅̅̅              ب(               251/127           الف(         
0/010010001          ج(            93√         د(                 …

 
 اعداد زیر را به کسر تبدیل کنید. -11

 2/113̅ج(    1/12̅ب(    0/28̅الف( 
 
 



 19       ها و اعداد جموعه م 
 

 های زیر را بدست آورید.عبارت  -12
     الف(

               
(−∞ , 4] ∩ [−4 , + ∞)                      

  
[4 , 1]     ب(     − (−1 , 2)                                   
   
  ج(    

 
ℕ ∩ (−4 , 4)                            

     
                                                        د(   

 
(−∞ , 5] ∪ (2 , 4]                         

  
          ه(    

 
([1 , 3] ∩ (2 , 5]) ∪ (3 , 6]             

 
{2−}چند عضو مجموعه  -13 × ℕ .یسید  را بنو
 عضوی باشد: 7مجموعه  Aاگر  -14

𝐴الف(  × 𝐴 چند عضو دارد؟ 
𝐴ب(  × 𝐴  دارد؟چند زیر مجموعه 
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 یادداشت 
 



 

 

 

 

 

 

 فصل دوم 
 های جبری عبارت 

 
 

شوند.در این فصل با این حاسبات ریاضی عمومی استفاده میم در حل معادلات و نامعادلات معمولاا  عبارتهای جبری، اتحادها،  
یم.مفاهیم آشنامی  شو

 
  ها خواص توان 

 عددی حقیقی باشد. داریم: 𝑎فرض کنید 
𝑎0 = 1  ,  𝑎1 = 𝑎 

 همچنین:
𝑎𝑛 = 𝑎 × 𝑎 × …× 𝑎⏟        

𝑛 بار
 

 ها را به نمادهای منفی گسترش دهیم.توانیم توان می 

𝑎−𝑛 =
1
𝑎𝑛
  ,  𝑛 ∈ ℕ 

 :ام یک عدد حقیقی  nریشه  تعریف:
𝑎√مثبت است.(              𝑎زوج باشد،  n)اگر 

𝑛
= 𝑏 ⇔ 𝑏𝑛 = 𝑎 

𝑚,𝑛فرض کنید  ∈ ℕ  تعریف توان کسری:  
𝑎

1
𝑛 = √𝑎

𝑛  
 

𝑎
𝑚
𝑛 = (𝑎

1
𝑛)𝑚 = (𝑎𝑚)

1
𝑛 = √𝑎𝑚

𝑛  
 چند مثال: 

√−83
= −2    √164

= 2 
√125 = √53 = 5

3
2   (3)−5 =

1
35 
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 ها توان   چند خاصیت 
𝑛,𝑚فرض کنید  ∈ ℤ 

𝑎𝑚 × 𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛  
 

𝑎𝑚

𝑎𝑛
= 𝑎𝑚−𝑛 

 
(𝑎𝑚)𝑛 = 𝑎𝑚𝑛  , 𝑎 > 0 

 
𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛 = (𝑎𝑏)𝑛 , 𝑎,𝑏 ∈ ℝ 

 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
= (

𝑎

𝑏
)
𝑛

 
𝑚,𝑛این خواص حتی اگر  ∈ 𝑄 :باشند نیز برقرار است؛ بنابراین 

√ √𝑎
𝑚𝑛

= √𝑎
𝑛𝑚  

 

√𝑎𝑏 = √𝑎 ∙ √𝑏 
 

𝑏𝑛𝑎√مثبت است.(     bزوج باشد،  n)اگر 
𝑛

= 𝑏√𝑎
𝑛 

   مثال:چند   
25

43 =
25

(22)3 =
25

26 =
1
2 

 

√3√3 = √√32 × 3 = √334
= 3

3
4 

 
−2

(
3
5)
−3 = −2 × (

3
5)

3
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(81)
5
4 = √(81)54

= (√814
)

5
= 35 

√√√20523
= √203  

 عبارت زیر را ساده کنید. مثال:

𝑎 = 2 √20 − √18 + 3√5 + √50 
 حل:      

𝑎 = 2√4 × 5 − √9 × 2 + 3√5+ √25 × 2 
𝑎 = 4√5 − 3√2 + 3√5 + 5√2 = 7√5 + 2√2 

 

یا   اعمال جبری روی اعداد گو
 :جمع و تفاضل   

𝑎

𝑏
±
𝑐

𝑑
=
𝑎𝑑 ± 𝑐𝑏

𝑏𝑑
 

یا  :ضرب اعداد گو
𝑎

𝑏
×
𝑐

𝑑
=
𝑎𝑐

𝑏𝑑
 

یا  :تقسیم اعداد گو

{
 
 

 
 
𝑎

𝑏
÷
𝑐

𝑑
=
𝑎

𝑏
×
𝑑

𝑐
=
𝑎𝑑

𝑏𝑐

 
𝑎
𝑏
 

𝑐
𝑑

=
𝑎

𝑏
×
𝑑

𝑐
=
𝑎𝑑

𝑏𝑐

 

بهمی برای جمع یا تفاضل چند کسر    توجه:  ترین باشد( آنها را محاسبه مشترک )بهتر است کوچکدو و یا با اختیار یک مخرج توان آنها را دو
 کرد.

2
4 −

3
8 =

16 − 12
32 =

4
32 =

1
8 

 
1
3 +

2
6 −

3
5 =

10 + 10 − 18
30 =

2
30 =

1
15 

2
5 ×

1
2 ÷

4
5 =

2
10 ÷

4
5 =

2
10 ×

5
4 =

10
40 =

1
4 
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 های جبری ت عبار 
 نامند.عبارت جبری میهای زیر را یک عبارت هریک از 

𝑥2 + 4
𝑥

    ,  𝑥3 − 2 𝑥 + 1   ,  𝑥𝑦2 − 𝑦 − 𝑥    ,    √𝑥2 − 1 
 کنیم.جملات متشابه را با هم ساده می  ، های جبری رت برای جمع یا تفاضل عبا

 (−2𝑥2 + 7 𝑥𝑦 − 𝑦3) + (−2𝑦3 + 𝑥𝑦2 + 5𝑥2) 
= 3𝑥2 + 7 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 − 3𝑦3 
 

 (𝑦4 +
2
𝑥2 + 𝑥𝑦) − (−𝑦

4 +
3
𝑥2 − 𝑥

2𝑦) 

= 2𝑦4 −
1
𝑥2 + 𝑥 𝑦 + 𝑥

2𝑦 

 کنیم.پذیری استفاده میاز خاصیت توزیع  ، های جبریعبارت برای ضرب 
   چند مثال:

 
 (1− 𝑥 + 𝑥2)(2 𝑥 + 4) 
= 2 𝑥 + 4 − 2𝑥2 − 4 𝑥 + 2𝑥3 + 4𝑥2 = 2𝑥3 + 2𝑥2 − 2 𝑥 + 4 
 

 (𝑥 − 1)(𝑦 + 2)(𝑥 + 𝑦) 
= ((𝑥 − 1)(𝑦 + 2))(𝑥 + 𝑦) = (𝑥𝑦 + 2 𝑥 − 𝑦 − 2)(𝑥 + 𝑦) 
= 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 2𝑥2 + 𝑥𝑦 − 𝑦2 − 2 𝑥 − 2 𝑦 )ساده شده( 
 

1
𝑥
+

2
𝑥2 +

𝑥 + 1
𝑥 − 1 =

𝑥(𝑥 − 1) + 2(𝑥 − 1) + 𝑥2(𝑥 + 1)
𝑥2(𝑥 − 1)  

 

=
𝑥2 − 𝑥 + 2 𝑥 − 2 + 𝑥3 + 𝑥2

𝑥2(𝑥 − 1) =
𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2(𝑥 − 1)  

 
1
𝑥

𝑥2 + 1
𝑥2 − 1

=
1
𝑥
×
𝑥2 − 1
𝑥2 + 1 =

𝑥2 − 1
𝑥(𝑥2 + 1) 

 
 حذف شود. ترین درجه مقسوم کنیم که بزرگقسمت را طوری انتخاب میای، خارجبرای تقسیم دو چندجمله ای:له تقسیم در چندجم
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 تقسیم کنید.  مثال:
   𝑥3 + 𝑥2 − 1 𝑥 + 3            
−𝑥3 − 3𝑥2      𝑥2 − 2 𝑥 + 6
     −2𝑥2 − 1
      2𝑥2 + 6 𝑥  
       6 𝑥 − 1
    −6 𝑥 − 18   
             −19   

 

 شود.عبارت که به پایین منتقل شود، علامت آن عوض می* هر 
𝑥3نشان دهید   مثال: + 𝑥بر  8 +  پذیر است؟شبخ 2

 
   𝑥3 + 8 𝑥 + 2            
−𝑥3 − 2𝑥2   𝑥2 − 2 𝑥 + 4
−2𝑥2 + 8
   2𝑥2 + 4 𝑥  
   4 𝑥 + 8
−4 𝑥 − 8      
         0   

 

𝑥اگر مقدار   نکته: = 𝑎 ای بر آن چندجمله .()ریشه آن باشد ،ای را صفر نمایدیک چندجمله(𝑥 − 𝑎) پذیر است.بخش 
𝑥3آیا   مثال: − 𝑥2 − 𝑥بر  4 −  پذیر است؟بخش 2

𝑥 روش اول:حل:      = 𝑥ازای )به است. ایریشه چندجمله 2 = 𝑥3شود(. پس مقدار صفر می  2 − 𝑥2 − 𝑥)بر  4 − 2) 
 پذیر است.بخش

 روش دوم: 
   𝑥3 − 𝑥2 − 4 𝑥 − 2            
−𝑥3 + 2𝑥2   𝑥2 + 𝑥 + 2
   𝑥2 − 4
−𝑥2 + 2 𝑥    
   2 𝑥 − 4
−2 𝑥 + 4      
         0   

 

 پس:
𝑥3 − 𝑥2 − 4
𝑥 − 2 = 𝑥2 + 𝑥 + 2 
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𝑥16آیا   مثال:  − 𝑥بر  1 +  پذیر است؟بخش 1
𝑥    حل:       = 𝑥16ریشه   1− − 𝑥16است. پس  1 − 𝑥)بر  1 +  پذیر است.بخش (1

 
𝑥5آیا   مثال:  − 2 𝑥 + 𝑥)بر  5 −  پذیر است؟بخش (1

𝑥شود که با محاسبه معلوم می حل:      = 𝑥5ریشه  1 − 2 𝑥 + 𝑥5نیست. پس  5 − 2 𝑥 + 𝑥)بر  5 −  پذیر نیست.بخش (1
 

 اتحادها 
 ( اتحاد مربع 1

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑏2  
 
 (𝑥 − 2)2 = 𝑥2 − 4 𝑥 + 4 
 (−𝑥 + 3)2 = 𝑥2 − 6 𝑥 + 9 
 (2 𝑥 + 3 𝑦)2 = 4𝑥2 + 12 𝑥𝑦 + 9𝑦2  
 (𝑥3 − 1)2 = 𝑥6 − 2𝑥3 + 1 

 
𝑥2برای تبدیل عبارت  * + 𝑏𝑥 + 𝑐  به مربع کامل کافی است عبارت(

𝑏

2
)

2
 را به معادله اضافه و کم کنیم. 

 معادلات زیر را به مربع کامل تبدیل و سپس آن را حل کنید.  مثال:
𝑥2  الف(     − 4 𝑥 + 3 = 0           

 داریم:   حل:       

(
𝑏

2)
2
= (

−4
2 )

2
= 4 

 
𝑥2 − 4 𝑥 + 3 = (𝑥2 − 4 𝑥 + 4) − 4 + 3 

(𝑥 − 2)2 − 1 =   مربع کامل   0
(𝑥 − 2)2 = 1 ⇒  𝑥 − 2 = ±1 

 

⇒ 𝑥 = 2 ± 1 ⇒  {𝑥 = 3
𝑥 = 1  

 
𝑥2   ب(       + 3 𝑥 + 1 = 0           
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 حل:          

(
𝑏

2)
2
= (

3
2)

2
=

9
4 

𝑥2 + 3 𝑥 + 1 = (𝑥2 + 3 𝑥 +
9
4) −

9
4 + 1 = 0 

⇒ (𝑥 +
3
2)

2
−

5
4 =  مربع کامل   0

𝑥 +
3
2 = ±

√5
2  ⇒ 𝑥 =

−3 ± √5
2  

 
2𝑥2 ج(      − 4 𝑥 − 8 = 0             

 گیریم.می فاکتور  2ابتدا از  حل:          
2(𝑥2 − 2 𝑥 − 4) = 0 

⇒ 𝑥2 − 2 𝑥 − 4 = 0 ⇒ (𝑥2 − 2 𝑥 + 1) − 1− 4 = 0 
⇒ (𝑥 − 1)2 − 5 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)2 = 5  

 
𝑥 − 1 = ±√5  ⇒ 𝑥 = 1± √5 

 
( اتحاد مزدوج 2     

𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) 
 
 𝑥2 − 16 = (𝑥 − 4)(𝑥 + 4) 
 −𝑥2 + 4 = 4− 𝑥2 = (2 − 𝑥)(2 + 𝑥) 

 
 𝑥4 − 𝑦4 = (𝑥2)2 − (𝑦2)2 = (𝑥2 − 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2) 
= (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) 
 

 𝑦2 − 5 = 𝑦2 − (√5)2
= (𝑦 − √5)(𝑦 + √5) 

 
 ( اتحاد جمله مشترک 3

(𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 𝑏) = 𝑥2 + (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑎𝑏 
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 (𝑥 − 3)(𝑥 + 5) = 𝑥2 + 2 𝑥 − 15 
 (2𝑥2 + 1)(2𝑥2 + 3) = 4𝑥4 + 4(2𝑥2) + 3 

 
 های زیر را تجزیه کنید.رت عبا ، با استفاده از اتحادها مثال:

 𝑥2 + 5 𝑥 + 6 = (𝑥 + 2)(𝑥 + 3) 
 𝑥2 − 2 𝑥 − 8 = (𝑥 − 4)(𝑥 + 2) 
 2𝑥2 + 4 𝑥 − 6 = 2(𝑥2 + 2 𝑥 − 3) = 2(𝑥 − 1)(𝑥 + 3) 
 𝑥4 − 5𝑥2 + 6 = (𝑥2 − 2)(𝑥2 − 3) 

 
 ریشه معادلات زیر را بیابید. مثال:

𝑥2                                          ( الف         − 3 𝑥 + 2 = 0 

𝑥2 − 3 𝑥 + 2 = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2) = 0 ⇒  {𝑥 = 1
𝑥 = 2 

 
−𝑥2 + 2 𝑥 + 8 =             ب(                                      0

𝑥2 − 2 𝑥 − 8 = 0 ⇒ (𝑥 − 4)(𝑥 + 2) = 0 ⇒  {𝑥 = 4
𝑥 = −2 

 

 مکعب ( اتحاد  4
(𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑏2𝑎 + 𝑏3  

 
(𝑥 + 2)3 = 𝑥3 + 6𝑥2 + 12 𝑥 + 8 
(𝑥 − 4)3 = 𝑥3 − 12𝑥2 + 48 𝑥 − 64 
(2 𝑥 + 1)3 = 8𝑥3 + 12𝑥2 + 6 𝑥 + 1 

   
 های معادلات زیر را بیابید.ریشه  مثال:

𝑥3 الف(      + 3𝑥2 + 3 𝑥 + 1 = 0 
𝑥3 + 3𝑥2 + 3 𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)3 = 0 ⇒ 𝑥 =  ریشه تکرای 1−

 
𝑥3 ب(     − 6𝑥2 + 12 𝑥 − 8 = 0 

𝑥3 − 6𝑥2 + 12 𝑥 − 8 = (𝑥 − 2)3 = 0 ⇒ 𝑥 =  ریشه تکرای 2
 آوریم.را میاتحاد مکعب های بعدی تعمیم در فصل
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 ها ( اتحاد جمع یا تفاضل مکعب 5
{
𝑎3 + 𝑏3 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2)

𝑎3 − 𝑏3 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2)
 

 
 

 تجزیه کنید.مثال:  
 𝑥3 − 8 = 𝑥3 − 23 = (𝑥 − 2)(𝑥2 + 2 𝑥 + 4) 
 𝑥3 + 1 = 𝑥3 + 13 = (𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1) 
 27 − 𝑥3 = 33 − 𝑥3 = (3 − 𝑥)(9 + 3 𝑥 + 𝑥2) 
 
 𝑥6 − 1 = (𝑥2)3 − 13 = (𝑥2 − 1)(𝑥4 + 𝑥2 + 1) 
= (𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(𝑥4 + 𝑥2 + 1) 
 = (𝑥 − 1)(𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1) 
 

 هاب ( تعمیم تفاضل مکع 6
𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + ⋯+ 𝑏𝑛−1) 

 
 عددی فرد باشد، در این صورت: nفرض کنید    ها ب ( تعمیم جمع مکع 7

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑏 + ⋯+ 𝑏𝑛−1) 
 درمیان منفی است.در پرانتز دوم جملات یک *

 چند مثال: 
𝑥6 − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1) 

 
𝑥5 + 1 = (𝑥 + 1)(𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 + 1) 

 
1− 𝑥5 = (1− 𝑥)(1+ 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4) 

 
𝑎)برای عبارت  یفرمول   مثال: + 𝑏 + 𝑐)2 .بیابید 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = ((𝑎 + 𝑏) + 𝑐)
2
= (𝑎 + 𝑏)2 + 2(𝑎 + 𝑏)𝑐 + 𝑐2 

 داریم:با ساده کردن 
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 2 𝑎𝑐 + 2 𝑏𝑐 
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 محاسبه کنید.  مثال:
(𝑥 − 𝑦 + 1)2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 1 − 2 𝑥𝑦 + 2 𝑥 − 2 𝑦 
 

  ی درجه اول معادله 
𝑎𝑥معادله  + 𝑏 =  صورت زیر است:نامند. جواب معادله بهرا یک معادله درجه اول می 0

𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑥 =
−𝑏

𝑎
 

 معادلات زیر را حل کنید.  مثال:
𝑥   الف(  + 7

4 +
𝑥 − 1

6 =
𝑥 + 2

3                 
 حل:       

𝑥 + 7
4 +

𝑥 − 1
6 =

3(𝑥 + 7) + 2(𝑥 − 1)
12 =

5 𝑥 + 19
12  

 پس:     
5 𝑥 + 19

12 =
𝑥 + 2

3  ⇒  
5 𝑥 + 19

4 =
𝑥 + 2

1  
5 𝑥 + 19 = 4(𝑥 + 2)     ⇒  5 𝑥 − 4 𝑥 = 8 − 19  ⇒      𝑥 = −11 

 
𝑥 6− ب(     + 4 = 3(−2 𝑥 + 5)                     

 حل:              
−6 𝑥 + 4 = −6 𝑥 + 15 

 پس:
−6 𝑥 + 6 𝑥 = 15 − 4   ⇒     0 = 11 

 .بنا به این تناقض معادله جواب ندارد 
 

𝑥3 ج(       − 9 𝑥 = 0               
    

𝑥(𝑥2 − 9) = 0  ⇒    𝑥(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) = 0 ⇒     {
𝑥 = 0
𝑥 = 3
𝑥 = −3

 

 

𝑥√ د(       + 6 = 𝑥              
(√𝑥 + 6)2

= 𝑥2  ⇒ 𝑥 + 6 = 𝑥2  ⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 
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 ⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 + 2) = 0 ⇒  {
𝑥 = 3
𝑥 =  (در معادله صدق نمیکند) غیر قابل قبول  2−

 
𝑥4 ه(  − 5𝑥2 + 4 = 0               

 حل:         
(𝑥2)2 − 5𝑥2 + 4 = (𝑥2 − 1)(𝑥2 − 4) = 0 

⇒ {
𝑥2 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = ±1
𝑥2 − 4 = 0 ⇒ 𝑥 = ±2 

 

𝑥 2√ و(  + 1 = √𝑥 − 1 
 حل:      

(√2 𝑥 + 1)2
= (√𝑥 − 1)2

⇒  2 𝑥 + 1 = 𝑥 − 1 ⇒ 𝑥 = −2 
 ( .شودمنفی می)زیر رادیکال  است. قبول غیرقابلاین جواب 

 ی درجه اول نامعادله 
 چند خاصیت: 

𝑎 < 𝑏     ⇒ 𝑎 + 𝑐 < 𝑏 + 𝑐 
 

𝑎 < 𝑏    ⇒ 𝑎𝑐 < 𝑏𝑐    ,  𝑐 > 0 
 

𝑎 < 𝑏    ⇒ 𝑎𝑐 > 𝑏𝑐    ,  𝑐 < 0 
 

𝑎 < 𝑏 ,    𝑐 < 𝑑      ⇒ 𝑎 + 𝑐 < 𝑏 + 𝑑 
 

0 < 𝑎 < 𝑏  ,     0 < 𝑐 < 𝑑     ⇒   𝑎𝑐 < 𝑏𝑑 
 تعیین علامت معادله درجه اول 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑥 =
−𝑏

𝑎
 

 
 −𝑏

𝑎
    

𝑎𝑥 + 𝑏 علامت  مخالف𝑎 علامت  موافق𝑎 
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𝑥−)ی نامعادله  مثال: + 3)(2 𝑥 + 4) ≤  را حل کنید.  0
 حل: 

{
−𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3
2 𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = −2 

 
 −2         3  

−𝑥 + 3 + + - 

2 𝑥 + 4 - + + 
 - کل عبارت

 ج
+ - 

 ج

 
جواب  ≡ (−∞ , − 2] ∪ [3 , + ∞)     

 
 را طوری بیابید که عبارت زیر رادیکال مثبت باشد. 𝑥  مثال:

√
4 − 𝑥

5 𝑥 + 10 

𝑥−4          باید حل: 
5 𝑥+10 ≥ 0 

{
4 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 4
5 𝑥 + 10 = 0 ⇒ 𝑥 = −2 

 
    −2       4 

4 − 𝑥 + + - 

5 𝑥 + 10 - + + 
کل عبارت   - + 

 ج
- 

جواب  ≡ (−2 , 4] 
 

 نامعادله زیر را حل کنید. مثال:
1

𝑥 + 1 <
−3

2 𝑥 + 1 

0  

0  

0  
0  
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 حل:      

1
𝑥 + 1+

3
2 𝑥 + 1 < 0 ⇒

2 𝑥 + 1+ 3 𝑥 + 3
(𝑥 + 1)(2 𝑥 + 1) < 0  

 

 
5 𝑥 + 4

(𝑥 + 1)(2 𝑥 + 1) < 0 

 

 

{
 
 

 
 5 𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = −

4
5

𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1
2 𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −

1
2

 

      −1          − 4
5     −

1
2 

5 𝑥 + 4 - - + + 

2 𝑥 + 1 - - - + 

𝑥 + 1 - + + + 
 کل عبارت

 
- 
 ج

+ - 
 ج

+ 

 

جواب  ≡ (−∞ , − 1) ∪ (−
4
5  , −

1
2) 

 
 تر است؟یک از دو عبارت زیر بزرگکدام  مثال:

√𝑎 + √𝑏              ,              √𝑎 + 𝑏                    ,    𝑎,𝑏 > 0 
 حل:    

(√𝑎 + √𝑏)
2
= (√𝑎)

2
+ (√𝑏)

2
+ 2√𝑎√𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + 2√𝑎𝑏    (1) 

 
(√𝑎 + 𝑏)

2
= 𝑎 + 𝑏    (2) 

 شود:می( نتیجه 2( و )1از )
(√𝑎 + √𝑏)

2
> (√𝑎 + 𝑏)

2
      ⇒   √𝑎 + √𝑏 > √𝑎 + 𝑏 

 

0 

0 

0 
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  ی درجه دوم معادله 
 معادله درجه دوم:شکل کلی 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 
 دهیم:میقرار 

∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 
<∆الف( اگر       ، معادله دو ریشه حقیقی دارد.0

𝑥1 =
−𝑏 + √∆

2 𝑎      ,      𝑥2 =
−𝑏 − √∆

2 𝑎  
=∆ب( اگر       ، معادله یک ریشه تکراری دارد.0

𝑥 =
−𝑏

2 𝑎 
>∆ج( اگر         ، معادله ریشه حقیقی ندارد.0

 
 را برای معادله درجه دوم ثابت کنید. ∆فرمول    مثال:

 اثبات: 
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0   ,  𝑎 ≠ 0 

𝑎 (𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 +

𝑐

𝑎
) = 0 

𝑎   کنیم:تبدیل میداخل پرانتز را به مربع کامل را حذف و 

 (𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 + (

 
𝑏

𝑎
 

2 )

2

) +
𝑐

𝑎
− (

 
𝑏

𝑎
 

2 )

2

= 0 

 

(𝑥 +
𝑏

2 𝑎)
2
+

4 𝑎𝑐 − 𝑏2

4𝑎2 =    مربع کامل  0
 

(𝑥 +
𝑏

2 𝑎)
2
=
𝑏2 − 4 𝑎𝑐

4𝑎2  
 

𝑥 +
𝑏

2 𝑎 = ±
√𝑏2 − 4 𝑎𝑐

2 𝑎    
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𝑥 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4 𝑎𝑐

2 𝑎  ,   (∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐) 
 

 های معادلات زیر را بیابید.ریشه  مثال:
𝑥2 الف(   − 4 𝑥 + 2 = 0 

 حل: 
∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 16 − 4(1)(2) = 8 

 

𝑥1 =
−𝑏 + √∆

2 𝑎 =
4 + √8

2 =
4 + 2√2

2  ⇒ 𝑥1 = 2 + √2 

𝑥2                         به طور مشابه:             = 2 − √2 
 

𝑦2   ب(    − 6 𝑦 + 9 = 0      
∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 36 − 36 = 0        ∶           حل

𝑦 =
−𝑏±√∆

2 𝑎 =
6±0

2 = یک ریشه تکراری                3  

𝑧2 ج(  − 3 𝑧 + 5 = 0 
    حل:              

∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 9 − 20 < 0 ریشه حقیقی ندارد.              
 

𝑥4 د(    − 𝑥2 − 2 = 0 
𝑡 :دهیمی قرار م حل:        = 𝑥2 

𝑡2 − 𝑡 − 2 = 0 
∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 1− 4(1)(−2) = 9 

𝑡1 =
−𝑏 + √∆

2 𝑎 =
1 + 3

2 = 2    ⇒ 𝑥2 = 2 ⇒ 𝑥 = ±√2 

𝑡2 =
−𝑏 − √∆

2 𝑎 =
1− 3

2 = −1    ⇒ 𝑥2 =  غیرقابلقبول 1−
 

 ی زیر را حل کنید.معادله  مثال:
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1
𝑥
+
𝑥 + 1

4 = 0 
حل:        

𝑥2 + 𝑥 + 4
4 𝑥 = 0    ⇒  𝑥2 + 𝑥 + 4 = 0 

=∆    معادله جواب ندارد. 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 1− 16 < 0 
 

 ی زیر را حل کنید.معادله  مثال:
1

𝑥 + 1 +
2

𝑥 − 1 =
𝑥2 + 8 𝑥 + 7
𝑥2 − 1  

    حل: 
3 𝑥 + 1
𝑥2 − 1 =

𝑥2 + 8 𝑥 + 7
𝑥2 − 1      ⇒ 3 𝑥 + 1 = 𝑥2 + 8 𝑥 + 7 

⇒ 𝑥2 + 5 𝑥 + 6 = 0 ⇒ (𝑥 + 2)(𝑥 + 3) = 0 ⇒  {𝑥 = −2
𝑥 = −3 

 معادله زیر را حل کنید.  مثال:

𝑥 − 1 = √𝑥 + 2 
 حل:   

(𝑥 − 1)2 = 𝑥 + 2 ⇒ 𝑥2 − 2 𝑥 + 1 = 𝑥 + 2  
𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 1− 4(1)(−1) = 5 
 

{
 
 

 
 
𝑥1 =

1+ √5
2                                             

𝑥2 =
1 − √5

2    ( کنددر معادله صدق نمی )  

 

 

 ی درجه دوم نامعادله 
 ی درجه دوم ادله تعیین علامت مع

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 
 

<∆الف( اگر       .دارد  𝑥2و  𝑥1ی حقیقی مانند ، معادله دو ریشه0
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          𝑥1         𝑥2  

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  موافق علامت𝑎  مخالف علامت𝑎  موافق علامت𝑎 
 

=∆ب( اگر       .دارد  𝑥1حقیقی مانند ، معادله یک ریشه 0
   𝑥1 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  موافق علامت𝑎  موافق علامت𝑎 
 

>∆ج( اگر       .، معادله ریشه حقیقی ندارد 0
    

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  همواره موافق علامت𝑎 
 

 نامعادلات زیر را حل کنید. مثال:

𝑥2− الف(  + 𝑥 + 7
𝑥2 + 𝑥 + 2 ≤ 0 

 حل:       
−𝑥2 + 𝑥 + 7 = 0 ⇒  ∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 29 

𝑥1 =
−1+ √29
−2      ,        𝑥2 =

−1− √29
−2  

𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 ⇒  ∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 1− 4(1)(2) < 0 
 

         𝑥1         𝑥2  

−𝑥2 + 𝑥 + 7 - + - 

𝑥2 + 𝑥 + 2 + + + 
 - کل عبارت

 ج
+ - 

 ج
 

جواب  ≡ (−∞ , 𝑥1] ∪ [𝑥2 , + ∞) 

0 0 

0 0 

0 
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3− ب(       − 𝑥
𝑥2 + 2 𝑥 + 1 < −1 

 حل:             
−3− 𝑥

𝑥2 + 2 𝑥 + 1+
𝑥2 + 2 𝑥 + 1
𝑥2 + 2 𝑥 + 1 =

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑥2 + 2 𝑥 + 1 < 0 

 

𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)(𝑥 + 2) = 0 ⇒  {𝑥 = 1
𝑥 = −2 

 

𝑥2 + 2 𝑥 + 1 = 0 ⇒  ∆= 0 ⇒ 𝑥 =
−𝑏 + √∆

2 𝑎 =
−2

2 =  ریشه تکراری  1−
 

          −2         −1       1 

𝑥2 + 𝑥 − 2 + - - + 

𝑥2 + 2 𝑥 + 1 + + + + 
 + - - + کل عبارت

جواب  ≡ (−2 , 1) − {−1} 
    

 را طوری بیابید که زیر رادیکال مثبت شود. 𝑥 ج(

√(𝑥2 + 1)(𝑥2 − 1) 
 باید  حل:   

(𝑥2 + 1)(𝑥2 − 1) ≥ 0 
𝑥2 − 1 = 0 ⇒ 𝑥2 = 1 ⇒ 𝑥 = ±1 

 
𝑥2 + 1 = 0 ⇒  ∆< 0 

         −1         1 
𝑥2 − 1 + - + 
𝑥2 + 1 + + - 

 + - + کل عبارت
𝑥 ∈ (−∞ , − 1] ∪ [1 , + ∞) 

0 0 

0 

0 0 
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 همواره درست باشد.ی زیر را طوری بیابید که نامعادله  𝑚   مثال:
𝑥2 −𝑚𝑥 + (𝑚 + 1) > 0     (1) 

>∆هرگاه  حل:  دهیم.قرار میرا محاسبه و کمتر از صفر  ∆پس  ، معادله همواره مثبت است.0
∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = (−𝑚)2 − 4(1)(𝑚 + 1) < 0 

⇒ 𝑚2 − 4 𝑚 − 4 < 0     (2) 
 کنیم:( را حل می2ی )اکنون نامعادله

∆= 𝑏2 − 4 𝑎𝑐 = 16 − 4(1)(−4) = 32 

𝑚1 =
−𝑏 + √∆

2 𝑎 =
4 + √32

2 =
4 + 4√2

2 = 2 + 2√2 

𝑚2 =
−𝑏 − √∆

2 𝑎 = 2− 2√2 
         𝑚2       𝑚1 

𝑚2 − 4 𝑚 − 4 
+ - 

 ج 
+ 

𝑚 ∈ (2 − 2√2 , 2+ 2√2) 
 

  تفکیک کسر به کسرهای جزئی 
𝑃(𝑥)ای باشند، عبارت چندجمله 𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)هرگاه 

𝑄(𝑥)
یا می   نامیم.را کسر گو

یای     𝑥−2 3فرض کنیم کسر گو
𝑥(𝑥−1) شودخواهیم دو کسر بیابیم که جمع آنها کسر موردنظر باشد. با محاسبه معلوم میداده شده باشد. می: 

2
𝑥
+

1
𝑥 − 1 =

3 𝑥 − 2
𝑥(𝑥 − 1) 

 را بیان کنیم. چپخواهیم روش محاسبه بدست آوردن کسرهای سمت می در این قسمت 
 های زیر است(.صورت مثال)روش آن به .های درجه اول تجزیه شوددرجه صورت از درجه مخرج کمتر و مخرج به عامل حالت اول(   

3 𝑥 − 2
𝑥(𝑥 − 1) =

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 1 

1
𝑥(𝑥 + 1)(3 𝑥 + 1) =

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 1+
𝐶

3 𝑥 + 1 

𝑥2 + 1
𝑥2(2 𝑥 + 4) =

𝐴

𝑥2 +
𝐵

𝑥
+

𝐶

2 𝑥 + 4 

3
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)2 =

𝐴

(𝑥 − 1)2 +
𝐵

𝑥 − 1+
𝐶

𝑥 + 1 +
𝐷

(𝑥 + 1)2 

0 0 
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 .نامیمکسرهای سمت راست را کسر جزئی می  *

یسیم.می جزئی کسر مخرج  هایعاملبه تعداد *   نو
 

𝑥+1 2  کسر  مثال:
(𝑥−1)(𝑥+1)  .را به کسرهای جزئی تبدیل کنید 

 حل:       
2 𝑥 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) =
A

(𝑥 − 1) +
𝐵

(𝑥 + 1) =
𝐴(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 1)
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)  

 (.𝑥ازای هر )به باشند.  برابر باید با هم ها نیزدو نیز برابر است. پس صورت های آنهمچنین مخرج  ند.کسرهای اول و سوم باهم برابر
2 𝑥 + 1 ≡ 𝐴(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 1) 

 های مخرج باشد.ریشه 𝑥تر بهتر است سریعبدهیم. برای محاسبه  𝑥کافی است دو مقدار دلخواه به   Bو  Aاکنون برای یافتن 
 

{
𝑥 = 1 ⇒ 3 = 𝐴(2) + 𝐵(0) ⇒ 𝐴 =

3
2

𝑥 = −1 ⇒ −1 = 0+ −2 𝐵 ⇒ 𝐵 =
1
2

 

 :پس

2 𝑥 + 1
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) =

3
2

𝑥 − 1 +
1
2

𝑥 + 1  

1  دو کسر جزئی بیابید که جمع آنها مثال:
𝑥2+𝑥−6   .بشود 

 :داریم حل:     
1

𝑥2 + 𝑥 − 6 =
1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 2) 

1
(𝑥 + 3)(𝑥 − 2) =

𝐴

𝑥 + 3 +
𝐵

𝑥 − 2 =
𝐴(𝑥 − 2) + 𝐵(𝑥 + 3)
(𝑥 + 3)(𝑥 − 2)  

 
1 ≡ 𝐴(𝑥 − 2) + 𝐵(𝑥 + 3) 

{
  𝑥 = 2 ⇒ 1 = 0 + 5 𝐵 ⇒ 𝐵 =

1
5           

𝑥 = −3 ⇒ 1 = −5 𝐴 + 0 ⇒ 𝐴 = −
1
5
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1
𝑥2 + 𝑥 − 6 =

1
(𝑥 + 3)(𝑥 − 2) =

−
1
5

𝑥 + 3 +
1
5

𝑥 − 2  

𝑥−3کسر  مثال:
𝑥2(𝑥−1) .را به کسرهای جزئی تبدیل کنید 

 حل:        
𝑥 − 3

𝑥2(𝑥 − 1) =
𝐴

𝑥2 +
𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥 − 1 =
𝐴(𝑥 − 1) + 𝐵𝑥(𝑥 − 1) + 𝐶𝑥2

𝑥2(𝑥 − 1)  

 
𝑥 − 3 ≡ 𝐴(𝑥 − 1) + 𝐵𝑥(𝑥 − 1) + 𝐶𝑥2  

 

𝑥 = 1   ⇒  −2 = 0+ 0+ 𝐶      ⇒ 𝐶 = −2 
𝑥 = 0   ⇒  −3 = −𝐴 + 0 + 0   ⇒ 𝐴 = 3 

𝑥 (دلخواه ) = 2  ⇒  −1 = 𝐴 + 2 𝐵 + 4 𝐶   ⇒  −1 = 3 + 2 𝐵 − 8 
⇒ 2 𝐵 = 4 ⇒ 𝐵 = 2 

 :پس
𝑥 − 3

𝑥2(𝑥 − 1) =
3
𝑥2 +

2
𝑥
+
−2
𝑥 − 1 

 
 های اول یا دوم تجزیه شود.درجه صورت کمتر از درجه مخرج و مخرج به عامل حالت دوم( 

 های زیر است.()روش آن مانند مثال
 دله درجه دومی است که تجزیه نشود.  عامل درجه دوم، معا توجه:   

𝑥2 − 1
(𝑥2 + 1)𝑥 =

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 + 1 +
𝐶

𝑥
 

 
𝑥 + 3

(𝑥2 + 1)2𝑥
=
𝐴𝑥 + 𝐵

(𝑥2 + 1)2 +
𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 1 +
𝐸

𝑥
 

1کسر  مثال:
(𝑥2+1)𝑥 .را به کسرهای جزئی تبدیل کنید 

 حل:     
1

(𝑥2 + 1)𝑥 =
𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 + 1 +
𝐶

𝑥
=
𝑥(𝐴𝑥 + 𝐵) + 𝐶(𝑥2 + 1)

(𝑥2 + 1)𝑥  
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=
(𝐴 + 𝐶)𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶

(𝑥2 + 1)𝑥  

 

1 ≡ (𝐴 + 𝐶)𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 
 نظیر باید برابر باشند.هضرایب نظیرب 

{
 
 

 
 𝐴 + 𝐶 = 0  , 𝑥2 ضریب

𝐵 = 0 𝑥 ضریب

𝐶 = 1 عدد ثابت
          ⇒  𝐴 = −1    

 
1

(𝑥2 + 1)𝑥 =
−𝑥

𝑥2 + 1+
1
𝑥

 

𝑥+1 2عبارت  مثال:
𝑥2(𝑥2+1) .یسید  را برحسب کسرهای جزئی بنو

 حل:     
2 𝑥 + 1

𝑥2(𝑥2 + 1) =
A

𝑥2 +
𝐵

𝑥
+
𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 1  

 

=
𝐴(𝑥2 + 1) + 𝐵𝑥(𝑥2 + 1) + 𝑥2(𝐶𝑥 + 𝐷)

𝑥2(𝑥2 + 1)  

2 𝑥 + 1 ≡ (𝐵 + 𝐶)𝑥3 + (𝐴 + 𝐷)𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐴 
 نظیر باید برابر باشند.هضرایب نظیرب 

{

𝐵 + 𝐶 = 0
𝐴 + 𝐷 = 0
𝐵 = 2
𝐴 = 1

     ⇒  {

𝐶 = −2
𝐷 = −1
𝐵 = 2
𝐴 = 1

 

 
2 𝑥 + 1

𝑥2(𝑥2 + 1) =
1
𝑥2 +

2
𝑥
+
−2 𝑥 − 1
𝑥2 + 1  

 
 کنیم.در این حالت ابتدا صورت را به مخرج تقسیم می مخرج باشد.تر یا مساوی درجه بزرگدرجه صورت  حالت سوم( 

𝑥3−2 𝑥+4عبارت  مثال:
𝑥2−1 .را به کسرهای جزئی تبدیل کنید 
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 حل:       

   𝑥3 − 2 𝑥 + 4 𝑥2 − 1            
−𝑥3 + 𝑥             𝑥

         −𝑥 + 4
 

 پس:         
𝑥3 − 2 𝑥 + 4 = 𝑥(𝑥2 − 1) + (−𝑥 + 4) 

 
𝑥3 − 2 𝑥 + 4
𝑥2 − 1 = 𝑥 +

−𝑥 + 4
𝑥2 − 1  

 اکنون در کسر سمت راست درجه صورت از درجه مخرج کمتر است.
−𝑥 + 4
𝑥2 − 1 =

−𝑥 + 4
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) =

𝐴

𝑥 − 1+
𝐵

𝑥 + 1 =
𝐴(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 1)
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)  

 
−𝑥 + 4 ≡ 𝐴(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 1) 

{
𝑥 = 1   ⇒  3 = 2 𝐴   ⇒ 𝐴 =

3
2

𝑥 = −1   ⇒ 5 = −2 𝐵   ⇒ 𝐵 = −
5
2

 

 :بنابراین

𝑥3 − 2 𝑥 + 4
𝑥2 − 1 = 𝑥 +

3
2

𝑥 − 1 +
−

5
2

𝑥 + 1 

𝑥3+𝑥2+1کسر  مثال:
𝑥+3 .را به کسرهای جزئی تبدیل کنید 

 شود:میبا تقسیم معلوم  حل:   
𝑥3 + 𝑥2 + 1 = (𝑥 + 3)(𝑥2 − 2 𝑥 + 6) + (−17) 

𝑥3 + 𝑥2 + 1
𝑥 + 3 = 𝑥2 − 2 𝑥 + 6 +

−17
𝑥 + 3 

  تمرین 
 کنید.  ساده-1

2√12 + 3√8 − √32 𝑥5 ∙ 𝑥−7 = (64)
4
3 = 

1

(
2
3)
−4 = 

√2√534
= 
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یسید. رداصورت عدد توان های زیر را بهت عبار -2  بنو

√√534
= √

1
36

6
= 

√2
√23
× √24 = 

 ساده کنید. -3

1
2 −

7
8 = 

2
3 −

4
9 +

1
2 = 

3 + 1
5

 −1+ 7
8 
= 

 ساده کنید. -4
(2 𝑥𝑦 − 1)(𝑥2 − 𝑦) = 

 
2 𝑥 − 1

3 +
1

𝑥 − 1 = 
 

𝑥 + 1
4 +

3 𝑥
𝑥 − 1+

1
(𝑥 − 1)2 = 

 

𝑥 + 3 ÷
𝑥2 + 1

4 = 

 تقسیم کنید. -5
𝑥4 + 1÷ 𝑥 + 1 

 
−𝑥3 + 2𝑥2 + 1÷ 𝑥2 + 4 

 
𝑥3 − 4 𝑥 + 1÷ 2 𝑥 + 1 −𝑥3 + 7𝑥2 + 1÷ 𝑥3 + 9 

   
𝑥3عبارت  -6 + 2𝑥2 − 𝑥 −  را تجزیه کنید. 2

𝑥)راهنمایی: بر  −  پذیر است.بخش (1
 
𝑥4آیا عبارت  -7 − 2𝑥2 + 3 𝑥 + 𝑥)بر  4 +  پذیر است؟ )بدون تقسیم(بخش (1
𝑥7آیا عبارت  -8 − 5𝑥2 + 2 𝑥 + 𝑥)بر  1 −  پذیر است؟ )بدون تقسیم(بخش (1
یسید.سمت راست اتحاد -9  های زیر را بنو

(2 𝑥 − 3)2 = 
(−2 − 𝑦)2 = 
(𝑥 − 3)3 = 
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(
1
2 𝑥 + 2)3 = 

(
1
𝑥
+ 𝑥)2 = 

 معادلات زیر را حل کنید. ∆بدون استفاده از فرمول  -10
𝑥2   الف(         + 7 𝑥 + 12 = 𝑥2     ب(                                              0 − 16 = 0 

𝑦2      ج(           + 𝑦 − 20 = 2𝑥2   د(                             0 + 14 𝑥 + 24 = 0 
𝑥3    (ه           − 6𝑥2 + 12 𝑥 − 8 = 0 

 
 تجزیه کنید. -11

𝑥3    الف(             + 𝑥2      ب(                         7 − 5 
𝑥3      ج(             − 8𝑦3                     )د      𝑥5 − 𝑦5 
𝑥6        (ه             − 𝑥5      (و                      64 + 32 

 
 معادلات زیر را حل کنید. -12

 الف(       
 

2 𝑥 − 1
2 +

𝑥

3 =
3 𝑥 + 6

7  

𝑥−√ ب(          + 4 = √2 𝑥 − 4 
𝑥 ج(            = √2 𝑥 + 3 

𝑥2 د(            + 6 𝑥 = −9 
 نامعادلات زیر را حل کنید. -13

𝑥−2 2 الف(       
−𝑥+4 <0 

 
𝑥(−𝑥 ب(         + 3)

2 𝑥 + 2 > 0 
  

 ج(        
 

2 𝑥 − 1
3 >

𝑥 − 5
4  

2 د(        
𝑥 − 1 <

1
𝑥
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 معادلات زیر را حل کنید. -14
2𝑥2 الف(     − 4 𝑥 + 1 = 0 
 ب(     

𝑥2

2 − 𝑥 + 4 = 0 
𝑥4 ج(      − 2𝑥2 + 3 = 0 

  
 نامعادلات زیر را حل کنید. -15

𝑥2+5 𝑥+6      الف(       
2 𝑥+4 ≥ 3     ب(                  0

𝑥
> 𝑥 + 4 

 

𝑥+1         ج(         
𝑥
≤

1
𝑥+1                 )د    −𝑥 >

1
𝑥3 

 ی زیر را حل کنید.نامعادله -16
1
𝑥
< 2 𝑥 + 1 < 𝑥2  

 آیا تساوی زیر برقرار است؟ -17

√𝑥2 + 2 𝑥 + 2
√𝑥 + 2

= √
𝑥2 + 2 𝑥 + 2
𝑥 + 2  

18- m 2ی را طوری بیابید که معادله𝑥2 +𝑚𝑥 + 2 =  ریشه حقیقی نداشته باشد. 0
19- m ی را طوری بیابید که معادله(𝑚 + 4)𝑥2 − (𝑚 − 2)𝑥 − 4 =  دو ریشه متمایز حقیقی داشته باشد. 0
𝑥را طوری بیابید که یک ریشه آن  mی زیر در معادله -20 =  باشد و سپس ریشه دوم را بیابید. 1

3𝑥2 + (2 𝑚 + 1)𝑥 − 6 = 0 
 کسرهای زیر را به کسرهای جزئی تفکیک کنید. -21

𝑥+2       الف(      
(𝑥−1)𝑥    )1        ب

𝑥2(𝑥−3) 
 

𝑥+3 2    دو کسر بیابید که مجموع آنها -22
9−𝑥2   .باشد 

 کسر زیر را به کسرهای جزئی تبدیل کنید. -23
𝑥3 − 2𝑥2 + 1
𝑥(𝑥 − 1)  

 کسرهای زیر را به کسر جزئی تبدیل کنید. -24

2       الف(       
(𝑥2+𝑥+1)𝑥                       )ب         𝑥−1

(𝑥2+1)𝑥 



 
 
 

 
 
 

 سوم فصل  
 قواعد شمارش 

 
 

یا برای یافتن تعداد حالات ممکن انجام یک عمل )چند مرحله شیء )با شرایط معین(نیاز به قواعدی ها از بین چند تعداد انتخابای( و
 استفاده کنیم.همچنین برای محاسبه بعضی از احتمالات باید از قواعد شمارش برای شمارش تعداد آنها داریم.

 
   مبانی شمارش 

طریق انجام شود، آنگاه این   𝑚𝑘ام به   𝑘طریق و در مرحله      𝑚2طریق و در مرحله دوم به   𝑚1اگر عملی در مرحله اول به  اصل ضرب:  
𝑚1عمل به  × 𝑚2 × … × 𝑚𝑘  پذیر است.طریق انجام 

𝑚1طریق انجام شود، آنگاه این عمل را به  𝑚2طریق و در روش دیگر به  𝑚1اگر عملی در یک روش به اصل جمع:  + 𝑚2  طریق
 توان انجام داد.می 

 سفر کرد؟ Cبه شهر  Aتوان از شهر سه مسیر باشد، به چند طریق می Cبه شهر  Bدو مسیر و از شهر  Bبه شهر  Aاگر از شهر  مثال:
                                        

 
 
 
 

2   به Cبه شهر  Aبنا به اصل ضرب از شهر  × 3 =  توان سفر کرد.روش می  6
 

 Bبه شهر  Aتوان از شهر دو راه زمینی و دو راه آبی و یک راه هوایی وجود دارد. به چند طریق می   Bبه شهر  Aبرای رفتن از شهر  مثال: 
 رفت؟

 
 
 
 

2   به Bبه شهر  Aاز شهر  جمعبنا به اصل  + 2 + 1 =  توان سفر کرد.طریق می   5
 

 توان نوشت؟ )بدون تکرار(رقمی می 3چند عدد  {2,3,5,6,7}با اعداد  مثال:

A C B 

 روش2 روش3

A B 

 هوایی

 زمینی

 آبی
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 داریم. انتخاب 3انتخاب و برای یکان  4انتخاب، برای دهگان  5برای عدد صدگان  حل:    
 بنا به اصل ضرب:

  یکان دهگان صدگان
5 4 3 ⇒ 5 × 4 × 3 = 60 

 
 {0,1,2,3,4,5}با اعداد  مثال:

 توان نوشت؟ )با تکرار(رقمی می  3چند عدد  الف(      
 اثر است، بنابراینبی چپصفر در سمت  حل:      

5 6 6 ⇒ 5 × 6 × 6 = 180 
 توان نوشت؟ )با تکرار(رقمی فرد می  3چند عدد  ب(     
 انتخاب داریم: 3برای رقم یکان فقط  حل:     

5 6 3 ⇒ 5 × 6 × 3 = 90 
(2)  (3)   (1)   

 )با تکرار( توان نوشت؟رقمی زوج می  3چند عدد  ج(     
5 6 3 ⇒ 5 × 6 × 3 = 90 

(2)  (3)  (1)   
 {0,1,2,3,4,5}با اعداد  مثال:

 توان نوشت؟ )بدون تکرار(رقمی می  3چند عدد  الف(      
 حل:         

5 5 4 ⇒ 5 × 5 × 4 = 100 
(1)  (2)  (3)   

 
 توان نوشت؟ )بدون تکرار(رقمی فرد می  3چند عدد  ب(      

 حل:            
4 4 3 ⇒ 4 × 4 × 3 = 48 

(2)  (3)  (1)   
 

 توان نوشت؟ )بدون تکرار(رقمی زوج می  3چند عدد  ج(        
 کنیم رقم یکان صفر باشد:ابتدا فرض می  حل:                

5 4 1 ⇒ 5 × 4 × 1 =  رقم یکان صفر است.      20
(2)  (3)  (1)   

 شروع

 شروع

 شروع

 شروع

 شروع
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 گیریم که رقم یکان غیرصفر باشد:اکنون حالتی را در نظر می
4 4 2 ⇒ 4 × 4 × 2 =  رقم یکان غیرصفر است.      32

(2)  (3)  (1)   
 بدون تکرار برابر است با:بنا به اصل جمع تعداد اعداد زوج  رقمی 

20 + 32 = 52 
طوریکه اعضای کمیته شغل یکسان نداشته نفری تشکیل دهیم به 2مهندس یک کمیته  6کارمند و  5معلم و  4خواهیم از بین می  مثال:

 توان این کمیته را تشکیل داد؟باشند. به چند طریق می
 حل:      
 

 بنا به اصل جمع:
20 + 30 + 24 = 74 

 توان این کمیته دو نفری را تشکیل داد.طریق می 74یعنی به 
 

  معرفی چند نماد 
 صورت زیر است:فاکتوریل به nعددی طبیعی باشد. تعریف  nفرض کنیم 

𝑛! = 𝑛 × (𝑛 − 1) × (𝑛 − 2) × … × 2 × 1 
 مثلًا:        

5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 
3! = 3 × 2 × 1 

1! = 1 
 کنیم:میهمچنین تعریف 

0! = 1 
 داریم:

𝑛! = 𝑛(𝑛 − !𝑛    و یا     !(1 = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 

5 4 ⇒ 5 × 4 = 20 

  معلم کارمند

6 5 ⇒ 6 × 5 = 30 

  کارمند مهندس

6 4 ⇒ 6 × 4 = 24 
  معلم مهندس

 شروع
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7! = 7 × 6! 
7! = 7 × 6 × 5! 

𝑟فرض کنید  ≤ 𝑛  و𝑛 ∈ ℕ کنیم:می. تعریف 

𝑃𝑟
𝑛 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
 

𝑃𝑟
𝑛  تعداد جایگشتr  ازn  شود.می خوانده 

𝑃2
5 =

5!

(5 − 2)!
=

5!

3!
=

5 × 4 × 3!

3!
= 20 

𝑃6
6 =

6!

(6 − 6)!
=

6!

0!
= 6! 

𝑃1
7 =

7!

(7 − 1)!
=

7!

6!
= 7 

𝑟فرض کنید  ≤ 𝑛  و𝑛 ∈ ℕ کنیم:می. تعریف 

𝐶𝑟
𝑛 = (

𝑛
𝑟

) =
𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
 

𝐶𝑟نماد 
𝑛  یا(

𝑛
𝑟

 شود.خوانده می  nاز  rتعداد ترکیب  (

(
5
2) =

5!

2! × 3!
=

5 × 4 × 3!

2! × 3!
= 10 

(
6
6) =

6!

6! × 0!
= 1 

(
7
1) =

7!

1! × 6!
= 7 

 نماد زیگما: 

∑ 𝑥𝑟

𝑛

𝑟=1
= 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 

 چند مثال: 

∑ 𝑥𝑟

5

𝑟=2
= 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5  

 

∑ 𝑥𝑟

4

𝑟=0
= 𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 



51         قواعد شمارش      

 
𝑛فرض کنید  ∈ ℕ:در این صورت . 

𝑥)(   ای نیوتن دوجملهبسط ) + 𝑦)𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑟

) 𝑥𝑛−𝑟 ∙ 𝑦𝑟𝑛
𝑟=0 

 به طور معادل:    

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = (
𝑛
0) 𝑥𝑛𝑦0 + (

𝑛
1 ) 𝑥𝑛−1𝑦 + (

𝑛
2) 𝑥𝑛−2𝑦2 + ⋯ + (

𝑛
𝑛

) 𝑥0𝑦𝑛  
 

𝑛 = 2 ⇒  (𝑥 + 𝑦)2 = (
2
0) 𝑥2𝑦0 + (

2
1) 𝑥1𝑦1 + (

2
2) 𝑥0𝑦2 

 
(𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 اتحاد مربع()           

𝑛به طور مشابه به ازای    =  آید.اتحاد مکعب بدست می  3
 
𝑟فرض کنید      ≤ 𝑛  و𝑛 ∈ ℕ هرگاه بخواهیم از بین .n شیء متمایز ، r  ترتیب در کنار هم قرار دهیم، تعداد حالات ممکن به شیء را

 برابر است با:

𝑃𝑟
𝑛 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
 

تعداد حالات ممکن برابر ( .شیء را در یک گروه یا دسته قرار دهیم )ترتیب قرار گرفتن مهم نباشد r ، شیء متمایز nهرگاه بخواهیم از بین 
    است با:

𝐶𝑟
𝑛 = (

𝑛
𝑟

) =
𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
 

 
 عضوی دارد؟ 3عضوی چند زیرمجموعه  7یک مجموعه  مثال:

 تایی برابر است با:3های زیرمجموعهچون در مجموعه ترتیب مهم نیست، تعداد  حل:     

(
7
3) =

7!

3! × 4!
=

7 × 6 × 5 × 4!

3! × 4!
= 35 

 توان این کار را انجام داد؟شهر اعزام کنیم. به چند طریق می 3نفر انتخاب و آنها را به  3خواهیم سخنران می 6از بین  مثال:
 چون ترتیب در این مثال مهم است، پس تعداد حالات ممکن برابر است با: حل:    

𝑃3
6 =

6!

3!
= 6 × 5 × 4 = 240 

 
 : دو کتاب ریاضی و چهار کتاب حسابداری موجود است. مثال

 ها را در یک ردیف قرار داد؟توان این کتابمیبه چند طریق  الف(      
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 ترتیب مهم است: حل:     

𝑃6
6 =

6!

0!
= 6! 

 های ریاضی کنار هم باشند؟طوریکه کتابها را در یک ردیف قرار داد بهتوان این کتابطریق میبه چند  ب(     
حالت  !2به نیز است. دو کتاب ریاضی  !5تعداد حالات ممکن برابر با  م، اگر دو کتاب ریاضی را یک کتاب در نظر بگیری  حل:        

 شود. پس بنا به اصل ضرب تعداد حالات ممکن برابر است با:جایشان عوض می
5! × 2! = 240 

های حسابداری هم کنار هم های ریاضی کنار هم و کتابطوریکه کتابها را در یک ردیف قرار داد بهتوان کتابطریق می به چند  ج(      
 باشند؟

توانند  حالت می !2گیریم؛ این دوکتاب به های حسابداری را هم یک کتاب در نظر میهای ریاضی را یک کتاب و کتابکتاب حل:        
توانند کنار هم قرار گیرند. پس تعداد حالت می !4های حسابداری به و کتاب !2های ریاضی به کنار هم قرار بگیرند. همچنین کتاب

 حالات ممکن برابر است با:
2! × 2! × 4! = 96 

 کنیمانتخاب میلامپ  3لامپ سوخته است.  4لامپ سالم و  6در یک جعبه  مثال:
 لامپ سالم و یک لامپ سوخته باشد؟ 2تعداد حالاتی که الف(       
 بنابه اصل ضرب: حل:    

(
6
2) × (

4
1) 

 حداقل یک لامپ سالم باشد؟ ب(    
 به اصل ضرب و اصل جمع داریم: حداقل یک لامپ سالم یعنی یا یکی سالم، یا دو تا سالم و یا هر سه سالم باشد؛ لذا بنا حل:     

(
6
1) × (

4
2) + (

6
2) × (

4
1) + (

6
3) × (

4
0) 

 
 های تعمیم یافته )تکراری( جایگشت 

تای آنها شبیه هم باشند، در یک ردیف قرار دهیم،  𝑛𝑘تای آنها شبیه هم و ...  𝑛2تای آنها شبیه هم و  𝑛1شیء را که  nهرگاه بخواهیم 
 تعداد حالات ممکن برابر است با:

𝑛!

𝑛1! ∙ 𝑛2! … ∙ 𝑛𝑘!
            (𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑘 = 𝑛) 

 توان نوشت؟ میرقمی  7چند عدد  8,4,4,4,3,2,2با اعداد  مثال:
باید سه بار تکرار شوند. بنابراین تعداد  4باید دو بار و  2در نوشتن اعداد همواره ترتیب مهم است. واضح است که در این مثال  حل:     

 اعداد ممکن برابر است با:
7!

2! × 3! × 1! × 1!
=

7 × 6 × 5 × 4 × 3!

3! × 2!
= 420 
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 توان نوشت؟ ی حرفی م 5چند کلمه  کلمه "تجارت"با  مثال:
 حرف "ت" دو بار تکرار شده است. حل:   

5!

 2! 
=

5 × 4 × 3 × 2!

2!
= 60 

 های تعمیم یافته ترکیب 
 𝑛2شیء و در مجموعه دوم  𝑛1طوریکه در مجموعه اول عضو را به چند زیرمجموعه افراز کنیم به nای شامل مجموعههرگاه بخواهیم 

 شیء باشد، تعداد حالات ممکن برابر است با: 𝑛𝑘ام  kشیء ... و در مجموعه 

(
𝑛

𝑛1,𝑛2, … ,𝑛𝑘
) =

𝑛!

𝑛1! ∙ 𝑛2! … ∙ 𝑛𝑘!
     (𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑘 = 𝑛) 

 
 
 

 اتاق سه نفره و یک اتاق دو نفره جای داد؟ 2کارمند را در  8توان به چند طریق می  مثال:
 حل:    

3 + 3 + 2 = 8                          
 

 های ممکن برابر است با:حالتتعداد      

(
8

3,3,2) =
8!

3! × 3! × 2!
= 560 

 کتاب قرار گیرد؟ 6کتاب و در جعبه دوم  4طوریکه در جعبه اول دهیم بهعدد کتاب را در دو جعبه قرار  10توان می به چند طریق  مثال:
 حل:    

4 + 6 = 10                         
     
 تعداد حالات ممکن برابر است با:    

(
10
4,6) =

10!

4! × 6!
=

10 × 9 × 8 × 7 × 6!

4! × 6!
= 210 

 

  تمرین 
 {0,2,3,4,5}با اعداد  -1

 توان نوشت؟ )با تکرار(میالف( چند عدد چهار رقمی       
 توان نوشت؟ )بدون تکرار(می چند عدد چهار رقمی فرد ب(        
 توان نوشت؟ )بدون تکرار(می چند عدد چهار رقمی زوج ج(       

𝑛1 𝑛𝑘 

𝑛2 

2 
3 

3 

4 6 
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0,1,2}با اعداد  -2 …  توان نوشت؟ )بدون تکرار(میچند عدد سه رقمی {9.
0,1,2}با اعداد  -3 …  توان نوشت؟ )با تکرار(میچند عدد سه رقمی فرد  {9.
0,1,2}با اعداد  -4 …  توان نوشت؟ )بدون تکرار(میچند عدد پنج رقمی زوج  {9.
 ای جای داد؟نفر را دور یک میز دایره  7توان به چند طریق می -5
 عضوی دارد؟ 5عضوی چند زیرمجموعه  7یک مجموعه  -6
 کنید.توضیحی برای تساوی زیر بیان  -7

(
𝑛
0) + (

𝑛
1 ) + (

𝑛
2) + ⋯ + (

𝑛
𝑛

) = 2𝑛 

 توان یک رئیس و یک معاون برای یک مدرسه تعیین کرد؟طریق مینفر به چند  6از بین  -8
 خواهیم در یک ردیف کنار هم قرار دهیم.سه کارمند و چهار معلم را می -9

 توان آنها را در یک ردیف قرار داد؟الف( به چند طریق می      
 ها کنار هم باشند؟طوریکه معلمتوان آنها را کنار هم قرار داد بهطریق میب( به چند      
 ها کنار هم نباشند؟طوریکه معلمتوان آنها را کنار هم قرار داد بهج( به چند طریق می     

 
مهره را انتخاب کرده و  4خواهیم میمهره متمایز وجود دارد. چهار مهره آبی، سه مهره قرمز و یک مهره سبز است.  8ای در جعبه -10

 ای دیگر قرار دهیم.داخل جعبه
 مهره قرمز باشد؟ 2مهره آبی و  2الف( تعداد حالاتی که         
 مهره قرمز و یک مهره سبز باشد؟ 2ب( تعداد حالاتی که یک مهره آبی و         
 ج( تعداد حالاتی که هیچ مهره قرمز نباشد؟       

 
 توان نوشت؟ رقمی می 7چند عدد  2,4,4,7,8,8,8 با اعداد -11
 توان نوشت؟ حرفی می 8با حروف کلمه "ایرانیان" چند کلمه  -12
 نفره تشکیل داد؟ 7نفره و یک تیم  4تیم  2توان نفر به چند طریق می 15از بین  -13
 درمیان کنار هم باشند؟ها یکها و پیراهنه کتطوریک توان در یک ردیف قرار داد بهچهار کت و پنج پیراهن را به چند طریق می -14
 ها است.(توان در یک ردیف قرار داد؟ )تمایز فقط در رنگ مهره به چند طریق می را مهره آبی  2مهره سبز و  3مهره قرمز و  5  -15

 



 

 
 
 
 
 

 فصل چهارم 
 خواص اعداد صحیح 

 
 

جا خواص جبری اعداد مورد نظر نیست، بلکه ساختار اعداد پردازیم. در این در این فصل به بررسی کوتاهی از خواص اعداد صحیح می
 شود.ها مطالعه میو  روابط بین آن

 
  استقراء ریاضی 

 توان نتیجه گرفت سال بعد نیز تصادف نخواهد کرد؟متوالی تصادف نکرده باشد آیا میسال  10ای در طی اگر راننده 
31یا از اینکه  = 32و  3 = 33و  9 =  همواره فرد است؟ 3nتوان نتیجه گرفت اعداد فرد هستند می  27

 توان پاسخ داد. تحت شرایط مناسب با استقراء ریاضی به بعضی از این سؤالات می    
 
n   برای  یک گزاره در حوزه اعداد طبیعی فرض کنیم   .اثبات با استقراء ریاضی شرایط   = اگر از درستی گزاره برای   درست باشد،  1

𝑛 = 𝑘 بتوان درستی گزاره برای ،𝑛 = 𝑘 +  را نتیجه گرفت، آنگاه گزاره برای هر عدد طبیعی درست است.  1
nثابت کنید برای مثال:   ∈ ℕ ،3n  .همواره عددی فرد است 

𝑛واضح است گزاره برای حل:       = 31درست است.   1 = 𝑛اکنون فرض کنیم گزاره برای   3 = 𝑘   3درست باشد، یعنی𝑘   عددی فرد
3𝑘+1باشد. از طرفی ضرب دو عدد فرد، عددی فرد است. پس  = 3𝑘 ×  نیز فرد است.  3

 همواره عددی فرد است. 3nبنابراین   
 داریم: nثابت کنید برای هر عدد طبیعی مثال:  

 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)

2           (1) 

𝑛گزاره برای  اثبات: =  درست است. 1

1 =
1(1 + 1)

2 = 1 

𝑛فرض کنیم گزاره برای  = 𝑘 .درست باشد 

1 + 2 + 3 + ⋯ + k =
k(k + 1)

2  

𝑘به طرفین تساوی  +  کنیم.را اضافه می 1

1 + 2 + ⋯ + 𝑘 + (𝑘 + 1) =
𝑘(𝑘 + 1)

2 + 𝑘 + 1 
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 با ساده کردن سمت راست داریم:  

1 + 2 + ⋯ + 𝑘 + (𝑘 + 1) =
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

2  

𝑛یعنی گزاره برای    = 𝑘 +  ( همواره درست است.1نیز درست است.بنابراین تساوی ) 1
 

 داریم: 𝑛نشان دهید برای هر عدد طبیعی مثال: 
 1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2 
𝑛گزاره برای  اثبات:     =  درست است. 1

1 = (1)2 = 1 
𝑛فرض کنیم گزاره برای  = 𝑘 .درست باشد 

1 + 3 + ⋯ + (2𝑘 − 1) = 𝑘2 
2𝑘)به طرفین تساوی عدد فرد متوالی بعدی  +  کنیم.را اضافه می (1

1 + 3 + ⋯ + (2𝑘 − 1) + (2𝑘 + 1) = 𝑘2 + (2𝑘 + 1) = (𝑘 + 1)2 
𝑛پس گزاره برای  = 𝑘 +  نیز درست است. 1

 
 توان گزاره زیر را ثابت کرد؟ آیا با استقراء می سوال:

 آینده نیز هر روز طلوع خواهد کرد.کند. پس خورشید در بینیم خورشید هر روز صبح طلوع میاز اینکه می
 
  پذیری و اعداد اول بخش 

ییم  bو  𝑎فرض کنیم  تعریف:  پذیر است(بخش 𝑎 بر bاست ) bمقسوم علیه  𝑎اعدادی صحیح باشند. گو
𝑏   باشد که: cهرگاه عدد صحیحی مانند  = 𝑎𝑐  

 
 اعداد زیر هستند: 15مثلًا تمام مقسوم علیه 

±1 , ±3 , ±5 , ±15 
𝑎اعداد صحیح و  bو  𝑎فرض کنیم   الگوریتم تقسیم: >  باشند، در این صورت: 0

𝑏 = 𝑎𝑞 + 𝑟 , 0 ≤ 𝑟 < 𝑎 
 نامیم.می 𝑎بر  bرا خارج قسمت تقسیم  qمانده و را باقی rکه در آن 

 را بیابید. 3بر  124مانده تقسیم باقی مثال: 
 حل:     

124 = 41 × 3 + 1 
𝑟     پس    =  مانده است.باقی 1

 باشند؟پذیر میبخش 5چند عدد بر  101تا  1بین اعداد مثال: 
 با تقسیم داریم:حل:    

101 = 20 × 5 + 1 
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 پذیر هستند.بخش 5عدد در این فاصله وجود دارد که بر  20بنابراین تعداد 
 و الگوریتم تقسیم داریم: 5بر  nعددی صحیح باشد، با تقسیم  nاگر مثال: 

𝑛 = 5𝑘 + 𝑟 , 0 ≤ 𝑟 < 5 
 یکی از اعداد زیر است: 5بر  nمانده تقسیم بنابراین، باقی

0 , 1 , 2 , 3 , 4 
 رقم یکان آن است. 10مانده تقسیم هر عدد بر با یک مثال تحقیق کنید باقیمثال: 

148 = 14 × 10 + 8 
نامیم، هرگاه بین می bو  𝑎ترین مقسوم علیه مشترک )ب.م.م( را بزرگ dدو عدد صحیح باشند، عدد مثبت  bو  𝑎فرض کنیم  تعریف:

 تر باشد.از همه بزرگ bو   𝑎 های مشترک مقسوم علیه
 را بیابید. 12و  8)ب.م.م( اعداد مثال: 

 اند از: عبارت  12و  8مشترک های علیهمقسوم حل:     
±1 , ±2 , ±4 

 است. 4پس )ب.م.م( این دو عدد           
 

 چند مثال دیگر از )ب.م.م(: 
10 , 35 → 𝑑 = 5 
9 , 20 → 𝑑 = 1 

30 , 100 →  𝑑 = 30  
نامیم، هرگاه بین می bو  𝑎 ترین مضرب مشترک )ک.م.م(را کوچک mعدد مثبت  ، اعداد صحیح باشند bو  𝑎فرض کنیم  تعریف:
 .باشدتر از همه کوچک b ،  mو  𝑎های مشترک مضرب 

 را بیابید. 6و  8)ک.م.م( دو عدد مثال: 
مضارب 8 → 8 , 16 , 24 , 32 , 40 , …                                                              

مضارب 6 → و 42 و 30 و 24 و 18 و 12 و 6 … 
 است. 24بنابراین، )ک.م.م( این دو عدد 

 چند مثال دیگر از )ک.م.م(: 
5 , 6 → 𝑚 = 30 
10 , 4 → 𝑚 = 20 
5 , 6 → 𝑚 = 30 

12 , 10 → 𝑚 = 60 
 دو عدد صحیح مثبت باشند، داریم: bو  𝑎اگر  نکته:

𝑚 =
𝑎. 𝑏

𝑑
 

 ها را بیابید.باشد، )ک.م.م( آن 3ها است، اگر )ب.م.م( آن 108حاصل ضرب دو عدد مثبت مثال: 

𝑚 =
𝑎. 𝑏

𝑑
=

108
3 = 36 
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𝑝نامیم، هرگاه را عددی اول می 𝑝  تعریف: >  باشند. 𝑝±   و  1±  فقط های آنو مقسوم علیه 1
 زیر همگی اول هستند.اعداد مثال: 

2 , 3 , 11 , 31 , 83 
 از اعداد اول است.  ضربیاعداد اول در ساختار اعداد صحیح نقش اساسی دارند درواقع هر عدد صحیح حاصل 

𝑛فرض کنیم   تجزیه به عوامل اول. >  به صورت یکتا حاصل ضربی از اعداد اول است. nعددی صحیح باشد، در این صورت  1
𝑛 = 𝑝1 × 𝑝2 × … × 𝑝𝑟  

 تجزیه چند عدد در زیر آمده است:مثال:  
30 = 2 × 3 × 5 

18 = 2 × 32 
125 = 53 

 .مآوری معمولًا با تجزیه به اعداد اول اطلاعات زیادی به دست می    
 را بیابید. 175های مثبت همه مقسوم علیهمثال: 

 حل:     
175 = 52 × 7 

5𝑘های این عدد به صورت مقسوم علیه × 7𝑡 .0که در آن   است ≤ 𝑘 ≤ 0    و    2 ≤ 𝑡 ≤  است. 1
 های آن اعداد زیر هستند:بنابراین مقسوم علیه

  52 × 70 = 25 ,  51 × 70 = 5   , 50 × 70 = 1   
  52 × 71 = 175   , 51 × 71 = 35   ,   50 × 71 = 7   

 آورید.را به دست  200های مثبت تعداد مقسوم علیهمثال:  
 حل:    

200 = 23 × 52 
2𝑘های به صورت مقسوم علیه × 5𝑡    0است که ≤ 𝑘 ≤ 0و   3 ≤ 𝑡 ≤ داریم،   tانتخاب برای    3و   kانتخاب برای    4است. پس    2

 برابر است با:  200های بنابه اصل ضرب تعداد مقسوم علیه
4 × 3 = 12 

 )ب.م.م( دو عدد زیر را بیابید.مثال: 
𝑎 = 24 × 52 × 7 
𝑏 = 21 × 32 × 53 

 کنیم.ها را انتخاب مین اترین تواز بین اعداد اول مشترک در تجزیه دو عدد، کوچکحل:    
𝑑 = 21 × 52 = 50 

 )ک.م.م( اعداد زیر را بیابید.مثال: 
𝑎 = 24 × 32 × 7 
𝑏 = 34 × 72 × 11 

 کنیم.ها را انتخاب میترین توان همه اعداد اول با بزرگحل:      
𝑚 = 24 × 34 × 72 × 11 
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  ها همنهشتی 
 به صورت زیر است: nبه هنگ  𝑦 با 𝑥عددی صحیح و مثبت باشد، همنهشتی  nتعریف: فرض کنیم 

𝑥 ≡ 𝑦    (𝑛)  ⇔  𝑥 − 𝑦 = 𝑘𝑛   , 𝑘 ∈ ℤ 
𝑥نهشت است، هرگاه هم yبا  xدیگر عبارت به    − 𝑦  مضربی ازn .باشد 

 چند مثال:      
10 (                 3مضرب ) ≡ 4  (3) ⟷ 10 − 4 = 6 
3 (              4مضرب ) ≡ 15  (4) ⟷ 3 − 15 = −12 
5 (          4مضرب ) ≡ −3  (4) ⟷ 5 − (−3) = 8 

 نهایت عنصر داشته باشد(.ها، اعداد صحیح را به سه طبقه متمایز افراز کنید. )هر طبقه بیبا استفاده از همنهشتیمثال: 
 حل:    

𝑥 ≡ 0   (3)     , 𝑥 − 0 = 3𝑘    , 𝑘 ∈ ℤ 
                      :طبقه اول

… , −6 , −3 , 0 , 3 , 6 , 9 , … 
 

𝑥 ≡ 1   (3)    ,       𝑥 − 1 = 3𝑘 → 𝑥 = 3𝑘 + 1 
 : طبقه دوم 

… , −5 , −2 , 1 , 4 , 7 , … 
 

𝑥 ≡ 2   (3)      ,    𝑥 − 2 = 3𝑘 → 𝑥 = 3𝑘 + 2 
 :طبقه سوم

… , −7 , −4 , −1 , 2 , 5 , … 
 باشد.میشود که هر عدد صحیح فقط در یکی از طبقات معلوم می

 همنهشت است؟ 4با چه عددی مثبت و کمتر از  4به هنگ  213مثال: 
 داریم:  4بر  213با تقسیم حل:      

213 = 53 × 4 + 1 
     پس:       

213 − 1 = 53 × 4 
 بنابراین:       

213 ≡ 1   (4) 
 ها: دو خاصیت همنهشتی 

𝑎      فرض کنیم ≡ 𝑏   (𝑛)   و   𝑐 ≡ 𝑑   (𝑛)     :در این صورت 
     1   )    𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑    (𝑛) 
    2  )                    𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑚   (𝑛) 
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 بیابید. 4را بر  320مانده تقسیم باقی مثال: 
 داریم: حل:   

33 = 27 ≡ −1     (4) 
 رسانیم:می  6بنا به خاصیت دوم طرفین را به توان   

(33)6 ≡ (−1)6 = 1  (4) 
 پس:  

318 ≡ 1  (4) 
 و بنا به خاصیت اول داریم:  

32 × 318 ≡ 32 × 1  (4) 
 پس:

320 ≡ 9 ≡ 1   (4) 
𝑟مانده تقسیم بنابراین باقی =  است. 1

 بیابید. 3را بر عدد  527مانده باقی مثال: 
   52 = 25 ≡ 1    (3) 

526 = (52)13 ≡ (1)13 = 1   (3) 
527 = 5 × 526 ≡ 5 × 1 ≡ 2   (3) 

𝑟مانده این تقسیم بنابراین باقی =  است. 2
 را بیابید. 6بر  2230مانده تقسیم باقی مثال: 

 حل:    
25 = 32 ≡ 2  (6) 

210 = (25)2 = 22 = 4 ≡ −2   (6) 
2100 = (210)10 = (−2)10 = 210 ≡ −2   (6) 
2200 = (2100)2 ≡ (−2)2 = 4 ≡ −2   (6) 

 از طرفی:      
230 = (210)3 ≡ (−2)3 = −8 ≡ −2   (6) 

 پس:          
2230 = 2200 × 230 ≡ −2 × −2 = 4   (6) 

𝑟مانده بنابراین باقی =  است. 4
 نباشد. در این صورت: 𝑎مقسوم علیه عدد  pعددی اول و  pفرض کنیم   قضیه:

𝑎𝑝−1 ≡ 1  (𝑝) 
 چند مثال:   

210 = 211−1 ≡ 1    (11) 
622 = 623−1 ≡ 1     (23) 

56 = 57−1 ≡ 1      (7) 
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 را بیابید. 17بر  832مانده تقسیم باقی مثال: 
𝑝برای حل:        =  داریم: 17

816 = 817−1 ≡ 1      (17) 
832 = (816)2 ≡ (1)2 = 1   (17) 

𝑟مانده این تقسیم بنابراین باقی      =  است. 1
 را بیابید. 13بر  7122مانده تقسیم باقی مثال: 

𝑝برای حل:      =  داریم: 13
712 = 713−1 ≡ 1    (13) 

7120 = (712)10 ≡ (1)10 = 1   (13) 
72از طرفی:     ≡ 10   (13) 

 پس:       
7122 = 7120 × 72 ≡ 1 × 10   (13) 

𝑟مانده این تقسیم بنابراین باقی     =  است.  1
 
  تمرین 

 است. 5مضربی از  n  ،5𝑛با استقراء نشان دهید، برای هر عدد طبیعی   -1
𝑛 با استقراء نشان دهید برای هر عدد طبیعی  -2 ≥ 2 ،3𝑛  شروع استقراء از اهنمایی: ر    است.  9مضربی از𝑛 =  است. 2
𝑛 با استقراء نشان دهید برای  -3 ≥ 5 ،𝑛2 ≥ 5𝑛 + 1    
 nبا استقراء نشان دهید برای هر عدد طبیعی  -4

12 + 22 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6   

 چه اعدادی هستند؟ 8بر  nمانده تقسیم عدد طبیعی باقی -5
 پذیر است؟بخش 7چند عدد بر  150تا  1بین اعداد  -6
 را بیابید.)ب.م.م( و )ک.م.م( اعداد زیر  -7

 21و  7ب(                                         12و  8الف(                                       
𝑝و  𝑝عددی اول باشد، )ب.م.م( و )ک.م.م( دو عدد  𝑝اگر  -8 +  را به دست آورید. 1
 را بیابید. 147های مثبت عدد همه مقسوم علیه -9

 ی مثبت اعداد زیر را بیابید.هاتعداد مقسوم علیه -10
𝑎    الف(                         = 𝑏        ب(     108 = 23 × 52 × 13 

 )ب.م.م( و )ک.م.م( دو عدد زیر را بیابید. -11
𝑎 = 34 × 52 × 7 , 𝑏 = 22 × 3 × 113 

 نهایت عضو داشته باشد(طبقه متمایز افراز کنید. )هر طبقه بی 4اعداد صحیح را به  -12
 همنهشت است؟ 5تر از با چه عدد مثبت کوچک 5به هنگ  3−عدد  -13
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 مانده تقسیم را بیابید.باقی -14
 5بر  245الف(                  
 4بر  643ب(                   
73 راهنمایی:       8بر  740ج(                    ≡ −1  (8) 

 
𝑝: از اول بودن راهنمایی       بیابید.  17را بر  6163مانده تقسیم باقی -15 =  استفاده کنید. 17
𝑝از اول بودن  راهنمایی:        بیابید.  11را بر  9302مانده تقسیم باقی -16 =  استفاده کنید. 11

 
 



 
 
 

 
 
 
 پنجم فصل  

 ماتريس و دترمينان 
 
 

ها در علوم مختلف صورت ماتريس بيان كرد. ماتريستوان نمايش آن را بهدر هر جايي كه ترتيبي خاص از اشياء )اعداد( مطرح باشد، مي  
 گردد.بيان مياز جمله در خود رياضيات كاربرد دارند. در فصل بعدی يكي از كاربردهاي آن براي حل دستگاه خطي 

 
 هاماتريس     

  .نامندمي n×mستون از اشياء را يك ماتريس  nسطر و  mآرايشي شامل 



























=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

...

...

...

21

22221

11211

 

علامت با  را Aماتريس       





= ijaA  دهند، هر مینيز نشانija  ماتريس  عنصر" درآيه يا"يكA  .نام دارد 

 

  مثال. 






 −
=

654

12 
A 32يك ماتريس  .است                                                                         

261در اين ماتريس           112312 ==−= aaa ام   jام و سرتون iعنصرري اسرت كه در سرطر ijaطور كلي      به ,,
 قرار دارد.

    852=A ماتريسی سطري  و
















−

=

4

2

1

B        .يك ماتريسی ستوني است 

اگر  مثال.    
23






= ijaA    وjiaij 32  را بيابيد.  A، اعضای ماتريس  =−
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















−

−−

=

















=

3

21

41

3231

2221

1211

aa

aa

aa

A 

 نامند. نظير به نظير دو ماتريس يكسان باشند. آن دو ماتريس را مساوي ميهاي گاه درآيه. هرتعريف    
   

اگر   مثال.   







=







 −

k

c



2

4

در اين صورت:               12




=

−=

4

1

k

c  

 نام دارد.  "ماتريس مربع"(  n=mهاي آن برابر باشد، )ماتريسي كه تعداد سطرها و ستون
 را در نظر بگيريد.   Aماتريس مربع 

                                [
8 4 5
4 7 8
7 2 3

]    

 نامند. مي Aماتريس  قطر فرعي"را"  چينو اعضاي روي خط  قطر اصلي"را"  ممتداعضاي روي خط 
 

 نامند. مي ماتريس قطري" اگر در يك ماتريس مربع، اعضاي خارج از قطر اصلي صفر باشند، آن را "

  
















=

1

5

4







A 

نامند و با " مي"ماتريس يكه )واحد(هرگاه در يک ماتريس قطري تمام اعضاي روي قطر اصلي يك باشند، آن را   
n

I دهند. نمايش مي 
 اند: در ذيل نشان داده شده 3× 3و  2×2هاي يكه ماتريس  مثال.    

















=







=

1

1

1

1

1
32










II , 

 نامند. " مي"ماتريس صفرهاي ماتريس صفر باشند. آن را  هرگاه تمام درآيه









=








=








AA , 

  TAنامند و با علامتمي Aماتريس"  "ترانهاده )تراسپوزه(عوض كنيم، ماتريس حاصل را  Aها را در ماتريس هرگاه جاي سطرها و ستون
 دهند. نشان مي

 








=

















=
543

12

5

41

32




TAA
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TAAهرگاه   نامند، به عبارت ديگر:مي "متقارن"را  A، ماتريس  =

jiij aa =. 
 هستند.هاي ذيل متقارن ماتريس مثال.    

















=







=

67

654

741

72

21
BA , 

TAAهرگاه   نامند، به عبارت ديگر: مي متقارن""شبهرا  A،  ماتريس =−

jiij aa −=. 
 هاي ذيل شبه متقارن هستند.ماتريس مثال.    

















−−

−=








−
=











34

31

41

3

3
BA , 

هرگاه اعضراي بالاي قطر اصرلي صرفر باشرند.  و   "بالامثلثي"را  Aصرفر باشرند. ماتريس   Aهرگاه اعضراي زير قطر اصرلي ماتريس مربع 
 نامند . مي "پايين مثلثي"را  Aماتريس 

بالا مثلثي                                     
















=

7

74

521



A 

 

پايين مثلثي                         


















=

2743

287

65

4







B 

 

 دهند. نشان مي Tr(A)با علامت   و نامند مي اثر ماتريس" ، مجموع عناصر روي قطر اصلي را " Aدر يك ماتريس مربع  

در ماتريس       مثال.     
















−

−

=

37

321

41





A   :داريم 

132 −=−++= )(ATr 
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 جمع دو ماتريس
 كنيم. )ابعاد دو ماتريس بايد يكسان باشند.(  هاي نظير به نظير را با هم جمع میبراي جمع دو ماتريس، درآيه

  مثال.    

















−

=

















−

−+

















−

−

456

532

323

44

213

32

412

341

21





 

 










−
=









−

−
+







 −

594

2

652

31

142

11  

 

 تفاضل دو ماتريس
 كنيم. )ابعاد دو ماتريس بايد يكسان باشند.(  نظير را از هم كم میهاي نظير به براي تفاضل دو ماتريس ، درآيه

  مثال.    










−

−
=









−

−
−









− 51

62

31

43

2

21


 

 

















−

−

=

















−−

−

−

















−

43

71

52

21

3

32

22

41

2





 

 ضرب عدد در ماتريس 
 كنيم.هاي ماتريس ضرب میدر تمامي درآيه براي ضرب يك عدد درماتريس ،عدد را 

  










−−

−
=









−

−
−









−
=









−


3126

33

142

11
3

2

64

1

32
2




, 

 
 

 ماتريسضرب دو 

كند كه ضررب می كنيم. اين تعريف ايجاب مي Bهاي ماتريس را در سرتون A، سرطرهاي ماتريس  Bدر ماتريس  Aبراي ضررب ماتريس 
pnmpباشد. به عبارت ديگر ، با يد   Bبرابر با تعداد سطرهاي  Aهاي تعداد ستون AوB  .باشند 
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ضرب حاصل مثال.    








−









142

21

41

2   .را بيابيد 

  2212
2

1
211 =+=








= ,c 

  


 =+=







= 42

4
212 ,c 

  4122
1

2
213 =−+=









−
= ,c 

       92411
2

1
4121 =+=








= ,c    

  16441
4

4122 =+=







= 


,c 

  21421
1

2
4123 −=−+=









−
= ,c 

 پس: 










−
=









−









2169

42

142

21

41

2  

اگر  مثال.    







=

2

41
A  و







 −
=

32

1
Bهاي ضرب ، حاصلB×A  وA×B .را        محاسبه كنيد 








−
=















 −
=










−
=







 −








=

88

2

2

41

32

1

2

118

32

1

2

41













AB

BA

 

ABBA      شود:در اين مثال، ديده مي  
 

 هاي ذيل را انجام دهيد.پذير بودن، ضرب در صورت ضرب  مثال.

















−

−

−

=








−
















 −

28

24

11

12

1

24

2

11


 
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=ضرب پذير نيست  















 −










24

2

11

43

1


 

 
















−−−

=

















− 842

421

421

2

1

 

                       7
2

1

421 −=

















−

  

اگر  مثال.  








−
=

41

2 
A  و









−
=

13

21
B .موارد ذيل را محاسبه كنيد 

 

                                    









=









−
+









−
=









−
+









−
=+










−
=









−
+








=









−
+








=+

57

67

39

63

82

4

13

21
3

41

2
232

61

4

41

2

2

2

41

2

1

1
22 2













BA

AI

 

 










−
=









−









−
=









−









−
=










−

−−
=









−

−−
+









−
=









−
−









−
=−

3666

2412

39

63

82

4

13

21
3

41

2
232

71

61

39

63

41

2

13

21
3

41

2
3







BA

BA

 

                    
 

( ) ( ) 








−
=









−









−
=−+

1215

6

23

2

51

3 
IBIA 
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 ها چند خاصيت جبري ماتريس

  AA =+  
    =A 

ABBA +=+ 
(A        )مربع استAAIIA == 

CABACBA +=+ )( 
CBACBA = )()( 

ها ، اين خاصريت برقرار نيسرت. به  اما در ماتريس  =bيا       =aشرود :نتيجه مي  =abدانيم در اعداد حقيقي، از تسراوي مي
 توجه كنيد.مثال ذيل 

 







=








=

















−

−

3

6

21

21 

 ضرب آنها صفر شده است.دو ماتريس سمت چپ مخالف صفر هستند، ولي حاصل
  aدراعدادحقيقی خاصيت حذف داريم ، به عبارت ديگر، اگر      

cbacab == 
 ها برقرار نيست ، مثلًا اگراما اين خاصيت در ماتريس

 









=



1
A         ،








=



2
B       ،








=

2

2




C 

 است.   C Bولي     AB=AC   كنيد كهبا محاسبه بررسي
 

 باشند:به صورت ذيل می Aهاي يك ماتريس مربع باشد، توان Aاگر       
𝐴2 = 𝐴𝐴           

    𝐴3 = 𝐴2𝐴            
       ⋮                                 

 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−1𝐴         
 

اگر  مثال.    








−
=

12

3 
A ، 23 AوA  .را محاسبه كنيد 
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 حل.          

 







=









−









−
=

14

9

12

3

12

32 
A 

     








−
=









−








==

114

27

12

3

14

923 
AAA 

اگر  مثال.    







=

2

2




A ،52A دست آوريد. را به 









=
















==









=
















==

3

3
23

2

2
2

2

2
2

2

4

4

2

2
2

2

2

2

























AAA

AAA

 

    توان حدس زد:با اين محاسبات مي












=

52

52
52

2

2




A 

اگر  مثال.     








−

−
=

34

23
A 75، ماتريسA دست آوريد.را به 

IA =







=









−

−









−

−
=

1

1

34

23

34

232




 

AAIAAA === 23 
IIIAAA === 224 

  بنابراين:  

AA =75 
 

 دترمينان ماتريس مربع 
 شود: ، مقدار عددي است كه به صورت ذيل نشان داده مي Aدترمينان يك ماتريس مربع 

 
(A )det        ياA 
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 2×2دترمينان ماتريس 

 ضرب قطر فرعي ضرب قطر اصلي، منهاي حاصلبرابر است با حاصل 2×2دترمينان ماتريس 

bcad
dc

ba
−= 

 هاي زير توجه كنيد: به مثال

( ) 54231
34

21
−=−= 

=−−−=
−

−
)( 2121

21

21
 

6324
43

2
=−−=

−
)(


 

 تواند مثبت، منفي و يا صفر شود.شود، مقدار دترمينان ميديده ميطور كه همان  
 

  3×3دترمينان ماتريس  

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A = 

از حذف سطر اول و ستون اول، زير دترمينان 
3332

2322
11

aa

aa
A  شود.حاصل مي =

11A  "11دترمينان كهاد )فرعي( عنصرر راa  11" و  عبارت
111 A+− دترميناني  23Aنامند. به طور مشرابه، " می 11a" همسرازه عنصرر را  )(

 شود. حاصل مي Aاست كه از حذف سطر دوم  و ستون سوم ماتريس 

         23aدترمينان كهاد عنصر
3231

1211
23

aa

aa
A = 

23a              2323همسازه عنصر
321 AA −=− +)( 

، )روي سررطر اول(در ذيل آمده روش بسررطبه  3×3فرمول محاسرربه دترمينان  همسررازه دارد.نه   3×3شررود كه ماتريس راحتي ديده ميبه 
 است.
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 1313
31

1212
21

1111
11

333231

232221

131211

111 AaAaAa

aaa

aaa

aaa
+++ −+−+−= )()()( 

 اند. هاي زير، با روش بسط )روي سطر اول(  بدست آمدهدترمينان

( ) ( ) ( ) 











=+−+=

+
−

−+
−

=−

142312

12

1
4

2

11
3

1

1
2

12

11

432

 

( ) ( ) ( ) 8236142

1

21
3

21

41
1

2

42
2

21

421

312

=−++=

−
−+

−
+=

−

−−




 

توان دترمينان را با بسرط روي روش بسرط روي سرطر دوم يا سروم محاسربه كرد. هم نين ميرا به  3×3توان دترمينان به طور مشرابه ، مي
 دست آورد .هاي ماتريس نيز بهستون

دترمينان  مثال.    




12

11

432

 دست آوريد. را به روش بسط )روي سطر سوم( به  −








1

32

11

42
1

1

43
2

12

11

432

+
−

−+
−

=− 

   = 2(−3) + −1(−6) +∘ (−3) =∘                                          
 آيد.دست میمقدار دترمينان يك ماتريس با بسط روي هر سطر يا هر ستون، يكسان به  نكته.

 
 n ×nدترمينان ماتريس 

 است. دترمينان ذيل با روش بسط )روي سطر اول( محاسبه شده است.   3×3ی دترمينان همانند محاسبه n×nی دترمينان روش محاسبه
 

21

21

31

232

−

−








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121226342

1

21

31

2

2

1

1

21

21

3

3

21

2

31

2

−=−+−+−+=

−

−

−++

−

−

−+

−

−

=

)()()()( 



























 

 تر دترمينان، بهتراست سطر يا ستوني را انتخاب كنيم كه صفر بيشتر دارد. براي محاسبه سريع
 

 254
21

12
4

321

4

312

−=−=
−

−=

−

)( 

 3×3روش ساروس براي دترمينان 
 كنيم.ضرب قطرهاي فرعي كم میضرب قطرهاي اصلي را از مجموع حاصلدر اين روش دو ستون اول را تكرار و بعد مجموع حاصل

دترمينان ماتريس مثال. 
















−

−

=

521

43

211

A .را حساب كنيد 

23815124

12241531

23214151

21

3

11

521

43

211

=++−−++=

−++−−

+−−+=

−

−

−

−

=

)()(

)]()()[(

)]()()[(





A

 

 

 خواص دترمينان  
 اگر تمامي عناصر يك سطر، صفر باشند، مقدار دترمينان صفر است:   -1





 =

−

64

712

 

 اگر يك سطر ، مضربي از سطر ديگر باشد، مقدار دترمينان صفر است: -2




=

−−

−−

−

4246

541

2123

7211

 



 رياضيات مقدماتی          74

 

                                                                                                                     

             

               

 

 

 سطرچهارم دو برابر سطر دوم است:
( ) ( )212324246 −−=−− ,,,,,, 

 شود كه اگر دو سطر برابر باشند، دترمينان صفر است: از اين خاصيت نتيجه مي





=

−

132

132

15

 

 شود: اگر در دترمينان جاي دو سطر را عوض كنيم ، مقدار دترمينان در يك منفي ضرب  مي -3
 
 

 

 ضرب قطر اصلي: اگر ماتريس مثلثي باشد، دترمينان آن برابر است با حاصل -4 

21731

7

53

421

−=−=−



 

 ماند: اگر مضربي از يك سطر را به سطر ديگراضافه كنيم ،مقدار دترمينان ثابت مي -5
 
 
 

 اضافه شده است:دو برابر سطر اول به سطر دوم 

)1614216424213212 ,,(),,(),,(),,(),,( =−+=−+ 
 دترمينان ماتريس، با دترمينان ترانهاده آن برابر است. -6

TAA = 

 كنيم:براي ضرب عدد در يك دترمينان،عدد را در يك سطر )دلخواه( ضرب می -7

246

742

11

123

742

11

2

−−−

−

=

−

−



 

 در سطر سوم ضرب شده است.  −2عدد 
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 دو ماتريس مربع باشند، داريم: Bو  Aاگر  -8

BABA = 
 اگر يك سطر بر حسب چند سطر ديگر باشد، مقدار دترمينان برابر با صفر است: -9







=
−

774

2123

7421

321

 

 سطر چهارم، مجموع سطر اول و دوم است:  

  چندنكته.
 الف( در تمامي خواص بالا ، اگر به جاي كلمه »سطر« كلمه »ستون« را قرار دهيم، باز هم      

 اين خواص برقرارند.      
 توان هر دترميناني را مثلثي نمود.  ب( با استفاده از اين خواص ، مي       
 گردد.تر محاسبه ميج( هرگاه ابعاد دترمينان بزرگ باشد، با خواص دترمينان  سريع       
 

 معكوس يك ماتريس مربع 
 :نامند، هرگاهمي  Aرا معكوس  Bباشد، ماتريس  n×nيك ماتريس مربع  Aفرض كنيم  تعريف.

nIABBA == 

 :نشان دهيم، داريم A−1را با  Bاگر    
𝐴−1 × 𝐴 = 𝐼𝑛 

پذير باشررد اين معكوس  Aها، شرررلا لازم و كافي براي اينكه پذير اسررت. در ماتريسدر اعداد حقيقي، هر عدد مخالف صررفر، معكوس  
 باشد. Aاست كه 

 
 A−1محاسبه 

                .باشد 2×2ماتريس A الف(       







=

dc

ba
A 

 بنا به فرمول:   










−

−
=−

ac

bd

A
A

11 

 )جاي عناصر قطر اصلی عوض شده و قطر فرعي در منفي ضرب شده است.(   
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 هاي ذيل را بيابيد. معكوس ماتريس مثال.    

               








−
=

14

32
A        ،









−
=

21

1
B        ،









−

−
=

12

12
C 

  حل.      








 −
=







 −
==

















−
=









−

−−

−
=−=

−

−

 1

12

1

12

1
1

1

14
2

14
4

14
3

14
1

24

31

14
1

14

1

1

BB

AA

 

 

 =Cمعكوس پذير نيست:  Cماتريس 
 باشد:  3×3ماتريس  A ب(        

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A 

 

adjAبا فرمول       Aمعكوس ماتريس 
A

A
11  شود.تعريف می −=

 است:نام دارد و به صورت ذيل " Aالحاقي ماتريس"  adjAكه در آن 
T

AAA

AAA

AAA

adjA

















−

−−

−

=

333231

232221

131211

 

 

ijA دترمينان ماتريسی است كه از حذف سطرiام و ستونj  ام  ماتريسA  آيد.دست میبه 
 

معكوس ماتريس  مثال.    
















−

−

−

=

413

21

21





A دست آوريد. را به 
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        حل.      

18−=A 

2
21

1
2

1

21
4

2

2

1
13

1
1

43

21
2

41

2

5
13

21
4

43

1
8

41

2

333231

232221

131211

−=
−

=−=
−

−=−−=
−

−
=

=
−

−=−=
−

==
−

−
−=−

=
−

−
=−=−=−−=

−

−
=














AAA

AAA

AAA

 

 

















−

−−

−−

−
=

















−−−

−−

−
==−

215

214

428

18
1

224

112

548

18
111 

T

adjA
A

A 

 

 باشد.  n×nماتريس  A ج(       
 است:   3×3، مانند فرمول  A، فرمول معكوس  n×nدر حالت 

adjA
A

A
11 =− 

adjA هايهمسازه  ترانهاده ماتريسA ( 3×3)شبيه  باشد. می    

اگر  مثال.    
















−=

732

141

421

A  23عنصرa  1را در ماتريس−A .بيابيد 

                                 داريم: A−1با توجه به فرمول  حل.    
A

A
a 32
23

−
= 

5
11

41
1 32 −=

−
−=−−= AA , 

5                                            بنابراين:                                     
1
5

23 =
−

−
=a  
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 چند خاصيت

𝐴)       الف(        × 𝐵)−1 = 𝐵−1 × 𝐴−1 

                     ب(       
A

A
11 =− 

)                    ج(        ) nn II =
−1 

. اگرمثال
















−=

4

11

432



A   1،  دترمينان−A  .را بيابيد 

                            ، بنا به خاصيت:   A=8   . حل    
8
111 ==−

A
A 

اگر  مثال.    






 −
=

3

21


A  بست   A−2، مطلو

 . داريم:      حل       









=−

1

23

3
11


A 









=

















1

89

9
1

1

23

1

23

9
1


== −−− 112 AAA 

  تمرين 

اگر  -1








−
=

21

1 
A  و







 −
=

42

11
B  .موارد ذيل را محاسبه كنيد ، 

BA  ب(                                                     +BA  الف(         42 − 

BAT  ج(        )(  د(                                                   3+ BAB − 

اگر    -2














 −

=

21

3

12

A  و








−
=

122

31 
Bآوريد. دستموارد ذيل را در صورت امكان به 

 AB  ب(         BA  الف(              

) د(                           2A   ج(                  )BAA 2− 
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اگر  -3
















−

−

=

21

21

11







A  و
















=

112

1

321

B   .موارد ذيل را محاسبه كنيد 

 −34IA ب(              AB  الف(      

)(  ج(         2ATr         )33  دIBA +− 

 

اگر  -4







=

3

3




Aماتريس ،4A دست آوريد. را به 

AAاگر  -5  .بيابيد را  1A، ماتريس  3=

)آيا اتحاد  -6 ) ( )BABABA +−=−  ها برقرار است؟برای ماتريس  22

 هاي ذيل را بيابيد. )روش بسط( دترمينان-7

421

342

213

421

31

211

35

21

1

42

−

−−−

−−

,

,





 

  
 تمرين قبل را به روش ساروس بيابيد.  3×3هاي دترمينان -8
 

 اگر  -9








−
=

41

12




A   و















−

=

3

12

1





B   دترمينان ماتريسBA .را بيابيد 

 را طوري بيابيد كه دترمينان ذيل صفر شود:  xمقدار -10

321

541

23 x

 

 

BABAبا يك مثال، نشان دهيد،تساوي -11  همواره برقرار نيست.  +=+
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 های ذيل را حساب كنيد. معكوس ماتريس -12















 −

=




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
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=
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42

11

41

2





BA , 

        






−
=

















−=
41

31

2

12

321

DC ,



 

 را طوري بيابيد كه Bماتريس  -13









=









−

−

4

23

45

31
B 

اگر  -41






−
=

3

42
A  3، ماتريس−A .را بيابيد 

 
 دست آوريد.های ذيل را بهمعكوس ماتريس -15

















−=

3

21

321



B       ,              


















−
=

4

3

2

1









A 

اگر   -16
















−

−=

342

11

321

A12، درآيهa  1را در ماتريس−A  .بيابيد 

 



 
 
 
 
 
 
 ششم فصل  

  
 دستگاه معادلات خطي  

 
 

ی برخورد دو یافتن نقطه شتود در هر جا كه تعدادي معادله خطي با تعدادي مجهول داشتته باشت،مد دستتگاه معادلات خطي تشتم،ل م 
   ها هستند هكاربرد دستگاو یا نقاط برخورد دو صفحه از موارد  خط

 
 دستگاه معادلات خطي 

 مجهول به این صورت است: nمعادله و  mیك دستگاه معادلات خطي 
 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa













=+++

=+++

=+++

...

...

...

2211

22222121

11212111


 

 
nxxباشتند  هرااه ها اعداد ثابت دستتگاه ميibها ضترای  دستتگاه وijaهای دستتگاهد ها مجهول ixدر این دستتگاه د  در تمامي  1,...,

nxxمعادلات دستگاه صدق كنند    نامند  مي " جواب دستگاه"را  1,...,
 

دستگاه دو معادله و سه مجهول:             




=+−

=+−

27

1532

321

321

xxx

xxx 

دستگاه مربع سه معادله و سه مجهول:         








=++−

=++

=−−

25

142

zyx

zyx

zyx 

 

 نام دارد   "دستگاه همگن"ها صفر باشندد ibدستگاهي كه تمام  
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   دستگاه همگن:   








=+

=−+

=+−







zx

zyx

zyx

2 

 هاي یك دستگاه معادلات خطي به یمي از حالات ذیل است: جواب
 فرد دارد  جواب منحصر به الف( دستگاه یك              
 ب( دستگاه جواب ندارد  )دستگاه ناسازاار(               

 نهایت جواب دارد  ج( دستگاه بي              
 
 مربع به روش ماتریسي حل دستگاه 

 دستگاه مربع زیر مفروض است:  













=+++

=+++

=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...

...

2211

22222121

11212111


 

  ده،م:م نسبت ماتریس  یک به این دستگاه

ماتریس ضرای  دستگاه  


















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

21

22221

11211


        

اار 
















=

nx

x

X 

1

ها و ماتریس مجهول 
















=

nb

b

B 

1

      داریم:ماتریس اعداد ثابت دستگاه باشندد  

BXA = 
 :كن،مضرب م  𝐴−1طرف،ن را در 

(A       )𝐴−1 × 𝐴 × 𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 
𝐼 × 𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 

𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 
 دستگاه به روش ماتریسيد به این صورت است:بنابراین اار دستگاه مربع و دترم،نان ضرای  دستگاه مخالف صفر باشدد فرمول حل 

 
𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 
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دستگاه    :مثال    




=−

=−

yx

yx

43

 روش ماتریسي حل كن،د  را به 12










−

−
=

43

12
A       د








=



1
B              د








=

y

x
X 

 

|𝐴| = |
2 −1
3 −4| = −5 

 

𝐴−1 =
1

−5 [
−4 1
−3 2] 

 
𝑋 = 𝐴−1 × 𝐵 



















=








−

−−
=

















−

−−
=









5
3
5
4

3

4

5
11

23

14

5
1

y

x 

دستگاه یك جواب  دارد              









=

=





















=








5
3
5
4

5
3
5
4

y

x

y

x 

  

دستگاه         :مثال  








=−

=+−

1
2

42

y
x

yx

 را به روش ماتریسي حل كن،د     

  













−

−
=

2
1

1

12
A 

−= شود     دستگاه از این روش حل نمي
−

=

2
1

1

12
A 

 را به روش ماتریسي حل كن،د   زیردستگاه :مثال    









=++−

=−

=+−

zyx

zy

zyx

2

2

12
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















−

−

−

=

















=

















=

112

11

211

2

1





A

z

y

x

XB ,, 















 −

==−

112

152

132

4
111 Aadj

A
A 

















=

















=

































 −

== −

1

3

2

4

12

8

4
1

2

1

112

152

132

4
11



BAX 

                 دستگاه یک جواب دارد 








=

=

=

1

3

2

z

y

x

 

 

  حل دستگاه به روش كرامر 
( فرمول روش كرامر به صتتورت ذیل Aدستتتگاه مربع و دترم،نان ضتترای  دستتتگاهد مخالف صتتفر باشتتد  )در این روش ن،ز باید 

 است:  

ni
A

A
x

i
i ,...,, 1== 

A  ماتریس ضرای  دستگاه وiA یض ستون  شود  ها حاصل ميibبا  Aام  ماتریس  iماتریسي است كه از تعو

 دستگاه زیر را به روش كرامر حل كن،د  :مثال    





=+

=+−

22

43

yx

yx 








−
=

21

31
A 

6
21

41
2

22

34
5

21

31
21 −=

−
===−=

−
= AAA ,, 

   دستگاه یک جواب دارد   









=

−
=


−

−
==

−
==

5
6
5
2

5
6

5
2 21

y

x

A

A
y

A

A
x , 
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       دستگاه داده شده را به روش كرامر حل كن،د  :مثال    









−=++−

=−+

=+−

3

531

222

zyx

zyx

zyx

 

 حل:       

46

111

311

212

=

−

−

−

= A 

 =

−−

−==

−

−

−

=

131

351

222

92

113

315

212

21 AA , 

46

311

511

212

3 −=

−−

−

= A 

1
46
46

46
2

46
92 321

−=
−

=========
A

A
z

A

A
y

A

A
x ,, 

 

دستگاه یک جواب دارد           








−=

=

=

1

2

z

y

x

  

نهایت  باشتد د دستتگاه بي=Aفرد دارد و اار باشتد د دستتگاه یك جواب منحصتر به Aااه در یك دستتگاه مربعد هر  .نمته 
 جواب و یا بدون جواب است   

 )بدون جواب(را طوري ب،اب،د كه دستگاه ذیل ناسازاار باشد  aمقدار  .مثال    





=+−

=−

56

232

ayx

yx 

 =Aباید       :حل           

9182
6

32
==−=

−

−
= aa

a
A  



 ریاض،ات مقدمات       86

 

 

د دستگاه aبه ازاي چه مقدار  :مثال    








=+−

=++

=++







zyx

zyax

zyx

2

2

   فقط یك جواب بدیهي دارد  

یک جواب بدیه  دستگاه       :حل                  








=

=

=







z

y

x

  د این تنها جواب دستگاه خواهد بودAاست  اار     

                      

−



211

11

211

aA 

2
1

42 − aa  

 
 حل دستگاه به روش حذفي ااوس 

آوریم  دست ميها را یك به یك بهكن،م كه دستگاهد بالامثلثي شود و بعد مجهول ها را طوري حذف ميدر روش حذفي ااوسد مجهول
كن،م  ه،چ محدودیتي براي حل دستگاه در این روش وجود دستگاه را مربع مياار دستگاه مربع نباشد با افزودن صفرهاي مناس د 

          ندارد   
   
 كن،د:  به روش حذفي حل داده شده را هاي دستگاه  .مثال  

الف(               




=+

=−

32

12

yx

yx                              )ب




=−

=+−

362

3

yx

yx                )ج{
−2𝑥 + 4𝑦 = 6
𝑥 − 2𝑦 = −3 

           
 حل الف(                  

 

                  دستگاه مثلثي است




=+

=−

15

12

y

yx


 

5
1

15 == yy 

5
7

1
5
1

212 ==−=− xxyx )( 
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                 دستگاه یك جواب دارد 









=

=

5
1
5
7

y

x

 

 حل ب(                
    

                      دستگاه مثلثي است




=+

=+−

3

3



yx 

 این تناقضد دستگاه جواب ندارد  د  بنا به=3ی آخر در معادله
 حل ج(         

 
     

          دستگاه مثلثي است




=+

=+−



642 yx 

 ا،ریم  ها را دلخواه مياین دستگاهد یك معادله و دو مجهول داردد یمي از مجهول  
kxدلخواه    = 

642642 =+−=+− ykyx 

2
3

4
26 k

y
k

y
+

=
+

= 

Rkkد           نهایت جواب داردستگاه بي 
y

kx










+
=

=

2
3 

 را به روش حذفي حل كن،د  داده شدههاي دستگاه .مثال    

   الف(                  








=+−

−=++

=+−





=−+−

=+−

42

12

12

42

12

yx

xyz

zyx

ب
zyx

zyx
( 

 

}ج(                                   

2 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 5
−𝑥 + 2 𝑦 − 4 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 − 3 𝑧 = 8
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 حل الف(                         

   
 
 

                        دستگاه مثلثي است        








=++

−=−+

=+−



63

333

12

z

zy

zyx



 

21221

13233

263

−==+−

=−=−

==

xx

yy

zz

)()(

)( 

دستگاه یک جواب دارد                   








=

=

−=

2

1

2

z

y

x

 

 حل ب(                   
 

 
 

                    دستگاه مثلثي است








=++

=+−

=+−



 63

12

zy

zyx

 

kzدلخواه   = 

5126312

6363

−==+−−=+−

−==+−

kxkkxzyx

kyky

)(
 

 

      نهایت جواب دارد    دستگاه بي








−=

−=

=

5

63

kx

Rkky

kz
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    شده است جای سطر اول و دوم عوض  حل ج(                       
 
 

 كنند شود كه سطر دوم و سوم باهم ایجاد تناقض م شود ول  دیده م  دستگاه در اام بعدی مثلث  م 
5 = 3 𝑦 − 7 𝑧 = 8 ⇒ 5 = 8 

 بنا به این تناقض دستگاه جواب ندارد    
 های زیر را حل كن،د دستگاه  مثال:

} الف(      

−𝑥 + 2 𝑦 = 4
𝑥 + 𝑦 = 0
3 𝑥 − 𝑦 = 1

 

شود  ول  برای سادا  یک دستگاه مربع از داخل آن انتخاب و سپس جواب را م با افزودن یک ستون صفر دستگاه مربع  حل:                
 ده،م مانده قرار م  ی باق در معادله

 
 

 

 
 كند ول  در معادله صدق نم  ده،مرا در معادله سوم قرار م  جواب

𝑥 3دستگاه جواب ندارد      − 𝑦 = 1 ⇒ 3(−
4
3
) − (

4
3
) ≠ 1 

 

}                            ب(                                           

−𝑥 + 𝑦 = 2
3 𝑥 − 𝑦 = 0
−2 𝑥 + 2 𝑦 = 4
3 𝑥 + 4 𝑦 = 0

 

  كن،مانتخاب م یک دستگاه دو معادله و دو مجهول حل:          
{
−𝑥 + 𝑦 = 2
3 𝑥 − 𝑦 = 0  ⇒  {

𝑥 = 1
𝑦 = 3 

 است: قرار بری سوم در معادله جواب 
−2 𝑥 + 2 𝑦 = −2(1) + 2(3) = 4 

 كند ول  در معادله صدق نم  ده،می چهارم قرار م را در معادله جواب 
 

𝑥 3دستگاه جواب ندارد      + 4 𝑦 = 3(1) + 4(3) ≠ 0 

{

−𝑥 + 2 𝑦 − 4 𝑧 = 0
2 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 5
𝑥 + 𝑦 − 3 𝑧 = 8

  ⇒   {

−𝑥 + 2 𝑦 − 4 𝑧 = 0
   0 + 3 𝑦 − 7 𝑧 = 5
   0 + 3 𝑦 − 7 𝑧 = 8

 
(1)(2) 

 

 

{
−𝑥 + 2 𝑦 = 4
𝑥 + 𝑦 = 0   ⇒   {

−𝑥 + 2 𝑦 = 4

    0 + 3 𝑦 = 4 ⇒ 𝑦 =
4
3

     ⇒  {
𝑥 = −

4
3

𝑦 =
4
3

 
(1) 
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 دستگاه زیر را حل كن،د مثال: 
 {

−𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 𝑡 = 2
𝑥 − 𝑦 + 2 𝑧 + 3 𝑡 = 0  

  كن،م مربع تبدیل م  به را  دستگاه حل:     
 

 دستگاه مثلث  شد  
 

𝑡 = 𝑘1   دلخواه 
𝑧                                           :پس = 2 − 5𝑘1 

 داریم: در معادله اول با جایگذاری 
−𝑥 + 𝑦 = 2 + (2 − 5𝑘1) − 2𝑘1 

−𝑥 + 𝑦 = −7𝑘1 + 4 
 ا،ریمم  یک معادله و دو مجهول داریمد یم  از این دو را دلخواه 

𝑥 = 𝑘2 
𝑦 = −7𝑘1 + 𝑘2 + 4 

 :بنابراین

{

𝑥 = 𝑘2
𝑦 = −7𝑘1 + 𝑘2 + 4
𝑧 = 2 − 5𝑘1
𝑡 = 𝑘1

     𝑘1,𝑘2 ∈ ℝ                دستگاه ب  نهایت جواب دارد  

 دستگاه زیر را حل كن،د مثال: 

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
𝑥 − 3 𝑦 + 3 𝑧 = 1
−𝑦 + 2 𝑧 = 4

 

  حل:        
 

 
 

 
 
 

{

−𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 𝑡 = 2
𝑥 − 𝑦 + 2 𝑧 + 3 𝑡 = 0
0 + 0 + 0 + 0 = 0
0 + 0 + 0 + 0 = 0

 ⇒  {

−𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 𝑡 = 2
0 + 0 + 𝑧 + 5 𝑡 = 2
0 + 0 + 0 + 0 = 0
0 + 0 + 0 + 0 = 0

 

 

 

(1) 

(−1) 

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
0 + 𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
𝑥 − 3𝑦 + 3𝑧 + 0 = 1
0 − 𝑦 + 2𝑧 + 0 = 4

 
 

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
0 + 𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
0 − 2𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 0
0 − 𝑦 + 2𝑧 + 0 = 4

 (1)(2) 
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{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1
0 + 𝑦 − 2 𝑧 + 𝑡 = 4
0 + 0 − 2𝑧 + 3𝑡 = 8
0 + 0 + 0 + 𝑡 = 8 ⇒ 𝑡 = 8

  دستگاه مثلث  شد       

 
2𝑧−                از معادله سوم داریم: + 3𝑡 = 8 ⇒  −2𝑧 + 24 = 8     ⇒ 𝑧 = 8 
𝑦                از معادله دوم داریم: − 2 𝑧 + 𝑡 = 4 ⇒ 𝑦 − 16 + 8 = 4 ⇒ 𝑦 = 12 

𝑥             از معادله اول داریم:و  − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 = 1 ⇒ 𝑥 − 12 + 8 − 8 = 1 ⇒ 𝑥 = 13     
 

{

𝑥 = 13
𝑦 = 12
𝑧 = 8
𝑡 = 8

دستگاه یک جواب دارد                               

 

  تمرین 

 هاي ذیل را به روش ماتریسي حل كن،د  دستگاه -۱

    الف(               




=+

=−

yx

yx

32

       ب(                                     1




=+

=−

yx

yx

4

13 

 

   ج(                








=+−

=++−

=++





zyx

zyx

zyx

2

1

    د(                                   








−=−

=+

=−

2

2

1

zy

zx

yx

 

 هاي تمرین قبل را به روش كرامر حل كن،د   دستگاه -2
 دستگاه همگن ذیل را حل كن،د    - ۳









=+

=−+

=+−







zy

zyx

zyx

2

 

اار  -۴






−
=

3

52
A  و







 −
=

93

35
C هاد ماتریس  مانند د با استفاده از دستگاهB  ب،اب،د به طوریمهCBA = 

   را طوري ب،اب،د كه دستگاه aمقدار  -۵




=+−

=−

4

132

ayx

yx      جواب نداشته باشد 



 ریاض،ات مقدمات       92

 

۶- a را طوري ب،اب،د كه دستگاه  








=+−

=++

=−+







yx

zyx

zyax

4

 هاي غ،ر بدیهي داشته باشد   جواب   32

 هاي ذیل را به روش حذفي حل كن،د دستگاه -۷

     الف(                   




=−

=−

yx

yx

6

   ب(                               43




=+−

=−

748

442

xy

yx 

   ج(                     




−=+

=−−

422

2

yx

yx                               )د    










−=+

=−

4
3
2

2

2
4
1

yx

yx

 

 را به روش حذفي حل كن،د   داده شدههاي دستگاه -۸

  الف(                   








=+−

=−

=−

yx

yx

yx

3

122

43

    ب(                     








−=+−

=−+

=++−

143

122

zyx

zyx

zyx 

 

 

  ج(                      








=−+

=+−

=+

zyx

zyx

yx

4

12

133

      د(                                    








−=+−

=+++

=−++

2243

122

tyx

tzyx

tzyx 

 

 هاي ذیل را حل كن،د دستگاه -9
}الف(                             

𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1
3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = }ب(                                 0

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 𝑡 = 1
2𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 0 

 

}ج(                              

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 4
2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 0
−𝑥 − 2𝑦 + 𝑡 = 1
𝑦 + 2𝑧 + 2𝑡 = 0

 

42ی برخورد دو خط نقطه -10 =+ yx  12و =+− yx   را تع،،ن كن،د 
−=1ی برخورد سه خط نقطه -1۱ xy  د xy +−=و  =2 42xy   را تع،،ن كن،د 
14نقاط برخورد دو صفحه   -2۱ =+− zyx       و=++− zyx  را تع،،ن كن،د   2
 



 
 
 
 
 
 
 هفتم فصل  

 مثلثات 
 
 

یه و هم روی دایره تعریف میستفاده میادر بسیاری از محاسبات از مفاهیم مثلثات   گردند.شود.مقادیر مثلثاتی هم روی مثلث قائم الزاو
 
  یه  زاو

یه را معمولًا برحسب درجه یا رادیان بیان می  یه مرکزی هر قسمت   360ای را به  دایره کنند.اگر  اندازه یک زاو قسمت مساوی تقسیم کنیم، زاو
 نامند.را یک درجه می 

 
 
 

 

 باشد.درجه می  °180درجه است. لذا نصف دایره  °360بنابر این تعریف یک دایره 
 

یه مرکزی است که طول قوس مقابل آن  rای به شعاع دایره      باشد. rمفروض است، یک رادیان اندازه زاو
 
 
 

 
 رادیان است.  2𝜋است، بنابراین محیط دایره  2𝜋𝑟از آنجا که محیط دایره 

  
   درجه و رادیان:   رابطه بین   

𝜋 رادیان ≡  (درجه ) 180°
یه برای تبدیل واحد  کنیم.از این رابطه استفاده می زاو

 چند رادیان است؟ °120  مثال:

 
180° → 𝜋

120° → 𝑥
  ⇒    𝑥 =

120 × 𝜋
180 =

2𝜋
3     ⇒    120° ≡

2𝜋
3  

1 
𝑟 

𝑟 

𝑟 

1° 
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 رادیان چند درجه است؟ 𝜋12  مثال:

𝜋 → 180°
𝜋

12 → 𝑥
   ⇒   𝑥 =

𝜋
12 × 180
𝜋

=
180
12 = 15° 

 

  مقادیر مثلثاتی 
یه باشد. 𝑥اگر    ای به شعاع یک( شوند.)دایره روی دایره واحد تعریف می xcosو  xsin زاو

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 به صورت زیر هستند.  xcosو  xsinمثلثاتی دیگر برحسب   مقادیرچهار 
 

x
x

x
x

x

x
x

x

x
x

sin
csc,

cos
sec,

sin

cos
cot,

cos

sin
tan

11
====  

 

:     بنا به تعریف
11

11

−

−

x

x

cos

sin 

 
یه مثبت در جهت عکس عقربه تذکر. یه منفی در جهت عقربه های ساعت اندازه گیری میزاو  شود. های ساعت و زاو

 
 
 
 −30° 

 30° 
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یه  :مقادیر مثلثاتی روی مثلث قائم الزاو

 
 
 
 

 

a

b
x

b

a
x

c

b
x

c

a
x ==== cot,tan,cos,sin  

یه در جدول  :آمده است زیر مقادیر مثلثاتی چند زاو
 

2  
2

3    
2
  

3
  

4
  

6
    x 

  1-    1 
2
3  

2
2  

2
1    sinx 

1   -۱    2
1  

2
2  

2
3  1 cosx 

    3 1 
3
3   tanx 

    3
3 1 3   cotx 

 
 چند رابطه مثلثاتی

 
   :مثلثاتی مقادیرارتباط بین      

x
x

x
x

x

x
x

x

xx

tan
cot

csc
sin

cot

sec
cos

tan

cossin

1

1
1

1
1

1

2
2

2

2
2

2

22

=

==+

==+

=+
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یه منفی         :مقادیر مثلثاتی زاو

xx

xx

xx

xx

cot)cot(

tan)tan(

sin)sin(

cos)cos(

−=−

−=−

−=−

=−

 

  : مثلثاتی مقادیر اصلی دوره تناوب     

xx

xx

cos)cos(

sin)sin(

=+

=+





2

2  

xx

xx

cot)cot(

tan)tan(

=+

=+




 

 
 :دوره تناوب مقادیر مثلثاتی

sin(𝑥 + 2 𝑘𝜋) = sin 𝑥  ,  𝑘 ∈ ℤ 
cos(𝑥 + 2 𝑘𝜋) = sin 𝑥  ,  𝑘 ∈ ℤ 
tan(𝑥 +𝑘𝜋) = 𝑡𝑎𝑛𝑥   ,   𝑘 ∈ ℤ     
cot(𝑥 +𝑘𝜋) = 𝑐𝑜𝑡𝑥   ,   𝑘 ∈ ℤ     

یه  :مقادیر مثلثاتی جمع دو زاو

yxyxyx

xyyxyx

sinsincoscos)cos(

cossincossin)sin(

−=+

+=+  

yx

yx
yx

tantan

tantan
)tan(

−

+
=+

1
 

yx

yx
yx

cotcot

cotcot
)cot(

+

−
=+

1 

یه   :مقادیر مثلثاتی دو برابر زاو

x

x
x

xxx

xxx

2

22

1

2
2

2

22

tan

tan
)tan(

sincos)cos(

cossin)sin(

−
=

−=

=

 

 :به جمعمثلثاتی  تبدیل ضرب مقادیر
𝑠𝑖𝑛 𝑥 ∙ sin 𝑦 =

1
2 (cos(𝑥 − 𝑦) − cos(𝑥 + 𝑦)) 

cos 𝑥 ∙ cos 𝑦 =
1
2 (cos(𝑥 − 𝑦) + cos(𝑥 + 𝑦)) 
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sin 𝑥 cos 𝑦 =
1
2 (sin(𝑥 − 𝑦) + sin(𝑥 + 𝑦)) 

 
   :مربع مقادیر مثلثاتی

2
21

2
21

2

2

)cos(
sin

)cos(
cos

x
x

x
x

−
=

+
=

 

 محاسبه کنید.  مثال:

sin(−
𝜋

4) = − sin
𝜋

4 = −
√2
2  

sec(
𝜋

3) =
1

cos(
𝜋
3)
=

1
1
2 
= 2 

tan(−30°) = − tan(30°) = −
√3
3  

 

tan(225°) = tan(45° + 180°) = tan(45°) = 1 
 

cot (150) = cot(180° − 30°) = cot(−30°) = −√3 
 

cos(300°) = cos(360° − 60°) = cos(−60°) = cos(60°) =
1
2 

sin(750°) = sin(2 × 360° + 30°) = sin(30°) =
1
2 

tan(315°) = tan(2 × 180° − 45°) = tan(−45°) = −1 
 

cos(
13𝜋

6 ) = cos(
12𝜋 + 𝜋

6 ) = cos(2𝜋 +
𝜋

6) = cos
𝜋

6 =
√3
2  

 

tan(
23𝜋

3 ) = tan(
24𝜋 − 𝜋

3 ) = tan(8𝜋 −
𝜋

3) = tan(−
𝜋

3) = −√3 
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sin(
281𝜋

2 ) = sin(
280𝜋 + 𝜋

2 ) = sin(140𝜋 +
𝜋

2) = sin(70 × 2𝜋 +
𝜋

2) 

= sin(
𝜋

2
) = 1                                              

cos2تساوی   مثال: 𝑥 =
1+cos 2𝑥

𝑥ازای را به 2 =
𝜋

 تحقیق کنید. 6

 حل:        

𝑥 =
𝜋

6  ⇒ cos2(
𝜋

6) = (
√3
2 )

2

=
3
4           (1) 

𝑥 =
𝜋

6  ⇒
1 + cos 2𝑥

2 =
1 + cos 𝜋3

2 =
1 + 1

2
2 =

3
4           (2) 

 شود.تحقیق می( تساوی 2( و )1از )
 محاسبه کنید.  مثال:

 sin(75°) 
= sin(30° + 45°) = sin(30°) cos(45°) + sin(45°) cos(30°) 

= (
1
2) (

√2
2 ) + (

√2
2 )(

√3
2 ) =

√2
4 +

√6
4 =

√2 + √6
4  

 
 cos(𝜋 −

𝜋

3
) 

= cos(𝜋 +
−𝜋

3 ) = cos(𝜋) ∙ cos(
−𝜋

3 ) − sin(𝜋) ∙ sin(
−𝜋

3 ) 

= (−1) (
1
2) − (0) (

−√3
2 ) = −

1
2 

 
 sin(

16𝜋
3
) 

= sin(
15𝜋 + 𝜋

3 ) = sin(5𝜋 +
𝜋

3) = sin(4𝜋 + 𝜋 +
𝜋

3) = sin(𝜋 +
𝜋

3) 

= sin 𝜋 ∙ cos
𝜋

3 + sin
𝜋

3 ∙ cos 𝜋 = (0) (
1
2) + (

√3
2 ) (−1) = −

√3
2  

cos  رابطه مثال: 𝑥 ∙ cos 𝑦 =
1
2
(cos(𝑥 − 𝑦) + cos(𝑥 + 𝑦))  ازای را به𝑥 = 𝑦و  60° =  تحقیق کنید. 30°

 حل:                

{
𝑥 = 60°
𝑦 = 30°  ⇒ cos 60° ∙ cos 30° = 1

2 ×
√3
2 =

√3
4            

(1)                
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{
𝑥 = 60°
𝑦 = 30°  ⇒ 

1
2 (cos(60° − 30°) + cos(60° + 30°)) 

=
1
2(
√3
2 + 0) = √3

4             (2)   

 شود.تحقیق می( تساوی 2( و )1از )
tanاگر   مثال: 𝑥 =  و انتهای کمان در ربع سوم باشد، سایر مقادیر مثلثاتی را بیابید. 4
 حل: 

tan 𝑥 =
4
1 =

ضلع مقابل

ضلع مجاور
 

  
 
 
 
 

  𝑐2 = 42 + 12  ⇒ 𝑐2 = 17 ⇒ 𝑐 = √17 

cot 𝑥 =
1
4    ,  sin 𝑥 = −

4
√17

   ,   cos 𝑥 = −
1
√17

 

sinدر ربع سوم  𝑥  وcos 𝑥 .منفی است 
 

  معادلات ساده مثلثاتی 
یه معلوم باشد. بنا αفرض کنیم   صورت زیر است:معادلات به این دور تناوب، جواب عمومی به یک زاو

tanالف(                             𝑥 = tan𝛼     ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝛼   ,  𝑘 ∈ ℤ  
 

cot     ب(                          𝑥 = cot 𝛼    ⇒ 𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝛼   ,    𝑘 ∈ ℤ 
 

   cos 𝑥 = cos 𝛼   ⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 ± 𝛼   ,    𝑘 ∈ ℤ     ج(                    
 

𝑥 

𝑐 
4 

1 
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sinد(                   𝑥 = sin 𝛼    ⇒ {

𝑥 = 2𝑘𝜋 + 𝛼           
یا                
𝑥 = 2𝑘𝜋 + (𝜋 − 𝛼)

         ,   𝑘 ∈ ℤ 

 معادلات زیر را حل کنید.  مثال:
2 cos 𝑥 = 1 

 حل:          
cos 𝑥 =

1
2 = cos

𝜋

3   ,   (𝛼 =
𝜋

3) 

  :معادله عمومیجواب 
𝑥 = 2𝑘𝜋 ±

𝜋

3    ,   𝑘 ∈ ℤ 

 خاص معادله: چند جواب
𝑘 = 1 ⇒  𝑥 = 2𝜋 ±

𝜋

3     

𝑘 = 2 ⇒  𝑥 = 4𝜋 ±
𝜋

3      

𝑘 = −1 ⇒  𝑥 = −2𝜋 ±
𝜋

3  

 معادله زیر را حل کنید.  مثال:
3 tan(2𝑥) = √3 

 حل:           

tan(2𝑥) = √3
3 = tan(

𝜋

6)     ,   (𝛼 =
√3
3 ) 

 :معادلهجواب عمومی 

2𝑥 = 𝑘𝜋 +
𝜋

6  ⇒ 𝑥 =
𝑘𝜋 +

𝜋
6

2    ,     𝑘 ∈ ℤ 

 معادله زیر را حل کنید.  مثال:

sin 𝑥 +
√2
2 = 0 

        حل:       

sin 𝑥 = −
√2
2 = sin(−

𝜋

4)   ,    (𝛼 = −
𝜋

4) 

 :بنابراین
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{
 
 

 
 𝑥 = 2𝑘𝜋 + (−

𝜋

4)

یا            

𝑥 = 2𝑘𝜋 + (𝜋 − (−
𝜋

4))

⇒

{
 
 

 
 𝑥 = 2𝑘𝜋 −

𝜋

4
یا          

𝑥 = 2𝑘𝜋 + 𝜋 +
𝜋

4

   ,    𝑘 ∈ ℤ 

 

 ؟با استفاده از مثلثات چگونه طول ستون بلندی را محاسبه کنیم مثال:
میله  متر و طول سایه4ستون  سایه یک لحظه طول ،در دهیم طور عمود در زمین قرار می ای به طول معلوم )مثلًا یک متر( را بهمیله  حل: 
 طول ستون باشد.    𝐴 فرض کنیمگیری شده است. متر اندازه  0/8

 
 

 
 
 

 

یه گیری میها در یک لحظه اندازه چون طول سایه  در هر دو مثلث یکسان است. 𝑥شود، زاو

tan 𝑥 =
𝐴

4    ,  tan 𝑥 =
1

0/8 

     
𝐴

4 =
1

0/8     ⇒    𝐴 =
4

0/8 = 5 

 متر است. 5طول ستون بنابراین 
 

کیلومتر باشد، اگر شخصی هنگام نماز از جهت قبله یک درجه انحراف داشته باشد،  1000تا خانه کعبه  Aفرض کنید فاصله شهر   مثال:
 کمترین فاصله در این جهت با قبله چقدر است؟

 کمترین فاصله یک نقطه با خط حالتی است که از نقطه به خط عمود رسم کنیم.  حل:
 
 
 

 
 

𝑥 

𝐴 

4 

𝑥 
1 

0/8 

𝑥 

1000 

 شخص

 قبله

1° 
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sin(1°) =
𝑥

1000 
⇒     𝑥 = 1000 × sin(1°) ≅ 1000 × (0/017) ≅ 17 

 کیلومتر است. 17بنابراین با انحراف یک درجه از قبله کمترین فاصله حدود 
 
  تمرین 

 ازای مقادیر داده شده تحقیق کنید.روابط زیر را به -1
sin2           الف(         𝑥 + cos2 𝑥 = 1            , 𝑥 = −

𝜋

3             

cos2 𝑥 =
1+cos 2𝑥

2                    , 𝑥 = 𝜋    ب(                         

sin 𝑥 sin 𝑦 =
1
2
(cos(𝑥 − 𝑦) − cos(𝑥 + 𝑦))            , {

𝑥 =
𝜋

6
𝑦 = −

𝜋

6

ج(                    

 محاسبه کنید. -2
tan(−225°)الف(                                     sin(15°)ب(                                            = = 

cos(780°)ج(                                          )cot          د(                                        =
64𝜋

3
) = 

)sinه(                                            
31𝜋

4
) )cosو(                                                     =

43𝜋
6
) = 

 

3- sin(22/5°) .را حساب کنید 

𝑥در حالتی که  -4 = 𝑦   فرمولsin 𝑥 cos 𝑦 =
1
2
(sin(𝑥 − 𝑦) + sin(𝑥 + 𝑦)) .را ساده کنید 

sinاگر  -5 𝑥 = −
1
 و انتهای کمان در ربع چهارم باشد، سایر مقادیر مثلثاتی را بیابید. 5

sinاگر  -6 𝑥 =
1
cosو  4 𝑦 =

2
cos(𝑥مقدار   3 + 𝑦) ( .را بیابید𝑥  وy ).در ربع اول هستند 

 معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید. -7
2الف(                                                  tan(𝑥) = 2−                ب(                           2− cos(2𝑥) = √2 

sin(4𝑥)ج(                                                        = tanد(                                                  1 𝑥 − cot 𝑥 = 0 

cotه(                                                       𝑥 + √3 = cos(𝑥و(                                          0 −
𝜋

4
) = −

1
2 

 

tanتساوی  -8 2𝑥 = 2 tan𝑥
1+tan2 𝑥

𝜋ازای را به 

 تحقیق کنید. 3
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 را بدست آورید. 𝑥با استفاده از مثلثات در شکل زیر فاصله  -9
 
 
 
 

 
حرکت کنیم، بعد از پیمودن چند متر   Bدرجه اختلاف به سمت نقطه  °45با  Aمتر است. اگر از نقطه  B 100تا  Aفاصله نقطه  -10

 خواهیم داشت؟ Bکمترین فاصله را با نقطه 
یه -11  ؟تعیین کنیمدر یک زمان معین   را  ی تابش نور خورشید به زمینچگونه زاو

  
 
 

 شتر   17معمای تقسیم 
 

 دهیم.می جهت حُسن ختام این کتاب، معمای منسوب به امیر مؤمنان علی )ع( را مطرح و توضیح 
1طوری که به یک نفر گذارد بهشتر به ارث می 17پدری برای سه فرزند خود         

1و به دیگری   2
1و به سومی   3

سهم ارث برسد. بعد از فوت   9
کنند. امام علی )ع( یک شتر از به حضرت مراجعه می شوند و بلاخره پدر، این سه نفر در تقسیم ارث با این شرایط دچار مشکل می

 شتر رسید. 18ها به خودشان اضافه فرمودند پس جمع آن 

18   سهم نفر اول:        × 1
2 = 9 

18   سهم نفر دوم:         × 1
3 = 6 

18   سهم نفر سوم:        × 1
9 = 2 

 بنابراین تمام ارث تقسیم شده است:
9 + 6 + 2 = 17 

 و حضرت هم یک شتر خود را برداشتند.
 شود:نیست بلکه در جمع این سه نسبت است که برابر با یک نمی 17مشکل ظاهری این معما در عدد توضیح: 

1
2 +

1
3 +

1
9 =

17
18 < 1 

 شود.ها یک میها طوری هستند که جمع آننسبتمعمولًا در تقسیم یک مقدار معین، 
 با این حال با همین شرایط هم صورت معما اشتباه نیست و قابل حل است.

4 

2 

3 

𝑥 
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 گیریم:تر زیر را در نظر میمثال ساده
1تومان را بین دو نفر طوری تقسیم کنید که به یکی   9مثال: 

1و به دیگری  2
 کل مبلغ سهم برسد. 4

 ها کمتر از یک است.نسبت جا هم جمعدر این حل:  
1
2 +

1
4 =

3
4 

 .کنیمسهم هر نفر را به نسبت کل سهم حساب می

   سهم نفر اول:       
1
2
3
4
=

1
2 ×

4
3 =

2
3  →  9 × 2

3 = 6 

 

   سهم نفر دوم:         
1
4
3
4
=

1
4 ×

4
3 =

1
3 → 9 × 1

3 = 3 

6 + 3 = 9 
  های تعیین شده تقسیم شده است.تومان به نسبت 9پس تمام 

 
 .کنیمهمین دیدگاه حل میشتر را با  17اکنون معمای 

1
2 +

1
3 +

1
9 =

17
18 

 

   سهم نفر اول:     
1
2

17
18
=

1
2 ×

18
17 =

9
17 → 17 × 9

17 = 9 

 

   سهم نفر دوم:      
1
3

17
18
=

1
3 ×

18
17 =

6
17 → 17 × 6

17 = 6 

 

  سهم نفر سوم:       
1
9

17
18
=

1
9 ×

18
17 =

2
17 → 17 × 2

17 = 2 

9 + 6 + 2 = 17 
 یم شده است. های تعیین شده تقسپس تمام ارث با نسبت

 
 اند. نکته جالب در این معما ابتکار عمل زیبای حضرت است که معما را به زبان بسیار ساده حل فرموده 

 


