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  مقدمه

  

  
رياضيات در تمام دوران جزء علوم پيشرو بوده است، از اين جهت كـه مفـاهيم رياضـي كـه بـه                      

يا در زماني پس از آن مورد استفاده و كاربرد علوم         زمان و  صورت انتزاعي بيان گرديده در همان     

 هندسه نااقليدسي ابتدا بصورت محض مطرح گرديـد ولـي سـالياني            مثلاً ؛ديگر قرار گرفته است   

بعد مبنايي براي نظريه نسبيت در فيزيك شـد، از طرفـي ديگـر بعـضي از مفـاهيم رياضـي بـه                       

ريه كـه از مطالعـه فيزيـك حـرارت وارد رياضـيات      ، مانند سري فو   نداضرورت وارد اين علم شده    

 از كاوش دانشمندان در خلال      "تحقيق در عمليات   " يك شاخه مهم رياضيات بنام     ؛همچنينشد

  .تحقيق در عمليات جنگي ايجاد گرديد

 رشته حسابداري و مديريت آمـده و    دانشجويان مفاهيم اوليه رياضي براي      در كتاب حاضر        

گيري و كاربردهاي مشتق است ، به جاي اثبات قضايا و تعاريف             هدف آن فراگيري فنون مشتق    

دقيق ، جنبه محاسباتي آن ترجيح داده شده و سعي بر اين بوده كه تمرينات متناسب بـا مـتن                    

  . حل كننددرس باشد تا دانشجويان با مراجعه به متن درس بتوانند تمرينات را



 به بررسي توابع و حـد و پيوسـتگي آنهـا      در دو فصل بعديب با مجموعه اعداد آغاز و   اكت        

  . اند به مشتق توابع و كاربردهاي آن اختصاص يافته در پاياندو فصل آخر نيز. پردازدمي

يم كتاب  تمام عزيزاني كه در تهيه و تنظو از آقاي مرتضي حيدرپور جهت ترسيم اشكال       

  .صميمانه سپاسگزارم  اندتلاش نموده

  

   هاشم اعتمادزادهمحمد                                           
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  فصل اول

  مجموعه اعداد

  

روي مجموعـه   ،محاسبات سـاده  باشند،مثلاً  مجموعه اعداد مي  در ارتباط با    بسياري از مباحث        

هـا در مجموعـه     و مفاهيمي مانند حد و مـشتق روي فاصـله         است   كسري  اعداد يااعداد طبيعي   

  . اعداد حقيقي قابل بيان هستند

++=oمعادله      12
xx            در مجموعه اعداد حقيقي جواب ندارد ولي در مجموعه بزرگتري با 

  . عنوان مجموعه اعداد مختلط دو جواب دارد

  ها  يادآوري مجموعه-1

   ها آشـنا يا در درس رياضيات پيش دانشگاهي با مجموعه        دانشجويان عموماً در دوره دبيرستان و     

  . پردازيمدر اينجا به يادآوري آن مي. اندشده

. نـاميم  آن را مجموعه مي    ،اي از اشياء كه مشخص و متمايز باشندمواجه شويم        گاه با دسته  هر    

  .دهيمها را معمولاً با حروف بزرگ نمايش ميمجموعه

           ...},,,,{ 12963=B   ,  },,,{ ⊕∆= 42A  

BBAA ∉∈∉∈⊕ 7156 ,,,  

Aمتناهي و يك مجموعه B يك مجموعه نامتناهي است .  

  



   فصل اول

 

2

 يا

BAI

 

   .ناميم ميAزير مجموعهرا  B باشد،A متعلق به مجموعهBاگر هر عنصر مجموعه 

  

 

  

  

  

  

اي كـه بـا     در هـر زمينـه      ،A⊆φشود و همـواره      نشان داده مي   φمجموعه بدون عضو را با      

 مجموعـه مرجـع   را به عنوان    اي  توان مجموعه ها سرو كار داريم به طور قراردادي مي       مجموعه

ها زير مجموعه آن باشند، معمـولاً مجموعـه مرجـع را بـا              انتخاب كرد به طوريكه ساير مجموعه     

M يا Uدهندنمايش مي .  

  ها اعمال روي مجموعه

               اشتراك دو مجموعه 

},{ BxAxxBA ∈∈=I  

  

  

  

  

  

  

   اجتماع دو مجموعه 

}{ BxAxxBA ∈∈=U  

  

  

  

  

  

                                                     BAU 
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BA − 

A′ 

BA∆  

M 

A B

  

     تفاضل دو مجموعه 

},{ BxAxxBA ∉∈=−  

                               

  

  

  

  

                                                       

   متمم مجموعه 

},{ AxMxxA ∉∈=′  

  

  

  

  

  

  

  

   تفاضل متقارن دو مجموعه 

                            )()( ABBABA −−=∆ U  
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  ها چند خاصيت و رابطه در مجموعه

  

                                               خاصيت جابجايي




=

=

ABBA

ABBA

II

UU
  

  

            خاصيت پخش پذيري




=

=

)()()(

)()()(

CABACBA

CABACBA

IUIUI

UIUIU
  

  

                        خاصيت شركت پذيري




=

=

CBACBA

CBACBA

IIII

UUUU

)()(

)()(
  

  

                                           خاصيت دمورگان




′′=′

′′=′

BABA

BABA

UI

IU

)(

)(
      

  

          




=

=

φφ

φ

I

U

A

AA
        





=

=

MMA

AMA

U

I
  

   




=′

=′

φAA

MAA

I

U
     





−=′

′=−

AMA

BABA I
                                          

},,,...,,{ اگر .مثال 87321=M ، },,,{ 4321=A  و },,{ 642=B، روابط زير را 

  . تحقيق كنيد

BABA) الف ′=− I 

)()() ب BABABA IU −=∆  
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},{                                             )الف حل 31=− BA   

         },{ 31=′BAI  ⇒    },,,,{ 87531=′B 

  بنابراين

BABA ′=− I  

  ) ب حل

},,{)()(
}{

},{
631

6

31
=−−=∆⇒





=−

=−
ABBABA

AB

BA
U  

  از طرفي

},,{)(
},{

},,,,{
631

42

64321
=−⇒





=

=
BABA

BA

BA
IU

I

U
  

   بنابراين

                        )()( BABABA IU −=∆  

  

},,,...,,{ اگر .مثال o19321=Mو  },,{ o198=A  و  },,{ 987=B  

},,,{و 8743=Cروابط زير را تحقيق كنيد   .  

BABA) الف ′′=′ IU )(  

)()()( )ب CABACBA IUIUI =  

                 )الف حل

                        },,,,,{)( 654321=′BAU      ⇒           },,,{ oU 1987=BA  

  

               },,,,,{
},,,,,,{

},,,,,,{
654321

1654321

7654321
=′′⇒





=′

=′
BA

B

A
I

o
  

   بنابراين

BABA ′′=′ IU )(  

  ) بحل

},{)( 98=CBA UI             ⇒           },,,,{ 98743=CBU  
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},{)()(
}{

},{
98

8

98
=⇒





=

=
CABA

CA

BA
IUI

I

I
  

  بنابراين

)()()( CABACBA IUIUI =  

  

   مجموعه اعداد صحيح، گويا و حقيقي-2

 ايـن   ،گيـرد مجموعـه اعـداد طبيعـي نـام دارنـد           اعدادي كه شمارش با آنها انجام مـي       مجموعه  

  .دهيمنمايش مي Nمجموعه را با

N ,...},,,{ 4321=  

   . استهاي زير در مقابل آن آمدهاعضاي مجموعه .مثال

,...},,,{},{

},,,{}{

}{}{

753112

432115

242

=∈−=∈=

=<+∈=

==∈=

NkkxNxC

xNxB

xNxA

o  

 3مضرب  مجموعه اعداد طبيعي B  و51 مجموعه اعداد طبيعي زوج كمتر ازA اگر .مثال

AB و BAI، باشد31كمتر از    .را بيابيد −

  .حل

},,,,{

},,,,{

},,,,,,,,,{

},,...,,,{

27211593

32418126

3272421181512963

548642

=−

=

=

=

AB

BA

B

A

oI

o

o

  

  

  ست از  او عبارتدهيم  نمايش مي Z  را باحمجموعه اعداد صحي

,...},,,,,,{..., 321123 o−−−= Z  

ZNبسادگي ديده مي شود  ⊆ .  

   صورت ومخرج اعدادابدهيم و اعضاي آن كسرهايي  نمايش ميQ مجموعه اعداد گويا را با    

  . باشند ميصحيح
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1

1
x
 

},,{Q o≠∈= bZba
b

a
 

QQQQ ∈=∈−∈=∈
15

4

1

2
2

2

5 o
o,,,  

  بنابراين . با مخرج يك تبديل كردتوان به يك كسر هر عدد صحيح را مي

QZN ⊆⊆.  

   .آمده است آن لهاي زير در مقاب اعضاي مجموعه.مثال

  },{}))(({ 3
2

1
3

2

1
−==+−∈= oxxQxA  

                                   

φ==+∈=

−==+−∈=

}{

}{}))(({

315

33
2

1

xZxC

xxZxB o
  

  گيريم، بنا به رابطه فيثاغورث  در نظر مي رامربعي به طول واحد

  

  

                                                                      

  

  

211 2222 =⇒+= xx  
  

 كسر باشد، در واقع عددي وجود دارد كه قطر تواند يك نميxتوان ثابت نمود كه به سادگي مي

  اصم ياگنگكه گويا نيستند اعداد  اين نوع اعداد را.مربعي به طول واحد است ولي گويا نيست

  . دهيم نمايش مي'Q و با دهنامي

  . زير گويا هستند اعداد اعشاري .مثال

Q

Q

∈=+=

∈=

oooo

oo
o

1

225

1

25
2252

1

12
12

/

/
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            Q∈=
oooo

o
1

1234
1234/  

Q∈
−

=−=+−=−
oo

o

oo

o

oo
o

1

71

1

71

1

7
171 )(/  

32 عدد .مثال   گنگ است يا گويا؟  /

  دهيم قرار مي .حل

3231

32

/

/

=

=

x

x

o
 

  . كنيمدو معادله بالا را از هم كم ميطرفين 

9

21
219

323231

=⇒=

−=−

xx

xx //o

 

           بنابراين 

Q∈=
9

21
32 /  

كه تعداد اعشار آنها متناهي و يا داراي دوره گردش هاي فوق، اعداد اعشاري مثالبا توجه به 

كه تعداد اعشار آنها نامتناهي و بدون دوره   اعداد اعشاري،ديگراز طرفي .باشندهستند گويا مي

  . باشندت اعداد گنگ ميسگردش ا

  .  اعداد اعشاري زير گنگ هستند.مثال

 

Q

Q

′∈=

′∈

.../

...../

1415923

1224681

π

oo
  

Qe

Q

Q

′∈=

′∈=

′∈=

.../

.../

.../

7182812

997715

4142112
3 o  

 

  : چند نكته

  . عددي گنگ استبا يك عدد گنگ،  جمع يك عدد گويا -1
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a  b 

  . ضرب يك عدد گويا در يك عدد گنگ، عددي گنگ است -2

  .             عددي گنگ استمعكوس يك عدد گنگ،  -3

)(. عددي گنگ استn،كامل نباشد مربع n اگر -4 Nn ∈  

  

QQ

QNQ

′∈′∈

′∈+∈=′∈

π

1
35

254165

,

,,

  

  گنگ  وگويا  تمام اعداد آن اجتماعاعضاي دهيم ومي نشان R مجموعه اعداد حقيقي را با

                                                                             به عبارت ديگر،باشدمي

QQR ′= U  

  باشد، بنابراين عددي حقيقي ميهر عدد گويا،  ،Rبنا به تعريف

RQZN ⊆⊆⊆  

   .هاي زير در مقابل آن آمده است اعضاي مجموعه.مثال

φ==∈=

±==∈=

}{

}{}{

2

22

2

2

xQxB

xRxA
 

) انتگرالمانند حد، مشتق،  (. بيان مي شونديمفاهيم رياضيات عمومي معمولا روي اعداد حقيق

تناظر با يك نقطه روي هر عدد حقيقي، م. از اهميت خاصي برخوردار استلذا اين مجموعه 

  .خط زير است

  

  

  . اين خط را محور اعداد حقيقي مي ناميم

  

   فاصله در اعداد حقيقي-3

             فاصله بسته

}{],[ bxaRxba ≤≤∈=  
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a b 

a b 

a 

b 

             فاصله باز

}{),( bxaRxba <<∈=  

  

  

  

  

          نيمه بازفاصله 

}{),[ bxaRxba <≤∈=  

  

  

  

  

      كرانفاصله بي

}{),[ xaRxa ≤∈=+∞  

  

  

  

  

    كرانفاصله بي

}{),( bxRxb <∈=−∞  

  

  

  

 

),(  اگر.مثال 22−=A،  اعضايA باشد مي2 و -2 تمام اعداد حقيقي بين .  

  

  
2− 2 



 مجموعه اعداد                                                                                      

 

11

 

AA

AAAA

∉+∈−

∉∈−∈∈

2323

2121

,

,,,
  

  

],[گرا.مثال 13−=A و }{ 13 ≤≤−∈= xZxB، مجموعهBمجموعه زيرA است

  )چرا؟( .مساوي نيستAباولي 

−≤o جواب نامعادله .مثال 63xرا به صورت فاصله بنويسيد  .  

  .حل

26363 ≥→≥→≥− xxx o  
  بنابراين

),[ +∞∈ 2x  

  .  عبارت هاي زير را به دست آوريد.مثال

],[),[ )الف      6342 U                                    ب     ( ],[),( 413 −−∞ I  

  ) الفحل

                                            ],[],(],[ 626342 =U  

  

  

  

  

  ) بحل

),[],[),( 31413 −=−−∞ I  

 

 

 

 

  

  

  . هاي زير را به دست آوريد عبارت.مثال

],[],[ )الف       5241 ],( )                                            ب− ′− 21  
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  )حل الف

),[],[],[ 215241 =−  

 

 

  

  

  

  ) بحل

),[),(),[ +∞−−∞=′− 2121 U  

 

 

 

 

 

  ضرب دكارتي حاصل 

   . به صورت زير استBوAدو مجموعه باشند، حاصل ضرب دكارتي  BوAهرگاه 

},|),{( BbAabaBA ∈∈=×  

),( عبارت،در تعريف بالا baو هر زيرمجموعهج مرتب  زو BA× از يك رابطهA به B ناميده 

  .شودمي

},{اگر  .مثال 21=A  و },,{ 13 o−=B داريم   

{ }

{ }),(),,(),,(),,(),,(),,(

),(),,(),,(),,(),,(),,(

2111212313

1223211131

oo

oo

−−=×

−−=×

AB

BA

 

     شود كه در اين مثال ديده مي

ABBA ×≠×  
 عضوي ×mn  مجموعه×BA عضوي باشد، m  مجموعهB عضوي و n مجموعه Aاگر 

  .است

},,,,,{فرض كنيم  .مثال 654321=A و},,,{ 8732=B ، مجموعهBBA ×)( I 

  چند عضو دارد؟ 
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},{ .حل 32=BAI پس BAIعضوي و 2مجموعهB عضوي است4 مجموعه ، 

BBAبنابراين  ×)( I  باشد عضوي مي8مجموعه .  

  

   اي نيوتنبسط دوجمله

  از اتحادها داريم
222 2 yxyxyx ++=+ )(  

32233 33 yxyyxxyx +++=+ )(  

n عددي طبيعي باشد، به طور كلي فرمولي براي nاگر 
yx )( براي بيان اين   وجود دارد،+

  .كنيم ابتدا چند نماد رياضي را تعريف مي،فرمول

  ∑ نماد
  .كنيماز نماد سيگما استفاده ميبراي جمع چند متغير انديس دار 

∑
=

=+++
n

i

in xxxx
1

21 L  

   .مثالهاي زير توجه كنيدبه 

∑
=

=+++
9

1
921

i

ixxxx L  

∑
=

=+++
15

3
1543

i

ixxxx L  

∑
=

=+++
8

82
o

o L
i

ixxxx  

  n! نماد

  . است  زيربه صورت فاكتوريلn  تعريف عددي صحيح ومثبت باشد،nفرض كنيم 

1221 ×××−−= K))((! nnnn  

      مثلاً

    2412344 =×××=!،      61233 11  و   !=××= =!  

  o!=1کنيم تعريف می

  



   فصل اول
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نماد








r

n
    

nr ودي صحيح ومثبت باشنداعدا r وnفرض كنيم   ايدوجمله، ضريب ≥








r

n
به  

   .شود زير تعريف ميصورت

r)!-(n!

!

r

n

r

n
=








  

   مثلاً

o1
353

5

3

5
==









)!-(!

!
    ، 4

141

4

1

4
==









)!-(!

!
1      و

6

66
==









)!-(!

!

ooo
  

  

  يم عددي طبيعي باشد، دارnفرض كنيم 

∑
=

−








=+

n

r

rnrn
yx

r

n
yx

o

)(  

  .آيدبدست مي  اتحاد مربعn=2 به ازاي  مثلاًناميم، مياي نيوتنبسط دوجملهفرمول بالا را 

  

oo

o o
yxyxyxyx

r
yx

r

rr 2112
2

22

2

2

1

222








+








+








=








=+ ∑

=

−
)(  

  

                                             
222 2 xxyyyx ++=+ )(  

 ضريب. مثال
4

x 61 بسط  دررا )( x+بيابيد .  

4گيريم كه شاملنظر مي بسط در اي را درجمله. حل
xباشد .  

     

442 151
2

6
xx =⋅








)(  

 ضريب. مثال
o1

x  822را در بسط )( x+بيابيد .  

o1گيريم كه شاملر مينظ در بسط در اي راجمله. حل
xباشد .  
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ooo 111523 4488568
3

8
2

3

8
xxxx =×=×








=⋅








)()(  

 ضريب. مثال
14

x  524را در بسط
)( xx   . بيابيد−

524در بسط.حل
))(( xx 14گيريم كه شاملنظر مي اي را در جمله+−

xباشد .  

14683224 1
2

5

2

5
xxxxx o−=⋅








−=−⋅








)()(  

  

  

   مجموعه اعداد مختلط-4

++=oمعادله   دردانيممي cbxax
 ريشه حقيقي دارد و اگر معادله باشد،∆≤o اگر ،2

o<∆ ،شوند كه هر در اينجا مجموعه اعدادي معرفي مي. ريشه حقيقي ندارد معادله باشد

o=+12 معادله . باشد وم به صورت بالا ريشه داشتهدرجه دمعادله 
x  ريشه حقيقي ندارد

  .  را بدست آوردxتوانولي مي

111 22 −±=⇒−=⇒=+ xxx o  

12 لذا i=−1دهيم  قرار مي، باشده ميمعادل عدد حقيقي نيست ولي ريشه−1 −=i .  

Ryxفرض كنيم   iyx عبارت  ,∋   قسمت  وx عدد مختلط با قسمت حقيقي يكرا +

iz مثلاً .ناميم ميyموهومي  و قسمت 2حقيقي  عددي مختلط است با قسمت =+32

iz همچنين 3موهومي  45 54 عددي مختلط است با =− =−= xy  مجموعه ،,

  . دهيمنشان مي Cاعداد مختلط را با 

},|{ RyxiyxC ∈+=  

  

CiiCiCi ∈+=∈+=∈+ 447732 oo ,,  

نيز هست  يك عدد مختلط عدد حقيقي هر ر قرار دهيم،اگر قسمت موهومي را برابر با صف

   بنابراين

CRQZN ⊆⊆⊆⊆  
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  مانند اعداد حقيقي استجمع و ضرب اعداد مختلط 

 .

iii

iii

iii

iii

7934432

35432

25372

865432

−=+−+−

−=+−−+

−=−++−

+=+++

)()(

)()(

)()(

  

  

iiiii

iiiiii

512323231

1111123824132 2

+−=+++−=+−−

−=+−=−++=++

))((

)(,))(( o
  

iyxzاگر  iyxzعدد ،  =+   . ناميده مي شودz مزدوج عدد =−

   

iziz

iziz

2323

5454

+=→−=

−=→+=
  

  . كنيممخرج ضرب ميكسر را در مزدوج براي تقسيم دو عدد مختلط، صورت و مخرج 

i
i

ii

ii

i

i

i

i

i

i

8

1

5

8

5

8

4221

6342

21

21

21

32

21

32
−=

−
=

++−

++−
=

−

−
×

+

+
=

+

+
  

  

                                                               i
i

i

i

ii
−=

−
=

−

−
×=

1

11
                    

   o>aاگر .كتهن

iaaa =−×=− 1  

i88 =−  

−+=oريشه هاي معادله  .مثال  422
xx را بيابيد .  

  .حل

1216442 −=−=−=∆ acb  

i
i

a

b
x 31

2

122

2

122

21 +=
+

=
−+

=
∆+−

=  
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i
i

a

b
x 31

2

122

2

122

22 −=
−

=
−−

=
∆−−

=  

iyxاگر    . به صورت زير استz، قدر مطلق  +

22
yxiyxz +=+= ||||  

 مثلاً

5254343 22 ==−+=− )()(|| i  

  

izاگر . مثال 311 iz و =− −=  مقدار 22
21

21 2

zz

zz +
  . را بيابيد 

  .حل

iiiiizz

iiiiizz

71362231

55243122312

21

21

−−=−−−=−−=

−=−+−=−+−=+

))((.

)(
  

 

i
i

ii

ii

i

i

i

i

zz

zz

5

4

5

3

5

43

49771

355355

71

71

71

552

21

21

+=
+

=

++−

+++−
=

+−

+−
×

−−

−
=

+

o

oo

.
 

 

1
25

25

5

4

5

3

5

4

5

32 22

21

21 ==+=+=
+

)()(
.

i
zz

zz
  

  

   تمرين -5

  . هاي زير را مشخص كنيد اعضاي مجموعه-1

}{

}{

3616

834

2 ≤≤∈=

≤+≤∈=

xZxB

xNxA
  

},{ NkkxNxC ∈=∈= 2 
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}))(({ o=−−∈= 5
2

1 2
xxQxD   

}))(({ o=−−∈= 5
2

1 2
xxRxE  

  . را به كسر تبديل كنيد /211 و o/4 اعداد -2

   .يدزير را به دست آور عبارت هاي -3

),(,],(],(

],(],[,],[),[

],[],(,],(),(

44425

2141241

442142

−−∞

−−−

+∞−−∞−

IU

oU

II

N

  

)(4 ايبسط دوجمله -4 yx   . را بيابيد+

3 ضريب -5
y 61 را در بسط)( −y بيابيد.  

61 را در بسط x ضريب -6 )(
x

x   .بيابيد +

izاگر -7 211 izو    =− 322   . محاسبات زير را انجام دهيد،=+

21) الف 32 zz   21zz) ب                                    −+

21) پ 2ziz ) ت                                       −
2

1

z

z
  

  .  ساده كنيد-8

75 )الف 326 +− ii                       ب (
))(( ii

i

211

2

+−

+
  

  .  ريشه هاي معادلات زير را بيابيد-9

o

o

=++

=+−

xxx

xx

23

2 232
 

},,{},,{ اگر   -10 543832 == AوB،     يك رابطه از A    بـه B      عـضوي   6 بنويـسيد كـه 

  . باشد

}|{ اگر -11 ixNxAi 324 مجموعه ،=∋≥ AAA ×−     چند عضو دارد؟ )(



  

  

  

  

  

  

  

  

  فصل دوم

  آشنايي با توابع

  

 تغيير يكي از ايـن دو باعـث تغييـر ديگـري             ،هرگاه بين دو متغير ارتباط وجود داشته باشد            

 ، باشـد  rاياگر شعاع دايـره   مثلاً  .  اين ارتباط در بسياري از موارد با تابع بيان مي شود           ،شودمي

2مساحت آن از رابطه   
rs π= در اين مثال با تغيير شعاع، مساحت دايره تغييـر        .آيدمي بدست

  . استآنكند و مساحت دايره تابعي از شعاع مي

   تعريف تابع -1

Axطوريكه هر به ،است B بهA يك رابطه از ،B به مجموعه Aاز مجموعه  fيك تابع  ∈ 

Byحداكثر با يك     BAf در رابطه است و آن را بـا علامـت            ∋ BA يـا    :→
f

→ 

  . دهيمنشان مي
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xfy)(علامت    در رابطـه اسـت      yبـا عـضو      fابع   تحـت ت ـ   x به اين معناست كه عـضو        =

  . معمولا توابع داراي ضابطه هستند

RRf تابع .مثال 12 با ضابطه :→
−= xxf    داريم ، داده شده است)(

oo =−=−= )(,)(,)( 1321 fff  

RRfهر تابعي به صـورت       .تعريف  ـ     :→  در ايـن كتـاب، توابـع        ( ام دارد  تـابع حقيقـي ن

   ).شوندحقيقي فرض مي

xfy)( هرگاه   .تعريف  و مجموعـه    fدامنـه  را   x يك تابع باشـد، مجموعـه تغييـرات          =

  . دهيمنشان مي fRو  fDترتيب با علامتناميم و به  ميfبرد را yتغييرات

12دامنه تابع .مثال −= xxf   . را تعيين كنيد)(

  .  بايد زير راديكال مثبت باشد.حل

 

),[ +∞=
2

1
fD  

 دامنه تابع .مثال
1

1
2

2

−

+
=

x

x
xf   . را بيابيد)(

  . رج كسر مخالف صفر باشدخم بايد .حل

}{ 1

112

±−=

±=→=−

RD

xx

f

o
 

 دامنه تابع .مثال
42

1

−

−
=

x

x
xg   . را بيابيد)(

   . بايد زير راديكال مثبت باشد.حل

o≥
−

−

42

1

x

x
  

   .كنيمكسر را تعيين علامت مي

242

11

=→=−

=→=−

xx

xx

o

o
 

  

2

1
1212 ≥→≥→≥− xxx o
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            2             1  
-  -  +  

x  

x−1  

+  -  -  42 −x  
  -   ج+  -

42

1

−

−

x

x
  

  

  بنابراين

),[ 21=gD  

34 برد تابع .مثال
+= xxf        .  را تعيين كنيد)(

34دهيم قرار مي   .حل
+= xy   

33344
≥→≥+→≥ yxx o  

   بنابراين، مي باشدy مجموعه تغييرات ،برد

),[ +∞= 3fR  

62 دامنه تابع .مثال
−+= xxxf   . را بيابيد)(

  .حل

o≥−+ 62
xx 

 





−=

=
→=+−=−+

3

2
3262

x

x
xxxx o))((  

 

  

            2           3−   x  
62  ج+  -  ج+

+− xx  
  

 

 

),[],( +∞−−∞= 23 UfD  
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y

x
 

2
xxf =)(

  نمودار توابع 

صفحه مختصات از دو محور اعداد حقيقي تشكيل شده است كه بر هم عمود هستند و هـر زوج                   

),(مرتب  baباشدا يك نقطه در صفحه مي متناظر ب .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xfy)( نمــودار تــابع .تعريــف   نقــاطي در صــفحه اســت كــه مختــصات آن در معادلــه =

)(xfy   . صدق كند=

   . نمودار چند تابع در زير آمده است.مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

x
 

y  

xxf =)(

 

y

 

x

b

a 

),( ba
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y

x

3
xxf =)( xxf =)( 

x

y

y

x

3 xxf =)(
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y 

x 

  تابع نيست،نمودار
  تابع است،نمودار

x 

y 

   تابع f، را در يك نقطه قطع كندfها، حداكثر نمودارyموازي محور اگر هر خط .توجه

  . است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  اعمال روي توابع 

   .دنشته باش يكسان داه هرگاه دامنه و ضابط، مساوي استg با fتابع 

نشان دهيدتوابع .مثال
1

1
2

4

+

−
=

x

x
xf 12  و   )(

−= xxg   . مساوي هستند)(

                 داريم .حل

gf DD =  

)(
))((

)( xgx
x

xx

x

x
xf =−=

+

−+
=

+

−
= 1

1

11

1

1 2
2

22

2

4

  

  .   مساوي استg با تابع fبنابراين تابع

 تابع .لمثا
1

12

+

−
=

x

x
xf =−1 با تابع )( xxg   ) چرا؟. ( مساوي نيست)(

هاي آنها را با هـم       ضابطه ، براي جمع، ضرب و تقسيم آنها      ،دو تابع حقيقي باشند    g و fگاههر

  . كنيمبه ترتيب، جمع، ضرب يا تقسيم مي

   .شود صورت تعريف ميدين مي ناميم و بتابع مركبرا g با fيب تابعترك   

))(()( xgfxgf =ο  
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 اگر .مثال
4

1

+
=

x
xf =+3 و )( xxg   .  موارد زير را بيابيد)(

)(,)(,)( xffxfgxgf οοο  

  .حل

4
4

1
1

3
4

1
3

43

1

4

1

+
+

==

+
+

=+==

++
=

+
==

x

xffxff

x
xfxfgxfg

xxg
xgfxgf

))(()(

)())(()(

)(
))(()(

ο

ο

ο

  

)()(      شوددر اين مثال ملاحظه مي xfgxgf οο ≠  

  

   تابع زوج و فرد و تابع معكوس-2

xfy)(تابع  fDxxناميم، هرگاه  را زوج مي= )()( و   ,−∋ xfxf =−  

xfy)(تابع  fDxxناميم، هرگاه  را فرد مي= )()( و    ,−∋ xfxf −=−  

  .  زوج يا فرد بودن توابع زير را بررسي كنيد.مثال

1
1 23

4

2

++==
+

= xxxhxxg
x

x
xf )(,)(,)(  

    .حل

)(        زوج       
)(

)(
)( xf

x

x

x

x
xf =

+
=

−

+−
=−

4

2

4

2 11
  

)()()(       فرد              xgxxxg −=−=−=−
33  

  

          هيچ كدام




−
≠+−=+−+−=−

)(

)(
)()()(

xh

xh
xxxxxh 11 22  
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 تابع زوج

x 

y 

y 

x 

 تابع فرد

fيک به يک است gبه يک نيست يک  

ها متقارن و نمودار تابع فرد نسبت به مبدأ مختصات y نسبت به محور ، نمودار تابع زوج.نكته

  . متقارن است

                           

  

  

 
 
 
 

  

  

  

  

  تابع معكوس 

xfy)(تابع   fRy هرگاه بـراي هـر       ،ناميم را يك به يك مي     = fDx دقيقـاً يـك      ∋ ∈ 

xfy)( به طوري كه،باشد =   

  

  

  

  

  

  

  

  

 تابع f ،كند را حداكثر در يك نقطه قطعf نمودار تابع ،هاx اگر هر خط موازي محور .نكته

  . يك به يك است

  

  



 آشنايي با توابع                                                                                

 

27

 

y 

x 

 تا بع يک به يک نيست

y 

x 

 تا بع يک به يک است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xfy)(نيم  فرض ك.تعريف  تابعي مانند ،f تابعي يك به يك باشد، معكوس تابع =
1−

f است كه ضابطه آن به صورت زير است   

abfbaf =⇔=
− )()(1  

32اگر مثلاً  =)(f231 ،بنا به تعريف
=

−
)(f،گر نقطه  يعني ا),(  f روي نمودار32

),(  نقطه،باشد −1 روي نمودار23
fاست  .  

−1، حذف شودf در تعريف بالا اگر شرط يك به يك بودن.تذكر
f لزوماً تابع نيست.  

  

  چند خاصيت

  . شود در تابع معكوس جاي دامنه و برد عوض مي-1







=

=

−

−

ff

ff

DR

RD

1

1

 

   .شود ميx ، معكوس خودشبا  تركيب هر تابع-2







=

=

−

−

xxff

xxff

)(

)(

ο

ο

1

1
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y

 

x
 

)(xfy
1−

= 

)(xfy = 

−1و   f نمودار تابع -3
fخط (سبت به نيمساز ربع اول و سوم نxy   . متقارن است) =

  

  

       

  

  

  

  

  

    

  

  

)},(,),(,),{( اگر.مثال 875232 −−=f 1 تابع−
f بيابيد را.  

−1 بنا به تعريف .حل
fداريم   

)},(,),(,),{( 7825231
−−=

−
f  

−1براي تعيين ضابطه
fاز ضابطه fهاي زير توجه نماييد به مثال،كنيم استفاده مي .  

43 معكوس تابع .مثال += xxf   .  را بيابيد)(

43 قرار مي دهيم .حل += xy سپس ،x را برحسب yبه دست مي آوريم .  

3

4

3

1
4343 −=→−=→+= yxyxxy  

  آيد به دست ميy با xبا تعويض اكنون 

3

4

3

1
−= xy  

−1ضابطه 
f  برابر است با   

3

4

3

11
−=

−
xxf )(  
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 معكوس تابع .مثال
x

x
xf

1+
  .  را بيابيد)(=

      قرار مي دهيم.حل
x

x
y

1+
=   

1
1

+=→
+

= xyx
x

x
y  

1

1

111

−
=

=−→=−

y
x

yxxyx )(

  

  آيد  به دست ميy با xبا تعويض 

1

1

−
=

x
y  

−1ضابطه 
f  برابر است با   

1

11

−
=

−

x
xf )(  

)()( معكوس تابع .مثال o≥+= xxxf   .  را بيابيد42

42دهيم      قرار مي.حل
+= xy        

44 22
−=→+= yxxy  

  

44 −=→−±=
≥

yxyx
x o  

           داريم y با xبا تعويض 

4−= xy  

  بنابراين

41
−=

−
xxf )(  

)(معكوس تابع .مثال 1322
≥+−= xxxy، 3 تابع−= xyرا با كدام طول قطع   

  كند؟مي
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=−3عكوس تابع م.حل xyآوريم را بدست مي .  

33 +=→−= yxxy  

      داريم yبا xبا تعويض 
3+= xy 

=+3نقاط برخورد  xy و )( 1322
≥+−= xxxyيابيم را مي.   

3322
+=+− xxx  





=

=
→=−

3
32

x

x
xx

o
o  

),(نقطه .قابل قبول است x=3فقط  ،x≤1بنا به شرط   نقطه برخورد 63

322
+−= xxy 3 و معكوس تابع−= xyبنابراين برخورد معكوس تابع ، است 

)( 1322
≥+−= xxxy  3 و تابع−= xy در نقطه ),(   . است x=6 با طول 36

  

              در صفحه  و دايره معادلات خط-3

bmxyرابطه   و ) ضريب زاويه خط( خط  را شيبm ،يك خط در صفحه است معادله =+

bناميم را عرض از مبدأ خط مي.  

),(),(هرگاه دو نقطه از خط مانند  1122 yxAوyxBشيب و معادله ، معلوم باشند 

   .خط به صورت زير است

12

12

xx

yy
m

−

−
)(      و    = 11 xxmyy −=−  

),( معادله خطي را بيابيد كه دو نقطه آن .مثال 32 −A و ),( 21Bاست  .  

   بنا به فرمول.حل

5
12

23

12

12 −=
−

−−
=

−

−
=

xx

yy
m  

)()(

)(

253
11

−−=−−

−=−

xy

xxmyy
  

o153 +−=+ xy  

75 +−= xy  
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21 هستند، هرگاه     دو خط با هم موازي     .قضيه mm  هرگـاه  ، و دو خط برهم عمـود هـستند   =

121 −=⋅ mm   

),( معادلـــه خطـــي را بيابيـــد كـــه از نقطـــه.مثـــال o2Aكنـــد و بـــا خـــط  عبـــور مـــي

142 =+− yxموازي است .  

  يابيمابتدا شيب خط را مي.حل

124142 +=→=+− xyyx  

4

1

2

1
+= xy  

2

1
21 == mm  

.معادله خط به صورت زير است  

1
2

1

2
2

1
11

−=

−=−

−=−

xy

xy

xxmyy

)(

)(

o  

),( معادله خطي را بيابيد كه از نقطه     .مثال 21−A32كند و بـر خـط    عبور مي +−= xy 

  . عمود است

   .يابيم ابتدا شيب خط را مي.حل

121 −=⋅ mm  

2

1
12 22 =→−=− mm  

.معادله خط به صورت زير است  

)( 121 xxmyy −=−  

)( 1
2

1
2 +=− xy  

2

5

2

1
+= xy  

12نقطه برخورد دو خط . مثال += xy25 و −= xyرا تعيين كنيد .    
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yyاز تساوي .حل   داريم =

1332512 =→−=−→−=+ xxxx  

),(ين نقطه برخورد اين دو خط ا،بنابرy=3 داريمx=1به ازاي  31Aباشد مي .  

12نقطه برخورد دو خط . مثال =− yx33 و =− xyرا تعيين كنيد .  

   داريم .حل

1212 −=→=− xyyx  

1
3

33 +=→=−
x

yxy  

yyاز تساوي      داريم=

5
62

3

5
1

3
12 =→=→+=− xx

x
x  

به ازاي 
5
6=xداريم 

5
7=y، ين نقطه برخورد اين دو خط ابنابر),(

5
7

5
6Aباشد مي .  

),( را طوري بيابيد كه سه نقطهtمقدار.مثال 21A  ، ),( 43B و ),( tC  روي يك خط 4

  .راست باشند

 C  وAاز نقاط كند با شيب خطي كه عبور مي B  وAبايد شيب خطي كه از نقاط .حل

  .مساوي باشد كندعبور مي

1
31

42
=

−

−
=ABm  و  

41

2

−

−
=

t
mAC  

5
41

2
1 =→

−

−
=→= t

t
mm ACAB  

12 نمودار تابع .مثال += xxf   .  را رسم كنيد)(

12 دو نقطه دلخواه خط .حل += xyآوريم را بدست مي .  

),(,),( 31
3

1
1

1
B

y

x
A

y

x
→





=

=
→





=

=
o

o
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y

 

x
 

12 += xy

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    تابع




<+−

≥+
=

13

112

xx

xx
xf

,

,
 مقـدار   ،x≤1اي است كـه بـه ازاي        تابعي دوضابطه   )(

f  1از ضابطه اول و به ازاي<x،مقدار f گردداز ضابطه دوم محاسبه مي .  

  

21352 === )(,)(,)( fff o  

  . شود ناميده ميfنقطه مرزي تابع،  x=1نقطه 

  

     نمودار تابع.مثال




<+−

≥−
=

142

112

xx

xx
xf

,

,
  .  را رسم كنيد)(

   . كنيمرسم مي مختصات دو ضابطه را در يك دستگاه.حل

),(,),(,

),(,),(,

421421

3211121

oBAxyx

BAxyx

+−=→<

−=→≥
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y

  

x
 

by =

 

b 

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .  مرزي در هر ضابطه تعيين شودهنقطمقدار  بايد ،اي در رسم توابع چند ضابطه.تذكر

  .دو حالت خاص

byنمودار )الف   . كند قطع ميbها را درنقطهyها كه محورxموازي محور خطي است،=

  

  

  

  

  

  

  

  

  

bxfyتـوان بـه عنـوان تـابع ثابـت           را مي bهر عدد حقيقي   == مـثلاً  .  در نظـر گرفـت     )(

2=)(xfصورت استدين تابعي ثابت است و نمودار آن ب .  

23221 =−== )(,)(,)( fff o  

x 

y 

4
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x 

y  

ax =

a

x 

y  

3=x 

3

y  

x 

2=y2

 

  

  

  

  

  

  

  

  

axودارنم)  ب   . كند قطع ميaها را در نقطهx ها كه محورyخطي است موازي محور،=

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . به صورت زير استx=3ط  خ نموداربه طور مثال
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y

x

r

b

a 

  معادله دايره 

),( به مركز ايدايره baC و شعاع rگيريم را در نظر مي.  

  

  

  

  

  

  

  

  

   

  

  

   

   اين دايره برابر است بامعادله
222

rbyax =−+− )()(  

  اي را بيابيد كهمعادله دايره.مثال

),(مركز آن  )الف 42Cباشد3آن   و شعاع .  

),( مركز آن )ب 2−oCباشد4آن   و شعاع .  

   دايره بنا به فرمول)حل الف
222 342 =−+− )()( yx  

942 22
=−+− )()( yx  

   دايرهبنا به فرمول )بحل 
222 42 =++− )()( yx o  

       162 22
=++ )(yx  

41 مركز و شعاع دايره .مثال 22
=+− yx   .آن را رسم كنيد  را بيابيد و)(

),( بنا به فرمول، مركز دايره.حل o1C 2و شعاع آن=rاست .  
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31−

y

x
1 

41 22
=+− yx )( 

2

1−

y

x

121 22
=−++ )()( yx 

  

  

  

  

  

      

      

  

  

  

  

++−+=o مركز و شعاع دايره .مثال 44222
yxyxرا بيابيد وآن را رسم كنيد .  

  .كنيم را به فرم معادله دايره تبديل ميبا استفاده از اتحاد مربع، معادله.حل

o=+−++ 44222
yxyx  

o=+−++ )( 442 22
yyxx  

o=+−+−++ )()( 44112 22
yyxx  

121 22
=−++ )()( yx  

),(ركز و شعاع دايره به ترتيب  م 21−C  1 و=rاست .  
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=+1 نقاط برخورد خط .مثال xyواحد به مركز  و دايره ),( ooCرا بيابيد .  

),(مركز و شعاع اين دايره به ترتيب  .حل ooC1  و=r است و  معادله آن برابر است با  

122
=+ yx  

  .دهيم را قرار ميx+1بارت ع ،yدر معادله دايره بجاي 

11
1

1 22
22

=++⇒




+=

=+
)(xx

xy

yx
  





−=

=
→=+→=+++

1
22112 222

x

x
xxxxx

o
o  

),( 1oA و  ),( o1−B دايره هستند نقاط برخورد خط و.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فاصله نقطه از خط 

  هـر  تـوان معادلـه    بين نقطه و خط است، مـي       پاره خط ، كوتاهترين   فاصله يك نقطه از يك خط     

++=oخط را به صورت      CByAx  فاصله نقطـه     ،در اين حالت  .  تبديل كرد ),( oo yx 

++=oتا خط  CByAx آيدبا فرمول زير بدست مي .  

22
BA

CByAx
d

+

++±
=

)( oo  

  . همواره مثبت شودdي طوري است كه مقدار انتخاب بين مثبت و منف

  

B

A

1

y

x
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),(  فاصله نقطه.مثال 23M خط  از o=−+ 324 yxرا بيابيد .  

  C=−3  و  A، 2=B=4 داريم   .حل

o2

13

24

32234
22

=
+

−+±
=

))()((
d  

  

   چند خاصيت رسم نمودارها-4

cxfy براي رسم نمودار   -1 += )( بـه سـمت بـالا        cرا به انـدازه       f، نمودار   )( o>c   يـا 

)(پايين  o<cدهيم انتقال مي .  

)( براي رسم نمودار     -2 cxfy )(مت راسـت     به س  c را به اندازه      f نمودار   ،=− o>c   يـا 

)(چپ  o<cدهيم انتقال مي .  

xfy)( براي رسم نمودار -3   . كنيمها رسم ميxرا نسبت به محور f، قرينه نمودار=−

)( براي رسم نمودار -4 xfy   . كنيم ها رسم ميy را نسبت به محورf، قرينه نمودار=−

  . اند چند تابع با استفاده از اين خواص رسم شده.مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

y 

x 

xy =

y 

x 

2

2+= xy

⇒ 
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y 

x 

2
xy =

y 

x 

xy=

 

x 

y 

xy −=

⇒ 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

y 

x 

1

21)( −= xy

⇒ 

y 

x 

2
xy =

y 

x 

2
xy −=

⇒
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   تمرين -5

  .  دامنه توابع زير را بيابيد-1

13) الف 24
+−= xxxf    )ت         )(

1

1

−

−
=

x
xg )(  

) ب
3

1

x

x
xf

−
    ) ث          )(=

3

42

+

−
=

x

x
xg )(  

) پ
13

4

+−

+
=

x

x
xf 32) ج          )(

−+−= xxxg )(  

  .  برد توابع زير را بيابيد-2

4

1
32

+
=−=

x
xgxxf )(,)(  

3 اگـر  -3 4+= xxf 12 و )(
−= xxg  را ggο  وgfο ، fgο توابـع مركـب  )(

  . بيابيد

xxxf اگر -4 43 2
 و )(=+

x

x
xg

1+
  .  را بيابيد1gfο)( مقدار ،)(=

   با هم مساوي هستند؟g و f در كداميك از موارد زير دو تابع -5

)) الف )22
xxgxxf == )(,)(  

) ب
12

24
2

+

+
==

x

xx
xgxxf )(,)(  

  .  زوج يا فرد بودن توابع زير را بررسي كنيد-6

3
2

1

1
4

3
2

+
==+

+
=

x

x
xhxxg

x
xf )(,)(,)(  

  .  معكوس توابع زير را بيابيد-7

1

12
114 3

+

−
=−=+=

x

x
xhxxgxxf )(,)(,)(  

)(، با معكوس خود برابر باشدf اگر تابع-8 1−
= ffنمودار f  چه ويژگي دارد؟  

47 اگر -9 +−= xxf xxgf را طوري بيابيد كه xg)(تابع ، )( =)(ο   
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),( معادله خطي را بيابيد كه از نقطه    -10 32A    عبور كنـد و بـا خـط o=++− 142 yx 

  .موازي باشد

),( معادله خطي را بيابيد كه از نقطه         -11 1−oA         عبور كند و بـر خـط o=+− 263 yx 

  . عمود باشد

42 دو خط -12 =− yx13  و += xyم برخورد دارند؟اي با ه در چه نقطه  

  . ابع زير را رسم كنيدو نمودار ت-13

123 −=+−= xxgxxf )(,)(  

1 نمودار خط -14
32

=+
yx

  .  را رسم كنيد

  .  نمودار توابع زير را رسم كنيد-15





<

≥−
=





<+

≥+−
=

o

o

x

xx
xg

xx

xx
xf

3

12

23

242
)(,)(  

),(اي را بيابيد كه مركز آن  معادله دايره-16 41Cباشد2ع آن  و شعا .  

532 شعاع دايره  مركز و-17 22
=−++ )()( yxرا بيابيد.  

123فاصله مبدأ مختصات با خط -18 =+ yxچقدر است؟   

13خط  فاصله-19 =− yx با مركز دايره o=+−+ 5622
yyx را بيابيد.  

  . ر را رسم كنيد نمودار توابع زي-20
32 13 )(,, +=−=+= xyxyxy  

421 2
−=+−= xyxy ,)(  

),(),( اگر   -21 3241 AوB  AB معادله خط عمود منصف پاره خـط         ، دو نقطه باشند   −

  . را بيابيد

),(),( اگر   .راهنمايي 1122 yxAوyxB   مختصات وسط پـاره خـط        ، دو نقطه باشند AB 

),(برابر است با 
22

2121 yyxx
M

++
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 يا

   تابع قدرمطلق و جزء صحيح-6

  .اي با تعريف زير است يك تابع دوضابطهxقدر مطلق 





<−

≥
=

o

o

xx

xx
x  

   مثلاً

5544 =−= ,  

xxfنمودار تابع . مثال   .رسم شده است در زير )(=

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2 .توجه
xx =  

  xچند خاصيت 

o

o

>≤≤−⇔≤

>±=⇔=

aaxaax

aaxax

,

,
  

o>−<>⇔> aaxaxax ,  

                                             

xx

yxyx

=−

±≤±
  

                                                 

xyyx

xxx

−=−

==
222

               

x 

y 

xy =
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x 

y 

1

2−
 

22 −= xy 

23 دامنه تابع .مثال −−= xxf   .  را بيابيد)(

  . بايد زير راديكال مثبت باشد.حل

51323

3223

≤≤−→≤−≤−

≤−→≥−−

xx

xx o
  

],[ 51−=fD  

 دامنه تابع .مثال
3

4

−

+
=

x

x
xf   . را بيابيد)(

  . بايد مخرج كسر مخالف صفر باشد.حل

333 ±=→=→=− xxx o  

}{ 3±−= RD f  

xfy)(براي رسم نمودار تابع    xfy)( نمـودار  ،=  و سـپس قـسمتي از       رده را رسـم ك ـ    =

  . كنيمها رسم مي xها قرار دارد حذف و قرينه آن را نسبت به محور  xنمودار كه زير محور

22 نمودار .مثال −= xyرا رسم كنيد  .  

22 ابتدا نمودار .حل −= xyكنيم  را رسم مي  

                                                          ),(,),( oo 12 BA −  
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y 

x 

1 

2 

22 −= xy

  . شودها رسم ميxها را حذف و قرينه آن نسبت به محور xقسمت زير محور 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  تابع جزء صحيح

  .شوددهيم وبه صورت زير تعريف مي  نشان ميx][ را با علامت xجزء صحيح 

Znnxnnx ∈+<≤⇔= ,][ 1  

  مثلاً

23113

3834483

4833383

<≤⇔=

−<−≤−⇔−=−

<≤⇔=

][

/]/[

/]/[

 

 

)(][نمودار تابع  xxf ],[ روي فاصله =   ) ايبه صورت پله(  از چند پاره خط موازي−22

  . تشكيل شده است
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  x][چند خاصيت 

Znnn

Znnxnx

∈=

∈+=+

,][

,][][
  

                      xxx ≤<− ][1  

 دامنه تابع .مثال
41

1

−+
=

][
)(

x
xfرا بيابيد  .  

  . آوريمهاي مخرج را بدست مي ريشه.حل

oo =−+→=−+ 4141 ][][ xx  

433 <≤→=→ xx][  

),[ 43−= RD f  

  

   توابع نمايي  و لگاريتمي-7

xهر تابع به صورت
axf  )a≠1 وo>a(.ناميممي a  را يك تابع نمايي با پايه)(=

RD f =  
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y 

x 

x
y 2= 

1 

2= xy

xچند خاصيت 
a   

1

1

=

=

=

=

=⋅

−

−

+

o
a

a
a

aa

a
a

a

aaa

x

x

xyyx

yx

y

x

yxyx

)(  

x تابع .مثال
xf   .  است2 يك تابع نمايي با پايه )(=2

4

1
221221 2

==−===
−)(,)(,)( fff

o
o  

xنمودار 
xf 2=)(  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 عدد ثابـت    ،يا محاسبه سود سرمايه   ،ها مانند رشد جمعيت، ميزان تغيير دما      در بسياري از پديده   

eگرددظاهر مي.eعددي گنگ است و تقريبا برابر است با   

                        71822 /≅e )     eنامند را عدد نپر مي(.  
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x 

y 

x
ey = 

1 

xنمودار 
exf =)(  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  تابع لگاريتم

xمعكوس تابع   
a    را با xalog  دهيم و آن را لگاريتم       نشان ميx  در پايه a بـه   ،خوانيممي 

x عبارت ديگر، اگر
axf xxfآنگاه   ، باشد)(= alog)( =

−1.  

   بنا به تعريف داريم 

tssa a
t

=⇔= log  

  مثلاً

o

ooooo

o

o

=⇔=

−=







⇔=

=⇔=

=⇔=

−

11

2
9

1

9

1
3

2111

3882

3
2

1
2

2
3

aa log

log

log

log

 

xxfدامنه تابع  alog)( log),(           .  اعداد مثبت است= +∞= oD  
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y 

x 

xy ln= 

1

x 

y 

xy 2log= 

1

xxf نمودار 2log)( =  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . دهيمنشان مي lnناميم و با علامت را لگاريتم طبيعي ميeلگاريتم در پايه 

)ln(log xxe =  

)()ln(دامنه تابع  xxf ln),(. داد مثبت است اع= +∞= oD  

 

)()ln(نمودار  xxf =  
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)()ln( دامنه تابع .مثال xxf 24   .  را بيابيد=−

  .مثبت باشدln بايد داخل تابع .حل

22424 <→>→>− xxx o  

),( 2−∞=fD  

 دامنه تابع .مثال








+

−
=

2

1

x

x
xf ln)(را بيابيد  .    

  .مثبت باشدln بايد داخل تابع .حل

o>
+

−

2

1

x

x
  

  . كسر را تعيين علامت مي كنيم

22

11

−=→=+

=→=−

xx

xx

o

o
  

  

             1            2−  
-  +  +  

x  

x−1  

+  +  -  2+x  
  -  ج+   -

2

1

+

−

x

x
  

  

  بنابراين

),( 12−=fD  

  

  ).نيز برقرار هستندlnاين خواص براي ( xalogچند خاصيت 

yx
y

x

yxyx

aaa

aaa

logloglog

loglog)(log

−=








+=⋅

  

xrx a
r

a log)(log =  
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)(,

)(ln,)(log

lnlog
xexa

xexa

xx

xx
a

a ==

==
  

                      x
m

x aa
m loglog

1
=  

                                     

1

1

=

=

aa

a

log

log o
          

  . هاي زير را بدست آوريد لگاريتم.مثال

)(log,)(log,log,log 84
25

1
8 64

3
252 








  

  مكنياز خواص لگاريتم استفاده مي .حل

2

1
1

2

1
8

2

1
88

3

1
1

3

1
4

3

1
44

2125251
25

1

3132328

8864

4
3

1

4
3

4

5
2

555

2
3

22

2 =×===

=×==













=

−=×−=−=−=








=×===

)(log)(log)(log

loglog)(log

log)(log)(loglog

log)(loglog

o

 

  . است xo1log به معناي xlog.تذكر

 دامنه تابع .مثال








−
=

x
xf

1
log)(را بيابيد .  

  .  داخل لگاريتم بايد مثبت باشد.حل

oo <→>
−

x
x

1
  

),( o−∞=fD  

)()log( دامنه تابع .مثال 216 xxf   . را بيابيد=−

  .  داخل لگاريتم بايد مثبت باشد.حل



 فصل دوم

 

52

 

1616 22
<→>− xx o  

),( 4444 −∈→<<−→ xx  

  . از طرفي داخل راديكال نيز بايد مثبت باشد

o≥− )log(
216 x  

116116 22
≥−→=≥− xx log)log( o  

],[ 15151515152
−∈→≤≤−→≤ xxx  

  بنابراين

],[],[),( 1515151544 −=−−= IfD  

  

   رشد نمايي -8

 ، متناسب با آن كميت در واحد زمان باشد        ، نسبت به زمان   Aهرگاه آهنگ تغيير كميتي مانند      

A    برحسب زمان به صورت  kt
cetA  c نـرخ رشـد و       kزمان،t،در اين تابع  . باشد مي )(=

  . ناميم را تابع رشد نمايي ميtA)( .است o=t در لحظه Aمقدار 

  

  رشد جمعيت 

ت اين شهر   اگر جمعي .  آهنگ افزايش جمعيت شهري، متناسب با جمعيت اين شهر است          .مثال

 1388 بـوده باشـد، در سـال         %3هزار نفـر و نـرخ رشـد جمعيـت         دويست  ،  1383در سال   

  ؟ه استديجمعيت به چه تعدادي رس

  .  زمان برحسب سال استt  وooooo2=cوk=%3 .حل
t

etA
32 oo

ooooo
/)( =  

   . است1388 تا1383 سال فاصله 5

23236625 53
==

×oo
ooooo

/)( eA  

  . نفر بوده است 232366حدود 1388جمعيت اين شهر در سال 

 ايـن جمعيـت پـس از        ،باشـد %2توسـط    اگر نرخ افزايش جمعيت كـشوري بـه طـور م           .مثال

o5شود؟سال تقريبا چند برابر مي  

  .  برحسب سال استt و k=%2 .حل
t

cetA
2oo /)( =  
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1525 ceceAcA ===
× ooo

oo
/)(,)(  

712
5

/
)(

)(
≅== e

c

ce

A

A

o

o
 

712ور در اين مدت جمعيت اين كش   . شود برابر مي/

  

  سود پيوسته 

هرگاه به مبلغ سپرده گذاري شده در هر لحظه سود تعلق گيرد، سود به طور پيوسـته محاسـبه                  

توان نشان داد افزايش سپرده متناسـب بـا مبلـغ سـپرده در واحـد                در اين حالت مي   . شده است 

  . زمان است

 سرمايه گـذاري    %5 سال با سود پيوسته سالانه       سهدلار را به مدت     ار  هز شخصي مبلغ    .مثال

  ؟ سال چقدر است3 موجودي وي در پايان ،كرده است

  .  برحسب سال است زمانtو ooo1=c و k=%5 .حل
t

etA
51 oo

ooo
/

)( =  

   داريمt=3در

116113 35
==

×oo
ooo

/
)( eA  

  .  دلار است1161موجودي اين شخص در پايان سه سال حدود 

سود سالانه در اين ده سـال  . بر شده است برا4 سال o1 مبلغي با سود پيوسته در مدت      .مثال

  چه مقدار بوده است؟

  . زمان برحسب سال باشدt سود سالانه و k فرض كنيم .حل
kt

cetA =)(  

k
ceAcA

o
oo

11 == )(,)(  

  بنا به فرض 

4

4

41

1

1

=

=

=

k

k

e

cce

AA

o

o

oo )()(

 

    lnبنا به تعريف
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1− 1

14
1

4
14 /

ln
ln o

o
o ==→= kk  

  .بوده استo/14 سود سالانه حدود

  

   توابع مثلثاتي-9

 π درجه معادل با o18كنند، هر اندازه زاويه را معمولاً برحسب واحد درجه يا راديان بيان مي          

≡πراديان . (راديان است
o
o18(  

   )اي به شعاع يكدايره(.شوندروي دايره واحد تعريف ميxcos و xsin توابع 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   .ورت زير هستند به صxcos و xsin  چهار تابع مثلثاتي ديگر برحسب

x
x

x
x

x

x
x

x

x
x

sin
csc,

cos
sec,

sin

cos
cot,

cos

sin
tan

11
====  

   داريم xcos و xsin بنا به تعريف

11

11

≤≤−

≤≤−

x

x

cos

sin
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هاي ساعت و زاويه منفي در جهت عقربه هاي سـاعت            زاويه مثبت در جهت عكس عقربه      .تذكر

  . شوداندازه گيري مي

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .ثلثاتي روي مثلث قائم الزاويه به صورت زير استمقادير م

  

  

  

  

  

  

 

 

 

a

b
x

b

a
x

c

b
x

c

a
x ==== cot,tan,cos,sin  
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y

 

x
 

  .مقادير مثلثاتي چند زاويه در جدول آمده است

  

π2  
2

3π
 π  

2

π
 

3

π
 

4

π
 

6

π
 o  x 

o  1-  o  1 
2

3
 

2

2
 

2

1
 o  sinx 

1 o  -1 o  2

1
 

2

2
 

2

3
 1 cosx 

o  ∞  o  ∞  3  1  
3

3
  o  tanx 

∞  o  ∞  o  
3

3
  1  3  ∞  cotx 

  

   شيب اين خط برابر است با ، ها باشدx زاويه بين يك خط و محورθ اگر .توجه

θtan=m  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

),(  معادله خطي را بيابيد كه از نقطه       .مثال 21A  با محـور    در ناحيه اول   كند و  عبور مي x  هـا 

  . سازددرجه ميo45زاويه 
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y 

x 

2
π

2
3π

 

π2π

xy sin= 

145                                  داريم.حل == )tan( o
m  

)( oo xxmyy −=−  

)( 112 −=− xy  

1+= xy  

),(معادله خطي را بيابيد كه از نقطه         .مثال o2 A  با محور     و در ناحيه اول    كند عبور مي x  هـا  

زاويه 
3

π
  . سازد راديان مي

   داريم .حل

3
3

== )tan(
π

m  

)( oo xxmyy −=−  

)( 23 −=− xy o  

323 −= xy  

  

  دار توابع مثلثاتينمو

xxf دامنه توابع مثلثاتي   sin)( xxfو = cos)( تمام اعـداد حقيقـي و دوره تنـاوب          =

برحـسب راديـان    x( انـد   رسم شـده   نمودار اين توابع در يك دوره تناوب      .  است π2 اين توابع 

  ). است

],[,sin)( π2o∈= xxxf    
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y 

x 

2
π

π 2
3π

 

2
π−

xy cos= 

y

 

x
 

2
π

 

2
π−

 

xy tan=

 

],[,cos)(
2

3

2

ππ
−∈= xxxf  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xxfمثلثاتي توابع  tan)( xxfو = cot)(   .باشند ميπ داراي دوره تناوب =

  .  نمودار اين توابع در يك دوره تناوب رسم شده است

),(,tan)(
22

ππ
−∈= xxxf  
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y

 

x
 

2
π

 

π
 

xy cot=

 

  

  

),(,cot)( πo∈= xxxf  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . آيدمي  از تكرار نمودار در يك دوره تناوب بدست،نمودار توابع مثلثاتي روي دامنه .توجه

  

  چند رابطه مثلثاتي

  ارتباط بين توابع مثلثاتي 

x
x

x
x

x

x
x

x

xx

tan
cot

csc
sin

cot

sec
cos

tan

cossin

1

1
1

1
1

1

2
2

2

2
2

2

22

=

==+

==+

=+
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  مقادير مثلثاتي زاويه منفي

xx

xx

xx

xx

cot)cot(

tan)tan(

sin)sin(

cos)cos(

−=−

−=−

−=−

=−

 

  

  تناوب توابع مثلثاتي دوره 

xx

xx

cos)cos(

sin)sin(

=+

=+

π

π

2

2
 

xx

xx

cot)cot(

tan)tan(

=+

=+

π

π
  

  مقادير مثلثاتي جمع دو زاويه

yxyxyx

xyyxyx

sinsincoscos)cos(

cossincossin)sin(

⋅−⋅=+

⋅+⋅=+
 

yx

yx
yx

tantan

tantan
)tan(

⋅−

+
=+

1
 

yx

yx
yx

cotcot

cotcot
)cot(

+

−⋅
=+

1
  

  مقادير مثلثاتي دو برابر زاويه 

x

x
x

xxx

xxx

2

22

1

2
2

2

22

tan

tan
)tan(

sincos)cos(

cossin)sin(

−
=

−=

⋅=

 

  دو فرمول مهم ديگر 

2

21
2

21

2

2

)cos(
sin

)cos(
cos

x
x

x
x

−
=

+
=
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  .  مقادير زير با استفاده از روابط مثلثاتي محاسبه شده اند.مثال

2

2
4545 −=−=− )sin()sin( oo

 

3

3
318321 ==+= )tan()tan()tan( oooo
oooo  

)cos()sin()cos()sin()sin()sin( ooooooo
ooo 34545345375 ⋅+⋅=+=

                   

4

62

2

3

2

2

2

2

2

1 +
=⋅+⋅=

    

    

)sin()sin()cos()cos()cos()cos(
ooooo
ooo 34534534515 −⋅−−⋅=−+=

)sin()sin()cos()cos( oooo
oo 345345 ⋅+⋅=  

            

4

26

2

1

2

2

2

3

2

2 +
=⋅+⋅=   

122 رابطه .مثال
=+ xx cossin را به ازاي 

3

π
=xتحقيق كنيد  .  

  .حل

1
4

1

4

3

2

1

2

3

33
2222

=+=+=+ )()()(cos)(sin
ππ

  

  

  معكوس توابع مثلثاتي

xتوابع
1−

sin، x
1−cos،x

1−tan وx
1−cotه ترتيب معكوس توابع ب 

xsin ،xcos،xtanو  xcot باشندمي .  

42

2

2

2

4

32

3

2

3

3

1

1

ππ

ππ

=⇔=

=⇔=

−

−

)(cos)cos(

)(sin)sin(
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3

3

3

6
1 ππ

=⇔=
− )(tan)tan(   

4
11

4
1 ππ

=⇔=
− )(cot)cot(  

x  دامنه توابع.توجه
1−sin  وx

1−cos،   بسته فاصله],[   .  است−11

)(sin)( دامنه تابع .مثال 121
−=

−
xxfرا بيابيد  .  

−1 داخل تابع .حل
sin بايد در فاصله ],[   .  باشد−11

1121 ≤−≤− x  

22 ≤≤ xo  

1≤≤ xo  
            بنابراين

],[ 1o=fD  

)(cos)( دامنه تابع .مثال 731
−=

−
xxfرا بيابيد  .  

−1 داخل تابع .حل
cos بايد در فاصله ],[   .  باشد−11

171 3
≤−≤− x  

86 3
≤≤ x  

263 ≤≤ x  
    بنابراين

],[ 263=fD  

 

   تمرين -10

342 معادله -1 =+− || xرا حل كنيد  .  

  .  دامنه توابع زير را بيابيد-2

xxxh
x

xgxxf −=
+−

=−= ][)(,
||

)(,||)(
14

1
3  

  .  نمودار توابع زير را رسم كنيد-3

||)(,||)(,||)( 32 24 xxhxxgxxf =+=−=  

82 معادله -4
lnlnln =+ xx حل كنيد را .  
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  .  دامنه توابع زير را بيابيد-5

24
1

1 2
−=−=









−

+
= xxhxxg

x

x
xf ln)(,)ln()(,ln)(  

)()log( دامنه تابع -6
2211 xxxf   .  را بيابيد=−

  .  محاسبه كنيد-7

)(log,log,)ln(,)(log 125
1

1
125 25

34
5 









ooo
e  

xx نشان دهيد تابع -8
xf )()(

2

1
2   .  زوج است=+

) نشان دهيد تابع -9 )12
++= xxxf ln)(ت فرد اس .  

  . ابع زير را رسم كنيدو نمودار ت-10
xx

exhxgxxf −===
− )(,)(,|ln|)( 2  

 سال دوبرابر شده است، نرخ رشد جمعيت اين كشور چقدر      o3 جمعيت كشوري در مدت      -11

  است؟

  از چنـد   پـس  ،سرمايه گذاري شده اسـت    %7  سود پيوسته   با  مبلغ دو هزار دلار در بانكي      -12

  برابر مي شود؟ سال مبلغ سپرده دو

 4 بعـد از     ،در بانكي سرمايه گذاري كـرده اسـت        o1% شخصي مبلغي را با سود پيوسته      -13
  كند، مبلغ سپرده گذاري چقدر بوده است؟ دلار دريافت مي441oسال مبغ 

),( را بيابيد كه از نقطه        معادله خطي  -14 32A  با محور    در ناحيه چهارم   كند و  عبور مي x هـا 

زاويه 
4

πسازد مي .  

 روابط زير را به ازاي -15
6

π
=xتحقيق كنيد  .  

) الف
2

212 )cos(
cos

x
x

+
xx) ب            =

221 sectan =+  

  .  محاسبه كنيد-16

)cos(,)tan(,)sin(,)tan(,)cos(,)sin(
3

4

3

2
15

3
2112

πππ ooo
oo −  

 اگر -17
4

1
−=xsinساير مقادير مثلثاتي را بيابيد، و انتهاي كمان در ناحيه سوم باشد  .  
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  .  محاسبه كنيد-18











−

−− )(cossin,)(sin
2

2

2

1 11  

( ))(tancos,)(tan 13 11 −−  

  .  دامنه توابع زير را بيابيد-19










 +
=−=+−=

−−−

x

x
xhxxgxxf

2

1
1242

2
111 sin)(,)(cos)(,)(sin)(  

 



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فصل سوم

  حد و پيوستگي

  

دهـد، بـه طـور مثـال، در اطـراف نقطـه       حد، رفتار تابع را در اطراف يك نقطه توضـيح مـي            

2

1
=x تابع 

12

18 3

−

−
=

x

x
xf    چگونه خواهد بود؟ )(

نيـز از اهميـت     در پيوستگي علاوه بر رفتار تابع در اطراف نقطـه، مقـدار تـابع در آن نقطـه                        

پيوسـته  تابعي كه بدون برداشتن قلم از روي كاغذ نمودار آن رسم شود، تـابعي               . برخوردار است 

  . است

  

   حد تابع در نقطه -1

xfy)(تابع   .تعريف  در نقطه    =
o

x   حد l     دارد، هرگاه با نزديك شدن  x   به قـدر كـافي 

به
o

x  تابع ،)(xf به دلخواه بهlو آن را با علامتود نزديك ش  lxf
xx

=
→

)(lim
o

  نشان 

  . دهيم مي
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y 

x 

←→
xxx

o

↑

↓

)(

)(

xf

l

xf

حد تابع در نقطه 
o

x 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

 

از نکات ) و نه اثبات(می باشد از آنجا که محاسبه حد توابع در اين فصل مورد نظر ما 
. كنيم استفاده ميزير  

  . شودحد روي جمع، ضرب و تقسيم توابع باز مي .نكته اول

براي محاسبه حد بسياري از توابع در نقطه  .نكته دوم
o

x،به جاي x  مقدار
o

xرا قرار  

  . دهيم مي

 حد تابع  .مثال
x

x
xf

12 −
=2 را در نقطه )(=

o
xبيابيد .  

  .حل

2

3

2

1412

2
=

−
=

−

→ x

x

x
lim  
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3 حد تابع  .مثال 9 xxf =−1 را در نقطه )(=+
o

xبيابيد  .  

  .حل

289 33

1
==+

−→
x

x
lim  

)(sin)( حد تابع  .مثال xxf
را در نقطه  =2

4

π
=xبيابيد .  

   .حل

                      
2

1

2

2

4
222

4

===
→

)()(sinsinlim
π

π
x

x

  

  . شودت در هر نقطه برابر با خودش ميحد عدد ثاب .توجه

5

1

5

1
88

43
==

→→ xx
lim,lim  

 ممكن است صورت مبهم       توابع در محاسبه حد  
o

o
 بايـد از حـد رفـع        حالـت  در اين    ،بدست آيد 

  .ابهام گردد

مبهم    زير به صورت     حد توابع     .مثال
o

o
 حد آنهـا محاسـبه   ،آيد كه بعد از رفع ابهام  بدست مي  

  .شده است

3

1

1

1

11

1

1

1

4
1

4

1

2

2

22

2

4

212131

22

2

2

=
++

=
++−

−
=

−

−

==
+

=
−

+−
=

−

−

→→→

→→→

xxxxx

x

x

x

x

x

xx

x

x

xxx

xxx

lim
))((

limlim

)(
lim

))((
limlim

 

 

)()(

)()(
limlim

39

33

9

3
99 +×−

+×−
=

−

−

→→ xx

xx

x

x

xx

 

6

1

3

1

39

9
99

=
+

=
+−

−
=

→→ xxx

x

xx
lim

))((
lim  
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   حد راست و چپ

 فقط از سمت راست به xاگر 
o

x نزديكبه دلخواه  مقدار تابع و نزديك l )(
o

xx   شود<

گوييم تابع در 
o

x  حد راست دارد و آن را با علامتlxf
xx

=
+→

)(lim
o

  .دهيم نشان مي

  

  

  

  

  

 فقـط از سـمت چـپ بـه           x اگر   همچنين.
o

x         نزديـك بـه دلخـواه      نزديـك و مقـدار تـابع l 

)(
o

xx  گوييم تـابع در     شود،>
o

x چـپ دارد و آن را بـا علامـت      حـدlxf
xx

=
−→

)(lim
o

 

  .دهيمنشان مي

  

  

  

 در نقطه    f تابع   .قضيه  
o

x        اگر و فقـط اگـر      حد چپ و راست مساوي دارد f   در 
o

x   حـد 

  . داشته باشد

 حد تابع .مثال
x

x
xf   . كنيد بررسي o=x را در نقطه )(=

  .حل

1

1

−=
−

=

==

−−

++

→→

→→

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

oo

oo

limlim

limlim

 

  .  حد نداردo=x در fبنا به قضيه بالا 

     حد تابع .مثال




≤−

>−
=

11

142

xx

xx
xf

,

,
  . بررسي كنيد x=1 را در نقطه )(

←
xx

o
 

o
xx

→
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  .حل

342

11
−=−=

++ →→
xxf

xx

lim)(lim  

o=−=
−− →→

xxf
xx

1
11

lim)(lim  

  . حد نداردx=1در نقطه xf)(لذا تابع 

  . حد نداردx=1 در  f  وليfD∈1در اين مثال 

 حد تابع  .مثال




>−

<+
=

29

213

xx

xx
xf

,

,
  . نيد بررسي كx=2را در نقطه )(

  .حل

7
713

79

2
22

22
=⇒








=+=

=−=

→

→→

→→

−−

++

)(lim
lim)(lim

lim)(lim

xf
xxf

xxf

x

xx

xx
 

  . حد داردx=2 در f  وليfD∉2 در اين مثال

)(][ حد تابع  .مثال xxf   . بررسي كنيد x=3را در نقطه=

كنـيم بـه طـوري كـه      اختيـار مـي  3را آنقـدر نزديـك   xباشـد،  3 راست  سمت xهرگاه   .حل

43 << x ،3  لذا=][x     پس   

33
33

==
++ →→ xx

x lim][lim  

32كنيم به طوري كـه      مي اختيار   3را آنقدر نزديك    x، باشد 3 سمت چپ    xهرگاه << x 

    پس  x][=2  لذا 

22
33

==
−− →→ xx

x lim][lim  

)(][بنابراين تابع  xxf   .  حد نداردx=3 در نقطه =

)(][تابع .تذكر xxf   . در نقاط صحيح حد ندارد=

حد تابع 
x

x
xf

sin
)(  صورت مبهم o=x  نقطهدر =

o

o
  پذيريم  بدون اثبات مي، مي شود

  

     )(∗                                   1=
→ x

x

x

sin
lim

o
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  حد تابع .مثال
x

x
xf

tan
)(   . بيابيد o=xرا در نقطه   =

  .حل

xx

x

x

x

x

x

x

xxx cos

sin
limcos

sin

lim
tan

lim
1

⋅==
→→→ ooo

  

  

               111
1

=×=⋅=
→→ xx

x

xx cos
lim

sin
lim

oo

  

 حد تابع . مثال
x

x
xf

cos
)(

−
=
1

  . بيابيدo=x را در نقطه 

  .حل

oo
ooo

ooo

=×=
+

⋅=
+

=

+

−
=

+

+−
=

−

→→→

→→→

1
11

1

1

1

111

2

2

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

xx

x

x

xxx

xxx

cos

sin
lim

sin
lim

)cos(

sin
lim

)cos(

cos
lim

)cos(

)cos)(cos(
lim

cos
lim

  

 حد تابع . مثال
2

2

−

−
=

x

x
xf

)sin(
  .بيابيدx=2  را در نقطه)(

=−2  دهيمقرار مي.حل xt  

1
2

2
2

==
−

−

→→ t

t

x

x

tx

)sin(
lim

)sin(
lim

o

  

  توان نشان داد  مي∗)(حد با استفاده از 

a
x

ax

b

a

bx

ax

xx
==

→→

)sin(
lim,

)sin(

)sin(
lim

oo

  

   مثلاً

6
6

5

3

5

3
=

−
=

− →→ x

x

x

x

xx

)sin(
lim,

)sin(

)sin(
lim

oo
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  نهايت  بيو حد -2

)( ،يابد به طور نامحدود افزايش مي     xگوييم  وقتي مي  +∞→x  يعنيx عدد مثبـت     هر  از 

  . شودبزرگي، بزرگتر مي

xfy)( حد تابع    .تعريف هرگاه ، اسـت lاب  به طور نامحدود افزايش مي يابد برابر  xوقتي =

   . شودl به دلخواه نزديك xf)( به اندازه كافي، xبا بزرگ شدن 

lxf
x

=
+∞→

)(lim  

xfy)(  تابع .تعريف  نقطه در   =
o

x      هرگـاه بـا نزديـك      بـد،   يا به طور نامحدود افزايش مـي

 به به اندازه كافي xشدن 
o

x، تابع )(xfبه دلخواه بزرگ شود  .  

+∞=
→

)(lim xf
xx o

 

  ) .ست عددي ثابت اc (.توان استفاده كردهاي صوري زير ميدر محاسبه حد از عبارت

−∞=

∞=∞∞=
∞

+∞=+∞

>∞=∞∞=∞×∞∞=∞+∞

==
∞

∞=×∞

+∞=∞=∞=+∞

∞−

∞+

)ln(

,,)ln(

,)(,,

,,

,,

o

o

oo

o

n

n

c

n

e
c

c

e
c

c

  

  . باشندهاي زير همگي صورت هاي مبهم ميعبارت

oo
oo

o

o
∞∞−∞×∞

∞

∞ ∞
,,,,,, 1  

  .  رفع ابهام كنيم، آن راهرگاه با هر يك از صورت هاي مبهم مواجه شديم بايد با روشي مناسب

 حد راست و چپ تابع .مثال
2

4

−

+
=

x

x
xf   .  حساب كنيدx=2 را در )(

                  .حل

+∞==
−

+
+

→ +
o

6

2

4

2 x

x

x

lim  
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−∞==
−

+
−

→ −
o

6

2

4

2 x

x

x

lim  

 تابع  چپحد  .مثال
38

1

x
xf

−
  .  بيابيدx=2 را در )(=

  .حل

+∞==
− +

→ −
o

1

8

1
3

2 xx

lim  

حد راست و چپ تابع  .مثال
1

1

−

−
=

x

x
xf

][
  . بيابيدx=1 را در نقطه )(

+∞=
−

=
−

−
=

−

−
=

−

−

=
−
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=
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1
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1

1
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xxx

x

xxx

x
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xxx

limlim
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lim

limlim
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  . اند حساب شدهx→∞− يا  x→∞+زير در  حدهاي . مثال

o

o

==

+∞=+∞=

+∞=∞+=+

=
∞+

=

∞−

−∞→

+∞→

+∞→

+∞→

ee

x
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x
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lim

)ln()ln(lim

lim

lim
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3

 

درجـه   شامل بزرگترين    ت فقط جملا  ، براي رفع ابهام از توابع كسري      ،x→∞±هرگاه   .نكته

  . شوندحذف ميد و بقيه جملات نمان مخرج كسر باقي مي ودر صورت 

  . اند حساب شدهx→∞− يا  x→∞+ حدهاي زير در  .مثال

5

2

5

2

45
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  مرين  ت-3

  . د حد بگيري-1

2

6522

3

4

2

2

2

232
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++−+
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−→→

→→
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xxxfحد تابع  -2 −=   . بررسي كنيد x=3 را در نقطه )(][

)(][ حد تابع -3 xxf  را در نقطه =3
3

1
=xبررسي كنيد  .  

     آيا حد تابع -4




−<

−≥+
=

1

143
2

xx

xx
xf

,

,
  وجود دارد؟ مرزي آن  نقطه در )(

  .  حد توابع مثلثاتي زير را بيابيد-5

x

x

x

x
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x
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x
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x
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−
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)sin(

)sin(
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)tan(
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)sin(
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2  اگر-6
xxf   .  حد زير را حساب كنيد،)(=

2

2
2 −

−

→ x

fxf

x

)()(
lim  

  .  حد بگيريد-7
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by =

y 

x 

b

byخط   xf)( مجانب افقي تابع =

3

9

2
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33 −
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  .  حد بگيريد-8

  

23
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+∞→−∞→ x

x
x

x

xx

xx
limlim  

xxxxf حد تابع -9 ++= 42
  .  بيابيدx→∞− را در )(

  

  تابع هاي  مجانب-4

byخط    باشد، هرگاه  ميxf)(يك مجانب افقي تابع =

bxf
x

=
+∞→

)(lim   يا     bxf
x

=
−∞→

)(lim  
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axخط     هرگاه ،باشد ميxf)( يك مجانب قائم تابع =

±∞=
+→

)(lim xf
ax

=∞±         يا 
−→

)(lim xf
ax

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

هاي افقي تابع  مجانب .مثال
xx

x
xf

+

−
=

2

2

3

1
  .  را بيابيد)(

  . بدست آوريم x→∞± افقي بايد حد تابع را در هايبراي يافتن مجانب.حل

3

1

33

1
2

2

2

2

==
+

−

±∞→±∞→ x

x

xx

x

xx
limlim  

بنابراين خط 
3

1
=y تنها مجانب افقي تابع fاست  .  

هاي افقي تابع  مجانب .مثال
3

12

+

−
=

x

x
xf   .  را بيابيد)(

ax =y 

x 
a
 

axخط    xf)( مجانب قائم تابع =
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  .حل

1
3

1 22

====
+

−

+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x

x

x

x

x

x

x

xxxx
limlimlimlim  

  

1
3

1 22

−=
−

===
+

−

±∞→−∞→−∞→−∞→ x

x

x

x

x

x

x

x

xxxx
limlimlimlim  

  .هستندxf)(هاي افقي تابع مجانب y=−1  وy=1خط 

 هاي قائم تابعمجانب .مثال
3

12

−

−
=

x

x
xf   . را بيابيد )(

  . هاي قائم هستندمجانب،هاي مخرجمعمولاً ريشه .حل

+∞==
−

−
+

→→ ++
o

8

3

1

3

2

3 xx x

x
limlim  

  . استf تنها مجانب قائم x=3خط 

قائم تابع هاي مجانب .مثال
xx

xf
+

=
2

5
  .  را بيابيد)(

  .حل

+∞==
+

=
+ +

→→ ++
ooo

5

1

55
2 )(

limlim
xxxx xx

 

−∞==
+

=
+ −

−→−→ ++
o

5

1

55

1
2

1 )(
limlim

xxxx xx

 

  .  هستندxf)(هاي قائمجانب مx=−1 و o=x خط

  

   يك حد مهم -5

را بـدون   حد زير   .  يكي از اعداد ثابت مهم رياضيات است       eفصل دوم اشاره شد،     در همانطور كه 

  . پذيريماثبات مي

e
x

x

x
=








+

+∞→

1
1lim  
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  .  بدست آوردتوان حد بعضي از توابع را مي،اين حد با استفاده از

xxxf  حد تابع.مثال

1

1 )()(   . بيابيد o=xرا در  =+

دهيم قرار مي.حل
x

t
1

   t→∞+گيريم  نتيجه ميo→x از اينكه =

e
t

x

t

t

x

x
=








+=+

+∞→→

1
11

1

lim)(lim
o

 

 

حد تابع  . مثال
2

2

3
+










+

+
=

x

x

x
xf   .  بيابيدx→∞+ را در )(

=+2دهيم قرار مي .حل xt از اينكه ،+∞→xشود  نتيجه مي+∞→t   

  
22

2

12

2

3
+

+∞→

+

+∞→









+

++
=









+

+
x

x

x

x x

x

x

x )(
limlim  

  

e
tt

t
t

t

t

t
=








+=







 +
=

+∞→+∞→

1
1

1
limlim  

  

حد تابع  . مثال
32

1
1

+−









+=

x

x
xf   .  بيابيدx→∞+ در را )(

  .حل
3232

1
1

1
1

1
1 








+×








+=








+

+∞→

−

+∞→

+−

+∞→ xxx x

x

x

x

x
limlimlim  

 

 

232
32

1
1

1
1

1 −−

+∞→

−

+∞→
=×=








+×








+= ee

xx x

x

x
lim)(lim  



78 فصل سوم

y 

x 
ba

xfy)(تابع   در تمام نقاط =

 .دامنه پيوسته است

   پيوستگي -6

 را در نقطه xf)( تابع .تعريف
o

xهرگاه شرايط زير برقرار باشد ،ناميم پيوسته مي.  

1- fDx ∈
o

  

 در نقطه  حد تابع-2
o

xوجود داشته باشد  .  

 حد تابع در نقطه -3
o

x برابر با )(
o

xf به عبارت ديگر شود ،  

)()(lim
o

o

xfxf
xx

=
→

 

xxxfتابع پيوستگي  . مثال 32 =1 را در نقطه )(=+
o

x كنيد بررسي .  

RD  .حل f   ) .شرط اول برقرار است(   fD∈1    پس =

4
1

=
→

)(lim xf
x

   ). برقرار استدومشرط  (             

41 =)(f پس  )()(lim 1
1

fxf
x

=
→

   ).شرط سوم برقرار است(   

  .  پيوسته استx=1 در fبنابراين تابع 

 روي  f تـابع  ، را بتوان بدون برداشتن قلم رسم نمود       fهرگاه نمودار    از نظر هندسي،     .توجه  

  . دامنه پيوسته است
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توابـع لگـاريتمي، توابـع      توابـع نمـايي،     كالي،  توابع رادي توابع كسري،   اي،  توابع چند جمله   .نكته

  . مثلثاتي، و معكوس مثلثاتي روي دامنه خود پيوسته هستند

xxxf تابع   ،در مثال قبل       32 دامنه خـود پيوسـته     اي و لذا روي      يك چند جمله   )(=+

  . باشدپيوسته مي x=1به خصوص در . است

اي و تـابع    ضـابطه چنـد   ناپيوسته را در بين توابـع       كه بايد توابع    گيريم  تيجه مي قبل ن از نكته      

  . جزء صحيح جستجو كرد

    پيوسـتگي تـابع    . مثال






<+

≥−
=

21

21
2

3

xx

xx
xf

,

,
=2را در نقطـه    )(

o
x   بررسـي 

  . كنيد

  ). شرط اول برقرار است (fD∈2  .حل

51

71

2

22

3

22

=+=

=−=

−−

++

→→

→→

xx

xx

xx

xx

lim)(lim

lim)(lim

 

=2در نقطه حد تابع   
o

x    تابع  بنابراين  ) برقرار نيست شرط دوم   (وجود نداردf نقطـه   ايـن  در  

  . ناپيوسته است

xfy)(تابع         در نقطـه     =
o

x  هرگـاه حـد تـابع        دارد،   ناپيوستگي اساسي)(xf  در 

o
x   در مثـال قبـل   ).شـرط دوم برقـرار نباشـد    (. وجـود نداشـته باشـد،f2  نقطـه  در=

o
x 

  . ناپيوستگي اساسي دارد

   پيوستگي تابع . مثال








<−

=

>−

=

11

14

11

2
xx

x

xx

xf   . بررسي كنيد مرزي را در نقطه  )(

   .حل

o

o

o

=⇒








=−=

=−=

→

→→

→→

−−

++

)(lim
lim)(lim

lim)(lim

xf
xxf

xxf

x

xx

xx

12

11

11

1

1

  

41  از طرفي  ) .شرط دوم برقرار است (. داردحد تابعپس  =)(fو  o=
→

)(lim xf
x 1
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lim)()(لذا   1
1

fxf
x

≠
→

=1 درنقطـه  f تـابع  بنـابراين ).شرط سـوم برقـرار نيـست      (   
o

x 

  . ناپيوسته است

xfy)(تابع       در نقطه =
o

x هرگاه حد تابع، داردناپيوستگي رفع شدني  )(xf   

در
o

x وجود داشته باشد ولي )()(lim
o

o

xfxf
xx

≠
→

  در مثال ) .شرط سوم برقرار نباشد( 

=1  نقطه درf تابع،قبل
o

xداردرفع شدني  ناپيوستگي  .  

 را طوري بيابيـد كـه تـابع         aمقدار   .مثال




<+

≥−
=

32

32

xax

xxx
xf پيوسـته  R روي )(

  . باشد

  .  پيوسته باشدx=3 نقطه مرزي  رويfابيم كه تابع يرا طوري ميa. حل

  

62

33
=−=

++ →→
xxxf

xx

lim)(lim  

232
33

+=+=
−− →→

aaxxf
xx

lim)(lim  

  آيد از تساوي حد راست و چپ به دست مي

3

4
623 =→=+ aa  

     را طوري بيابيد كه تابعa مقدار.مثال








≥+

<
−

−

=

22

2
2

83

xax

x
x

x

xf  پيوسته Rروي )(

  . باشد

  .  پيوسته باشدx=2 در نقطه مرزي fبايد . حل

  

            
2

8

2

8 3

2

3

22 −

−−
=

−

−
=

−−− →→→ x

x

x

x
xf

xxx

)(
limlim)(lim  
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  12
1

42

2

422 2

2

2

2
−=

++−
=

−

++−−
=

−− →→

)(
lim

)(

))((
lim

xx

x

xxx

xx

              

     

aaxxf
xx

+=+=
++ →→

42
22

lim)(lim  

   .آيدبدست ميت ستساوي حد چپ و رااز

16124 −=⇒−=+ aa  
  

     را طوري بيابيـد كـه تـابع        b و a .مثال








≤−

<<+

≥−

=

o

o

xx

xbax

xax

xf

5

12

11

3

2

 Rروي   )(

  . پيوسته باشد

  . پيوسته باشد x=1  وo=x بايد در نقاط مرزي f. حل

)(
lim)(lim

lim)(lim

∗+=−⇒








+=+=

−=−=

−−

++

→→

→→ baa
babaxxf

aaxxf

xx

xx 21
22

11

11

2

11

 

                       5
55

2

3
−=⇒









−=−=

=+=

−−

++

→→

→→
b

xxf

bbaxxf

xx

xx

oo

oo

lim)(lim

lim)(lim

  

 a=2ن به ازاي  بنابراي، a=2آيد  بدست مي∗)( در معادله    b=−5با قرار دادن    اكنون  

  .  پيوسته استR روي f تابع b=−5و 

  

   تمرين -7

  . افقي توابع زير را بيابيد مجانب هاي -1

22

2

1

3

65

142

)(
)(,)(

−
=

−

+−
=

x
xg

x

xx
xf  
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  .  مجانب هاي قائم توابع زير را بيابيد-2

23

15

4

13
2 ++

+
=

+

+
=

xx

x
xg

x

x
xf )(,)(  

 تابع-3
23

3

2

142

xx

xx
xf

−

+−
   چند مجانب دارد؟ )(=

 تابع -4
2

x

x
xf

sin
)(    چند مجانب دارد؟ =

  . حد بگيريد-5

 

1313

12

1
11

3

4
+

+∞→

−

→

+

+∞→









+
++









+

+
x

x

x

x

x

x x
x

x

x
lim,)(lim,lim

o

 

 

xx حد تابع -6
xf

1

231 )ln()(   .  بيابيدo=xرا در نقطه  =+

  . نقطه داده شده بررسي كنيد پيوستگي توابع زير را در -7

  

252 =+=
o

xxxf ,)(  

 

1
12

14
2

=




≤+

>+−
=

o
x

xx

xx
xg ,)(  

  . اپيوستگي توابع زير را در نقطه داده شده تعيين كنيد نوع ن-8

o

o

o

o

o

o

=








<

=

>

=

−=






−<

−≥−
=

x

xx

x

xx

xg

x
xx

xxx
xf

,)(

,)(

3

2

3

2

1

1
1

15

  



83 حد و پيوستگي                                                                                      

9- a را طــوري بيابيــد كــه تــابع 






<−

≥+
=

132

114
2

2

xax

xx
xf  پيوســته R روي )(

  . باشد

10- a و b را طوري بيابيد كه تابع    









>−

≤≤−+

−<+

=

13

123

22

xbx

xbax

xax

xf  Rروي  )(

  . پيوسته باشد

  

11- aرا طــوري بيابيــد كــه تــابع      




<++

>+
=

123

11
2

xxxa

xax
xf

)(
 R روي )(

  .پيوسته باشد

 اگر خط -12
2

1−
=y مجانب افقي تابع 

35

23
2

2

−+

+−
=

xax

xx
xf را 1f)( باشد، مقدار )(

  .  پيوسته باشدx=1در fطوري تعريف كنيد كه تابع 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



84 فصل سوم

  

  اشتدياد



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فصل چهارم

  مشتق توابع

  

يـك   ميـزان تغييـر   ،كنيم كه تغييـرات در آن همـواره جريـان دارد       ما در جهاني زندگي مي         

 سـرعت   ،ميزان تغيير مسافت بـه زمـان      مثلاً  . اي دارد كميت نسبت به كميت ديگر اهميت ويژه      

يـا  ميـزان تغييـر        اسـت و  دار توليد، هزينـه نهـايي       است يا ميزان تغيير هزينه كل نسبت به مق        

اين ميزان تغييرها و موارد بـسياري ديگـر         . درآمد كل نسبت به مقدار تقاضا، درآمد نهايي است        

  . برحسب مشتق قابل بيان هستند

  

   تعريف مشتق-1

xfy)( فرض كنيم تابع     .تعريف ابع  تعريـف شـده باشـد، مـشتق ت ـ         ox در اطراف نقطه   =

)(xfy )(با  oxرا در نقطه = oxf   دهيم و برابر با حد زير استنشان مي ′

  

o

o
o

o xx

xfxf
xf

xx −

−
=′

→

)()(
lim)(  

  . تق پذير استمشox در نقطه fگوييم تابع مي، فوق وجود داشته باشد حددر صورتي كه



  فصل چهارم        
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13، مشتق تابع مشتق با استفاده از تعريف. مثال += xxf   . بيابيدox=1 را در نقطه )(

  . حل

1

33

1

413

1

1
1

111 −

−
=

−

−+
=

−

−
=′

→→→ x

x

x

x

x

fxf
f

xxx
lim

)(
lim

)()(
lim)(  

3
1

13
1

=
−

−
=

→ x

x

x

)(
lim 

  بنابراين 

31 =′ )(f  

23، مشتق تابع مشتقبا استفاده از تعريف.لمثا += xxf   .  بيابيدox=2  را در نقطه)(

  . حل

2

12

2

2
2

3

22 −

−+
=

−

−
=′

→→ x

x

x

fxf
f

xx

o)(
lim

)()(
lim)(  

12
2

422

2

8 2

2

3

2
=

−

++−
=

−

−
=

→→ x

xxx

x

x

xx

))((
limlim 

   بنابراين

122 =′ )(f  

xxfمشتق تابع ،  مشتق تعريفبا استفاده از .مثال sin)( oo را در نقطه = =xبيابيد  .  

     . حل

1
2

=
−

=
−

−
=′

→→ x

x

x

fxf
f

xx

o

o

o
o

o

sin
lim

)()(
lim)(  

   بنابراين

1=′ )(of  

xfy)( فرض كنيم تابع ،مفهوم مشتقبراي درك    قرار .مشتق پذير باشدoxدر نقطه=

   دهيممي

oxxx )()(         و      ∆=− oo xfxxfy −∆+=∆  

)( از xf)(متغير  تغيير كند، ∆xبه مقدار  oxاز نقطه xمتغير مستقلهرگاه  oxf به   

  كند و داريم   تغيير مي∆yميزان 



 مشتق توابع                                                                                         
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x

y
xf

xx

xfxf
xf

xxx ∆

∆
=′⇒

−

−
=′

→∆→ o
o

o

o
o

o

lim)(
)()(

lim)(  

)(لذا  oxf   . باشد ميox در نقطه x نسبت به xf)( ميزان تغيير ′

2مشتق تابع . مثال
xxf   . را تفسير نماييد بيابيد و آن ox=3 را در نقطه )(=

  .حل

6
3

33

3

9

3

3
3

3

2

33
=

−

+−
=

−

−
=

−

−
=′

→→→ x

xx

x

x

x

fxf
f

xxx

))((
limlim

)()(
lim)(  

  بنابراين

63 =′ )(f  

        از طرفي

63 =
∆

∆
=′

→∆ x

y
f

x o

lim)(  

2ميزان تغييرات    ،ox=3لذا در اطراف نقطه     
xxf  . اسـت  xتغييـرات  برابر   6 حدود   )(=

616 آنگاه  o=∆x/1 اگر مثلاً /)/( oo =≅∆yاست  .  

  

   محاسبه مشتق-2

از  آن همـواره سـاده نيـست،معمولا بـراي محاسـبه مـشتق             با استفاده از تعريف   محاسبه مشتق   

  . شودمشتق استفاده مي هايفرمول

  قواعد مشتق گيري

   داريم ، دوتابع مشتق پذير باشندxg)(  وxf)( فرض كنيم

  

( ) fggfgf

gfgf

⋅′+⋅′=
′

⋅

′±′=′± )(
  

2
g

fggf

g

f ⋅′−⋅′
=

′









  

  

)          cثابت استي عدد (.                      o=′)(c  
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  اي و راديكاليمشتق توابع چند جمله

( )∗∈=′ −
Rnnxx

nn 1)(  

2

3 2

3

11
3

1
2

1

xx

x
x

x
x

−=′

=′

=′

)(

)(

)(

  

)فرمول هـاي زيـر بـا اسـتفاده از ايـن فرمـول             برقرار است، مشتق  nدد حقيقي به ازاي هر ع   ∗(

  . اندمحاسبه شده
232 32 xxxx =′=′ )(,)(  

23
3

3
1 −− −=′=′ xx
x

)()(  

2

1

2

3

2

3
xx =′)(  

3و x مشتق توابع .تذكر xو 
x

1
) از فرمول    . اند بدست آمده∗(

2تابع  مشتق .مثال
xxf   .  بيابيدox=3  را در نقطه)(=

    . حل

                                           
63

2

=′

=′

)(

)(

f

xxf
  

575تابع مشتق . مثال 34 +−+= xxxxf   .  را بيابيد)(

           گيري داريمقواعد مشتقبا استفاده از .حل

o+−+=′ 7154 23
xxxf )(  

xfy)(فرض كنيم  .توجه   . دهندنشان مينمادها اين  را با xنسبت به  f مشتق تابع،=

dx

df

dx

dy
xyxf ,,)(,)( ′′  
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3اگر . مثال 4
xy =  ،

dx

dy
  .  را بيابيد

  .حل

( ) 3

1

3

4
3 4

3

4
xxx

dx

dy
=

′














=

′
=  

  

)( تابعمشتق . مثال xxxy +=   . را بيابيد2

  ده ضرب داريم عبا استفاده از قا. حل

( ) xxxx
x

xxxy )()()( 12
2

1 22 +++=
′

+=′  

 مشتق تابع. مثال
21

34

x

x
xf

+

+
  . را بيابيد )(=

22

2

2 1

34214

1

34

)(

)()(
)(

x

xxx

x

x
xf

+

+−+
=

′










+

+
=′  

  

   تعبير هندسي مشتق-3

  بر منحني در يك نقطه خط مماس يافتن معادله مهم رياضي دانان قرن هفدهم، يكي از مسائل 

  .  مشتق تابع تعريف شد،شيب خط مماس در نهايت ،بود 

xfy)(فرض كنيم          fشيب خط مماس بر منحني      ير باشد،    مشتق پذ  ox در نقطه    =

   با  است برابرoxدر نقطه 

)( oxfm ′=  

   . به صورت زير استox در نقطهfو معادله خط مماس بر منحني

))(()( ooo xxxfxfy −′+=  
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y 

x 

)( oxf

ox

خط مماس

 ox در نقطهfخط مماس بر منحني

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

3بر منحنيخط مماس معادله . مثال
xxf   .  بيابيدox=1  را در نقطه)(=

        . حل

313 2 =′→=′ )()( fxxf        11      و =)(f  

                                          بنابراين

))(()( ooo xxxfxfy −′+=  

))(()( 111 −′+= xffy  

)( 131 −+= xy  

23 −= xy  

xxf معادله خط مماس بر منحني. مثال   . بيابيد ox=4 را در نقطه )(=

          . حل

                       
4

1
4

2

1
=′→=′ )()( f

x
xf  24  و =)(f  

                              اينبنابر

))(()( 444 −′+= xffy  
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1
4

1
4

4

1
2 +=→−+= xyxy )(  

 شيب خط مماس بر منحني. مثال
x

xy
1

2 2   . بيابيد ox=1را در نقطه  =+

  . است ′1y)(با برابر  ox=1  در نقطه شيب خط مماس بر منحني. حل

31
1

4
2

=′−=′ )(, y
x

xy  

  

   مشتق توابع مثلثاتي-4

xxx

xxx

x
x

xx

x
x

xx

xx

xx

cotcsc)(csc

tansec)(sec

csc
sin

)cot()(cot

sec
cos

tan)(tan

sin)(cos

cos)(sin

⋅−=′

⋅=′

−=−=+−=′

==+=′

−=′

=′

2
2

2

2
2

2

1
1

1
1

  

تابع مشتق . مثال
3

5
x

xy += cosرا بيابيد  .  

  . حل

3

1
5 +−=′ xy sin  

. مثال
dx

dy
xxy  را در تابع sin⋅=   .  بيابيد3

  . حل

323 3 xxxxxx
dx

dy
⋅+⋅=′⋅= cossin)sin(  

 را در تابع ′oy)(مقدار . مثال
13 −

=
x

x
y

tan
  . بيابيد
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  . حل

2

2

13

3131

)(

tan))((tan

−

−−+
=′

x

xxx
y  

                            1
1

1
2

−=
−

−
=′

)(
)(oy  

  مشتق توابع معكوس مثلثاتي

2
1

2
1

2

1

2

1

1

1
1

1
1

1
1

1

x
x

x
x

x
x

x
x

+

−
=′

+
=′

−

−
=′

−
=′

−

−

−

−

)(cot

)(tan

)(cos

)(sin

  

xxxfمشتق تابع . مثال tantan)( 51 +=   . را بيابيد −

  . حل

x
x

xf
2

2
5

1

1
sec)( +

+
=′  

214مشتق تابع . مثال xxxf += −
sin)(را در نقطه  o=xبيابيد  .  

42
1

4
2

=′+
−

=′ )(,)( ofx
x

xf  

  

   مشتق توابع نمايي و لگاريتمي -5

  

x
x

ee
xx

1
=′

=′

)(ln

)(
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aaa
xx ln)( ⋅=′  

ax
xa

ln
)(log

⋅
=′

1
  

xeyمشتق تابع . مثال
x

ln54   .  را بيابيد=−+

      . حل

x
exe

dx

dy xx 5
454 +−=′+−= )ln(  

xyمشتق تابع . مثال
x

432 log+= را بيابيد .  

                    . حل

4

3
2

ln
ln)(

⋅
+=′

x
xxf

x  

x خط مماس بر منحنيشيب . مثال
exxf ⋅= sin)( را در نقطه o=x بيابيد .  

of)(  برابر باo=x شيب خط مماس در نقطه. حل   .  است′

xeexxf
xx

sincos)( ⋅+⋅=′  

                                  1=′ )(of  

مشتق تابع . مثال
x

y
ln

1
  .  را بيابيد=

        .حل

                               
xxx

x

x
y

22

1
1

1

lnlnln
−=

−

=

′









=′

o

  

  

  مشتق قدر مطلق و جزء صحيح

( )

( ) ZRxx

x
x

x
x

−∈=
′

≠=
′

,][

,

o

o

  

xxxfمشتق تابع . مثال   . را بيابيد)(=⋅
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y 

x 
321 xxx

  .حل

x

x
xx

x
xf ⋅+⋅=′

2

1
)(  

  

   ارتباط بين پيوستگي و مشتق پذيري-6

  .  پيوسته استox در نقطه f آنگاه ، مشتق پذير باشدox در نقطه xf)( اگر تابع .قضيه

   پيوستگي⇐مشتق پذيري 

  . ذير نيست تابع مشتق پ، داراي شكستگي استxf)(در نقاطي كه نمودار تابع. توجه

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .  پيوسته است ولي مشتق پذير نيست1x در نقطه xf)(تابع 

  .  نه مشتق پذير استپيوسته ونه  2x در نقطه xf)(تابع 

  . و مشتق پذير است پيوسته 3x در نقطه xf)(تابع 

xy تابع       . شكستگي دارد لذا در اين نقطه مشتق پذير نيست o=x در نقطه =

42تابع . مثال −= xxf    در چه نقاطي مشتق پذير نيست؟ )(
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         .حل

242 ±=→=− xx o  
  .  لذا در اين نقاط مشتق پذير نيست، شكستگي داردx=±2 در fمنحني 

)(][تابع . مثال xxf   در چه نقاطي مشتق پذير نيست؟  =

   . در نقاط صحيح پيوسته نيست، بنابراين در اين نقاط مشتق پذير نيستx][ تابع. حل

  .  مشتق پذير باشدR را طوري بيابيد كه تابع زير روي b و a. مثال





<

≥−
=

12

142

xbx

xax
xf )(  

  

  . مشتق پذير باشد x=1فقط كافي است تابع در نقطه مرزي . حل





≤

≥
=′

12

12

xb

xax
xf )(  

1f)(ايد ب xf)( در ضابطه اول و دوم ′ ba  بنـابراين ، يكسان بدست آيد′ 22  در نتيجـه  =

ba سـته  پيو x=1در  xf)( از طرفي هر تابع مشتق پذير پيوسـته اسـت، لـذا بايـد                 ، =

  . باشد

ba
bbxxf

aaxxf

xx

xx 24
22

44

11

2

11 =−⇒








==

−=−=

−−

++

→→

→→

lim)(lim

lim)(lim

  

baبا قرار دادن     آيدبدست مي با لا معادله در =

4−=a 4   و−=b  

  

   تمرين -7

  . داده شده بيابيددر نقاط  با استفاده از تعريف مشتق، مشتق توابع زير را -1

2
1

14

315
2

==

=+=

=+−=

o

o

o

x
x

xh

xxxg

xxxf

,)(

,)(

,)(
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تعريف مشتق بـه صـورت      با استفاده از     -2
x

xfxxf
xf

x ∆

−∆+
=′

→∆

)()(
lim)(

o

 مـشتق   ،

2تابع 
xxf   .  را بدست آوريد)(=

xxxf  مشتق تابع-3 −= 2
  .  بيابيد و آن را تفسير كنيدox=2 را در نقطه )(

  .  مشتق توابع زير را بيابيد-4

x

xx
xh

x
x

xg

xxxxf

−

−
=

+−=

−++−=

1

2

4
2

143

3

25

)(

)(

)(

  

 در توابع زير -5
dx

dy
  .  را بيابيد

xxy
x

y
x

x
y cossin,

cot
,

sin
85

1
4

+−===  

  . هاي زير را در نقطه داده شده بيابيد معادله خط مماس بر منحني-6

2

13

12
4

3

π
==

−=−=

=−=

o

o

o

xxxh

xxxxg

xxxxf

,sin)(

,)(

,)(

  

  .  مشتق بگيريد-7

( )
4

3
2

4

+
==⋅=

x
xhxxgexxf

x
x )(,ln)(,)(  

xxxf  شيب خط مماس بر منحني-8 ln)(   . بيابيد ox=1 را در نقطه =2

)(][ مشتق تابع  -9 xxxf ⋅=  را در نقطه 3
2

5
=oxبيابيد .  

22 تابع -10 −+= xxxf    در چه نقاطي مشتق پذير نيست؟ )(

xxxfاگر  -11
12 4 −−= sin)( ، )(of   . ا بيابيد ر′
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xxxfاگر  -12
13 −= tan)( ، )( 1−′fرا بيابيد  .  

3معادله خط مماس بر منحني  -13 xxf   .  بيابيدo=x را در نقطه )(=

14- a و b ده شده رويدا را طوري بيابيد كه تابع Rمشتق پذير باشد  .  







<+

≥+
=

21

2
2

3

xbx

xax
xf )(  

  

   مشتق تابع مركب-8

ufy)( فرض كنيم    .)قاعده زنجيري ( مشتق تابع مركب   قضيه تابعي مشتق پـذير از      =

u و )(xuu  xنسبت بـه    f باشد، در اين صورت مشتق تابع        xتابعي مشتق پذير از       =

  . به صورت زير است

)()())(( xuufxuf x
′⋅′=′ 

    به عبارت ديگر

)()()( xuuyxy ′⋅′=′ 

 

  . به صورت زير تبديل مي شود  ،مشتققاعده زنجيري برحسب نماد ديگر . توجه

dx

du

du

dy

dx

dy
⋅=  

714مشتق تابع . مثال )( −= xyرا بيابيد  .  

14   دهيمقرار مي. حل −= xu    7      پس
uy =  

  لذا

66 142847 )()(

)()()(

−=⋅=′

′⋅′=′

xuy

xuuyxy
  

))(( هرگاه   .نكته مهم  xufy هـاي مـشتق ضـريب       ، بنابه قاعده زنجيري به تمام فرمول       =

)(xu′ براي نمونه چند فرمول مشتق مركب در زير آمده است. گردداضافه مي .  

  

unuu
nn ′⋅=′ −1

)(  
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u
u

u ′⋅=′
2

1
)(  

uuu

uuu

uuu

′⋅=′

′⋅−=′

′⋅=′

2sec)(tan

sin)(cos

cos)(sin

  

           uee
uu ′⋅=′)(  

   ( )

2
1

1 u

u
u

u
u

u
u

u

u
u

+

′
=′

′⋅=
′

′
=′

− )(tan

)(ln

  

13تابع مشتق . مثال −= xyرا بيابيد  .  

         .حل

                           )(, 1
2

1 3 −=′⋅=′ xuu
u

y  

2

3
3

12

1
x

x
y ⋅

−
=′  

)sin(مشتق تابع . مثال xxy 54   . را بيابيد =+

                         .حل

)(,cos xxuuuy 54 +=′⋅=′  

)()cos( 545 34 +⋅+=′ xxxy  

)ln(ق تابع مشت. مثال 18 2 += xyرا بيابيد .  

   .حل

)(, 18 2 +=
′

=′ xu
u

u
y  
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18

16
2 +

=′
x

x
y  

xyمشتق تابع . مثال sin=را بيابيد .  

  .حل

)sin(, xuu
u

u
y =′⋅=′  

x
x

x
y cos

sin

sin
⋅=′  

xxfمشتق تابع . مثال
3

sin)(  را در نقطه =
4

π
=oxبيابيد  .  

  .حل

)sin(, xuuuy =′⋅=′ 23  

xxy cos.sin
23=′  

4

23

2

2

2

2
3

4

2

=⋅









=′ )(

π
f  

82شيب خط مماس بر منحني . مثال 3)( −= xy 2 را در نقطه=oxبيابيد  .  

     .حل

xxy

uuy

238

8
72

7

⋅−=′

′⋅=′

)(
  

        322 =′= )(ym  

=+4  منحني تابعخط مماس بر شيب. مثال x
exf   .  بيابيدx=1  را در نقطه)(

  . حل

)(. 4+=′=′ xuuey
u  

x
ey

x

2

14 ⋅=′ +  
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5

2

1
1 efm =′= )(  

xxfاگر . مثال xxg و )(= sin)(   .بيابيد xرا نسبت به xgfο)(، مشتق  =

  . حل

xxgfy sin)( == ο  

)sin(, xuu
u

y =′⋅=′
2

1
 

x
x

y cos
sin

⋅=′
2

1
  

 اگر. مثال
1

1
3 +

=′
x

xf )( ، مشتق تابع )( xfرا بيابيد  .  

xuدهيم قرار مي. حل ufy)( و =    داريم=

)()( xuufy ′⋅′=′  

xu
y

2

1

1

1
3

⋅
+

=′  

xx
y

2

1

1

1
3

⋅
+

=′
)(

  

  

   مشتق مراتب بالاتر-9

xfy)(اگر    . شود به صورت زير تعريف ميf  ، مشتق مراتب بالاتر=

  

f                                                      )(xfمشتق مرتبه اول  ′  

)())((                                      fمشتق مرتبه دوم  ′′=′′ xfxf  

)())((                                     f مشتق مرتبه سوم
)( ′′′= xfxf

3    

             M                                                                M  

)())((                                   f ام nمشتق مرتبه  )()( ′= −
xfxf

nn 1  
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برحسب نماد  مشتق مراتب بالاتر .توجه
dx

df
  .  به صورت زير است 

)(

)(

)(

)(
xf

dx

fd

xf
dx

fd

xf
dx

df

n

n

n

=

′′=

′=

M

2

2

  

43اگر . مثال 234 +−−= xxxxf   .  را بيابيدf مشتق مرتبه سوم)(

  . حل

1824

21812

294

3

2

23

−=

−−=′′

−−=′

xxf

xxxf

xxxxf

)(

)(

)(

)(

  

xxfاگر . مثال ln)( = ،)(2f   .  را بيابيد′′

  . حل

4

1
2

1

1

2

−=′′

−=′′

=′

)(

)(

)(

f

x
xf

x
xf

  

3 اگر. مثال
3

3

++= x
x

yدار ، مق x را طوري بيابيد كه در آن yy ′′=′  

  . حل

xy

xy

2

12

=′′

+=′
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xxyy 212 =+⇒′′=′  

                                1122 =⇒=+−⇒ xxx o  

x مشتق مرتبه صدم تابع. مثال
exf
  . بيابيد o=x را در نقطه )(=2

  . حل

xx

x

eexf

exf

222

2

24

2

==′′

=′

)(

)(
  

M

xx
eexf
2323 28 ==)(

)(

  

x
exf
211 2 oooo =)(

)(  

      
oooo

o
11 2=)(

)(
f  

  

  گيري ضمنيتق مش-10

xxyدر تابع    32 −=   ،y       به طـور صـريح برحـسب x           بيـان شـده اسـت ولـي در رابطـه  

o=−+ xyyx 722، y به طور ضمني برحسب x يتوابع ضمن باشد، فرم كليمي   

),(=o بصورت yxfآورده شده استتابع ضمني در زير چند.  است .  

o

o

=+−=

=−+=

4432

4

yxyxyxf

yxyxf

),(

),(
  

  

),(=o  باشـد كـه بـا رابطـه ضـمني          x  تابعي مشتق پـذير از     y فرض كنيم .قضيه yxf 

  . آيد از فرمول زير بدست ميx نسبت y مشتق ،بتعريف شده باشد، تحت شرايط مناس

y

x

f

f
y

−
=′  

 yf   همچنين  ).شود ثابت محسوب مي   y( . است x نسبت به    f مشتق ،  xfدر اين فرمول  

  ).شود ثابت محسوب ميx. ( استy نسبت به fمشتق

422 در معادله. مثال =+ yx ،y′را بيابيد .  
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  . حل

y

x

y

x

f

f
y

yxf

y

x −=−=−=′

=−+=

2

2

422
o

  

5432 را در معادله x نسبت به yمشتق . لمثا ++= yxyxبيابيد  .  

  . حل

o=−−−= 5432
yxyxf  

13

42
22

3

−

−
−=−=′

yx

xy

f

f
y

y

x  

o1322خط ممـاس بـر منحنـي        معادله  . مثال =−++ yyxyx      را در نقطـه ),( 32A 

  . يدبياب

  . حل

32

2

1322

−+

+
−=−=′

=−−++=

yx

yx

f

f
y

yyxyxf

y

x

oo

  

),(در نقطه   خط مماس،شيب y=3 و x=2 به ازاي 32A آيدبدست مي .  

5

7

362

34
−=

−+

+
−=′= ym  

  

5

29

5

7

2
5

7
3

+−=

−−=−

−=−

xy

xy

xxmyy

)(

)( oo
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  تمرين  -11

  .  مشتق بگيريد-1
o132 741 )()(,)cos()(,)( xxxhxxxgxxf −=+=−=  

بر منحني  شيب خط مماس -2
)ln( 11 ++

=
x

x
y را در نقطه o=xبيابيد  .  

  .  مشتق بگيريد-3

3 8
2

)cos()(,)(,)ln(sin)( xxhexgxxf
x ===

−

  

در توابع زير  -4
dx

dy
  . را بيابيد

       









=

x
y

1
tan       ,ln xy =           ,3 xxy +=  

xاگر  -5
exf 42  و )(= −= xxu ufy)( و )(   مطلوبست ،=

dx

dy
   

124 اگر -6 35 −+−= xxxxf    . بيابيد x=1 را در نقطه f مشتق مرتبه سوم ،)(

cbxaxy  در تابع-7 ++=  داشته x=1در نقطه بيابيد كه  را طوري b ، مقدار2

yyباشيم  ′′=′  

234 را در معادله ′y، مشتق گيري ضمني با استفاده از -8 235 =−+ yxyx بيابيد .  

، با استفاده از مشتق گيري ضمني -9
dx

dy
722 را در معادله  =++ yxyxبيابيد  .  

1422 شيب خط مماس بر منحني -10 ++= yxy را در نقطه ),( 12−Aبيابيد  .  

453322خــط ممــاس بــر منحنــي     -11 =−+++ )ln()ln( yxxyy نقطــهدر  

),( 21−A محور y كنداي قطع ميرا در چه نقطهها .  

  اگر -12
31 x

x

x

xfxxf

x +
=

∆

−∆+

→∆

)()(
lim

o

)( ، مشتق تابع    232 +− xxf  را 

  . بيابيد

xxfمشتق مرتبه پنجاه و هشتم تابع  -13 sin)(  را در نقطه =2
6

π
=x بيابيد .  
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  .  مشتق بگيريد-14

( )xxf
1−= sin)(  

( )xxg tantan)( 1−=  

)(lnsin)( xxh
1−=  

  

  

   ديفرانسيل تابع -12

xfy)(  كنيمفرض دهيم مي  نشانdyمشتق پذير باشد، ديفرانسيل اين تابع را باتابعي =

  .شودزير تعريف ميو به صورت 

xxfdy ∆′= )(  

4ديفرانسيل تابع . مثال
xy   .  را بيابيد=

                                                            . حل

xxxydy ∆⋅=∆⋅′= 34  

   بكار ببريم، داريمx اگر تعريف ديفرانسيل را براي متغير مستقل

xdxxxxdx ∆=⇒∆=∆′= )(  

xfy)( تابع لذا ديفرانسيل    برابر است با =

dxxfdy )(′=  

  . در زير حساب شده استچند تابع ديفرانسيل 

xdxxd

dxxxxd

cos)(sin

)()(

=

−=− 6864 2

  

dx
x

x
x

d 







+−=








+ 4

1
4

1
2

  

xxxfاگر. مثال −=   . حساب كنيدx=1 را در نقطه f ، ديفرانسيل )(4

  . حل

dxxdf

dxxfdf

)(

)(

14 3 −=

′=
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   داريم x=1به ازاي 

dxdf 3=  

xxyاگر . مثال 22 21 را به ازاي y، ديفرانسيل =− ==∆ xx ,/oحساب كنيد  .  

  .لح

xydy ∆′=  

xxdy ∆−= )( 22  

   داريمo=∆x/1 و x=2به ازاي 

212 // oo =×=dy  

ما قبلاً    .تذكر
dx

dy
xfy)( را به عنوان مشتق تابع        بيان كرده بـوديم، ايـن       x نسبت به    =

  نماد با مفهوم ديفرانسيل سازگار است زيرا 

dxxfdyxf
dx

dy
)(,)( ′=′=  

xfy)(فرض كنيم تابع   دهيم ، قرار ميباشد مشتق پذيرoxدر نقطه=

oxxx )()(  و     ∆=− oxfxfy −=∆  

                               بنا به تعريف مشتق  

x

y
xf

x ∆

∆
=′

→∆ o
o lim)(  

  هاي كوچك داريم∆xبه ازاي 

xxfy

x

y
xf

∆′≅∆

∆

∆
≅′

)(

)(

o

o  

)()( با جايگذاري oxfxfy   .آيد تقريب زير بدست مي، اخير  در رابطه∆=−

xxfxfxf        )  هاي كوچك∆xبراي ( ∆′+≅ )()()( oo  

  . تقريبي استفاده كردتوان براي محاسبات از اين رابطه مي

  .  را بيابيدo1مقدار تقريبي   ،با استفاده از ديفرانسيل. مثال

xxf دهيمقرار مي. حل          .  است 9، داردصحيح كه جذرo1 عدد به ، نزديك ترين )(=
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191
9

1
=−=∆⇒





=

=
o

o

o

x
x

x
  

  پس

1631
6

1
31

1991

6

1
9

2

1

/

)()()()(

)()()(

)(,)(

=×+≅

⋅′+≅

∆′+≅

=′=′

o

o

oo

fff

xxfxfxf

f
x

xf

  

            بنابراين

1631 /≅o  

3 مقدار تقريبي. مثال 57   .را بيابيد /

3 دهيمقرار مي. حل xxf =)(  

5
8

57
/

/
oo

o

−=−=∆⇒




=

=
xxx

x

x
  

   پس

12

1
8

3

1
3 2

=′=′ )(,)( f
x

xf  

)/()()()/(

)()()(

58857 o

oo

−⋅′+≅

∆′+≅

fff

xxfxfxf
  

951
12

5
2573 /

/
/ =

−
+≅

o
  

  بنابراين

951573 // ≅  
  

   مشتق تابع معكوس-13

xfy)(فرض كنيم .قضيه baf تابعي يك به يك و مشتق پذير و=   ، تحتباشد )(=
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−1  تابع مشتق، شرايط مناسب
f  در نقطه b  برابر است با  

)(
)()(

af
bf

′
=′− 11.  

xfy)(اگر .توجه yfx)( آنگاه   ،=
 و مـشتق تـابع معكـوس برحـسب ديفرانـسيل            =−1

  . شودصورت تبديل ميدين ب

dx

dydy

dx 1
=  

35 اگر. مثال 23 xxxf −1 ، مشتق تابع )(=+
f  را در نقطه),(   .  بيابيد15

51داريم . حل =)(f  

211615 24 =′→+=′ )()( fxxxf  

21

1

1

1
5

1

1

1

=
′

=′

′
=′

−

−

)(
)()(

)(
)()(

f
f

af
bf

  

)ln( اگر. مثال xxy +=    و2
t

t
x

32 +
 مقدار، =

dy

dt
  .  بيابيدt=1   را در نقطه

  بنا به قاعده زنجيري  ، x=5آيد بدست مي t=1به ازاي . حل

  

dt

dx

dx

dy

dt

dy
⋅=  








 +−
⋅

+

+
=

22

32212

t

tt

xx

x

dt

dy )(
  

  اريم د x=5 و t=1به ازاي 

oo 1

11

1

3

3

11
−=







 −








=

dt

dy
  

  بنا به مشتق تابع معكوس
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dt

dydy

dt 1
=  

  x=5  و t=1 و به ازاي

11

1

1

11
1 o

o

−=

−

=
dy

dt
  

 

   مشتق لگاريتمي-14

  گاريتميروش را مشتق ليك معادله ابتدا لگاريتم و بعد مشتق گرفت، اين توان از طرفين مي

  . ناميم مي

 مشتق تابع . مثال
x

x
y

1+
  . را به روش مشتق لگاريتمي بيابيد=

 از طرفين تساوي. حل
x

x
y

1+
=،ln گيريممي .  

xxy

xxy

x

x
y

ln)ln(ln

ln)ln(ln

lnln

−+=

−+=










 +
=

1
2

1

1

1

  

   .گيريممشتق مي xنسبت به تساوي از طرفين 









−

+
=′

−
+

⋅=
′

xx
yy

xxy

y

1

12

1

1

1

1

2

1

)(

  

 









−

+

+
=′

xxx

x
y

1

12

11

)(
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   .دهد را افزايش ميگيريسرعت مشتق مشتق لگاريتمي از استفاده ،  بعضي از توابعدر .نكته

مشتق تابع . مثال
53

2

34

11

)()(

)(

−⋅+

−⋅+
=

xx

xx
yرا بيابيد .  

  . گيريم ميlnاز طرفين تساوي. حل

)ln()ln()ln()ln(ln 35431
2

1
12 −−+−−++= xxxxy  

  .گيريم مشتق ميتساوي از طرفين

  

3

5

4

3

12

1

1

2

−
−

+
−

−
+

+
=

′

xxxxy

y

)(
  

  










−
−

+
−

−
+

+
⋅

−+

−+
=′

3

5

4

3

12

1

1

2

34

11
53

2

xxxxxx

xx
y

)()()(

)(
  

  

xمشتق تابع . مثال
xy

sin= را بيابيد .)( o>x  

  .گيريم ميlnاز طرفين تساوي .حل

xxy lnsinln ⋅=  

  . گيريماز طرفين مشتق مي

x

x
xx

y

y sin
lncos +⋅=

′
  









+⋅=′

x

x
xxxy

x sin
lncos

sin  

  

   تمرين -15

  . توابع زير را بيابيد ديفرانسيل -1

1
443

2 −
=+=+−=

x

e
xhxxgxxf

x

)(,)(,)(  
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132 ديفرانسيل تابع -2 2 +−= xxy1 را به ازاي=x2  و/o=∆xبيابيد .  

 ديفرانسيل تابع -3
x

x
xf

12 −
  .  بيابيدx=2 را به ازاي )(=

4-x∆        چقدر باشد تـا ديفرانـسيل تـابع 
x

x
xf

sin

cos
)(

−
=
1

  در 
6

π
=x    2  برابـر بـا/o 

  ؟ باشد

  . با استفاده از ديفرانسيل بيابيدرا  17 مقدار تقريبي -5

  . ديفرانسيل بيابيد را با استفاده از 24  مقدار تقريبي-6

3 مقدار تقريبي ، با استفاده از ديفرانسيل-7 2 14214 )/()/( oo   .  را بيابيد−

123اگر  -8 −+= xxxf xf)(تابع مشتق ،)(
),(ر نقطه  را د −1 o1−Aبيابيد .  

425  اگــر-9 35 −++= xxxxf ــابع )( xf)( ، مــشتق ت
 x=4 را در نقطــه−1

  . بيابيد

مشتق تابع  -10
32

3

64

6512

+⋅+

−⋅−
=

xx

xx
y

)(

)(
  .  بدست آوريدx=2 را در نقطه 

  .  بدست آوريدمشتق توابع زير را -11

xx
xxgxxf

1

1)()(,)( +==  

) ات نسبت تغيير-12 )xx بر  2−







−

x
x

1
  . بيابيد x=1را در  

  .  نسبت تغييرات مفهوم مشتق دارد:راهنمايي
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  اشتدياد



  

  

  

  

  

  

  

  

  پنجمفصل 

  كاربردهاي مشتق

  

 مـثلاً . باشـد ها مـي  يكي از كاربردهاي مهم مشتق، تعيين بيشترين يا كمترين مقدار كميت               

 يـا تعيـين     ،كمترين مواد مصرف شده براي ساختن يك قوطي حلبي با حجمـي معلـوم               تعيين  

  . دباش بيشترين ،د روزانه از نوعي كالا به طوري كه سود كلتوليتعداد 

  . از ديگر كاربردهاي مشتق استحد توابع مبهم و رسم توابع محاسبه      

  

  ها و نقاط بحراني اكسترمم-1

xfy)( تابع .تعريف  در نقطه    =
o

x   نقطـه   در اطـراف    هرگاه   ، ماكزيمم نسبي دارد
o

x تـابع 

)(
o

xfبيشترين مقدار را داشته باشد  .  

xfy)(همچنين تابع     در نقطه    =
o

x   هرگاه در اطراف نقطه      ، مينيمم نسبي دارد 
o

x  تـابع 

)(
o

xfكمترين مقدار را داشته باشد  .  

xfy)( تــابع .تعريــف  روي يــك فاصــله در نقطــه =
o

x هرگــاه ،ماكــسيمم مطلــق دارد 

)(
o

xf بيشترين مقدار fروي اين فاصله باشد  .  

ــين  ــابع همچن xfy)(ت ــه = ــله در نقط ــك فاص  روي ي
o

xــق دارد ــيمم مطل ــا، مين ه  هرگ

)(
o

xf كمترين مقدارfروي اين فاصله باشد  .  

  . ناميمنقاط ماكسيمم يا مينيمم را نقاط اكسترمم مي .توجه
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y 

x 

54321 xxxxx

xfy)( در شكل زير نقاط اكسترمم نسبي و مطلق تابع           .مثال ],[ روي فاصله    = 51 xx   بـه 

  .  نشان داده شده استطور هندسي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

f 1 در نقطهxمينيمم مطلق دارد  .  

f 2 در نقطهxماكسيمم نسبي دارد  .  

f 3 در نقطهx رد دانسبي مينيمم .  

f 4 در نقطهxمطلق داردنسبي و  اكسيمم م .  

f 5 در نقطهx اكسترمم نسبي و مطلق ندارد .  

نقطه .تعريف
o

x  متعلق به دامنهf   ين را نقطه بحراf  هرگـاه    ، نـاميم مـيo
o

=′ )(xf  يـا 

)(
o

xf   .  وجود نداشته باشد′

342 نقاط بحراني تابع .مثال 2 +−= xxxf   . را بيابيد )(

′=o معادله ،f براي تعيين نقاط بحراني.حل )(xfكنيم حل مي را .  

144 =→=−=′ xxxf o)(  

1=x نقطه بحراني fاست .  

13 نقاط بحراني تابع .مثال 23 +−= xxxf   .  را بيابيد)(
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y 

x 

  ست اصعودیfتابع

  . حل





=

=
→=−→=−=′

2
2363 2

x

x
xxxxxf

o
oo )()(  

o=x 2 و=x نقاط بحرانيfهستند .  

3 نقطه بحراني تابع .مثال xxf   .  را بيابيد)(=

    .حل

3 23

1

x
xf =′ )(  

)(of   .  استf نقطه بحراني o=x بنابراين . وجود ندارد′

  

  هاي نسبي  تعيين اكسترمم-2

xfy)( ابعت    نيز افزايش x ،)(xfروي يك فاصله صعودي است، هرگاه با افزايش  =

  . يابد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xfy)(همچنين تابع     x  ،)(xf، هرگـاه بـا افـزايش        اسـت    را روي يك فاصله نزولـي        =

  . كاهش يابد
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x 

  ستنزولی اfتابع

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . توان تعيين نمود ميمشتق را با استفاده از دن تابعو نزولي بياصعودي 

xfy)(فرض كنيم تابع  .قضيه   .  روي يك فاصله پيوسته باشد=

′<oاگر روي اين فاصله ) الف )(xf آنگاه ،fروي اين فاصله صعودي است  .  

′>oاگر روي اين فاصله ) ب )(xfآنگاه ، fروي اين فاصله نزولي است  .  

باشد، لذا نقاط اكسترمم نـسبي را بايـد از          اكسترمم نسبي يك نقطه بحراني مي     هر نقطه    .توجه

  .بحراني انتخاب كردبين نقاط 

    نقطه بحراني⇐سترمم نسبي   نقطه اك

  

  هاي نسبياكسترممآزمون تعيين 

xfy)(فرض كنيم تابع     نقطه بحراني در اطراف    =
o

x   بجز احتمـالا در     (، مشتق پذير باشد

o
x (اگر )(xf بـور از نقطـه       هنگـام ع    ′

o
x          تغييـر علامـت دهـد، آنگـاه f    در نقطـه 

o
x 

  . اكسترمم نسبي دارد

xf)( بايد نسبي هاي براي تعيين اكسترمم، بنا به آزمون بالا.توجه   .  تعيين علامت شود′
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142 اكسترمم نسبي تابع .مثال +−= xxxf   . را بيابيد )(

xf)(. حل   . كنيمميرا تعيين علامت  ′

242 =→=−=′ xxxf o)(  

 2=x نقطه بحرانيfاست.  

  

  

  

  

  

  

f 2 در=xمينيمم نسبي دارد   .  

xxxxfهاي نسبي تابع اكسترمم .مثال 93 23   . را بيابيد )(=−−

       .حل





=

−=
→=−−=′

3

1
963 2

x

x
xxxf o)(  

  

  

           3            1−      

+  -  +  

  

x  

  

)(xf ′  

  

          
o

x  

+  -  

  

x  

  

)(xf ′  

          
o

x  

-  +  

  

x  

  

)(xf ′  

           2  

+  -  

  

x  

  

42 −=′ xf  

Minنسبی   Maxنسبی   
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f 1 در−=x 3 ماكسيمم نسبي و در=xمينيمم نسبي دارد .  

24 نسبي تابعنقطه اكسترمم . مثال  −= xxf   .  را بيابيد)(

  . حل

)()( 4
24

24
×

−

−
=′

x

x
xf  

2

1

24

816
=→=

−

−
=′ x

x

x
xf o)(  

  

  

          2
1  

+  -  

x  

  

816 −x  

+  +  24 −x  

+  
  

-  

  

  

)(xf ′  

  

f  در
2

1
=x مينيمم نسبي دارد .  

 هاي نسبي تابعاكسترمم .مثال
1

2

−

−
=

x

x
xf   . را بيابيد )(

  . حل

o=
−

+−
=

−

+−−
=′

2

2

2

2

1

2

1

12

)()(

)(
)(

x

xx

x

xxx
xf  

  

    نقاط بحراني




=

=
→=+−

2
22

x

x
xx

o
o  
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            2           o  

-  +  -  

x  

xx 22 +−  

+  +  +  21)( −x  

-  +  -  

  

)(xf ′  

  

f در o=x 2 مينيمم نسبي و در=xماكسيمم نسبي دارد  .  

  

   تعيين اكسترمم هاي مطلق-3

xfy)(تابع  فرض كنيم    ],[  فاصله روي = ba       هـاي  اكـسترمم  پيوسته باشد، بـراي تعيـين

بزرگتـرين    ، b و   a   نقطـه  دو و    در ايـن فاصـله      بين نقاط بحراني   ،  روي اين فاصله   fمطلق

  . باشد مينيمم مطلق ميf ماكسيمم مطلق و كوچكترين مقدار fمقدار 

322 مطلق تابعهاي  اكسترمم.مثال +−= xxxf ],[ را روي فاصله )(   . بيابيد −32

  .حل

122    نقطه بحراني  =→=−=′ xxxf o)(  

63

21

112

=

=

=−

)(

)(

)(

f

f

f

  

f 1 در=x2  مينيمم مطلق و در−=xماكسيمم مطلق دارد  .  

3تابع  مطلقهاي اكسترمم .مثال

2

xxf ],[را روي فاصله  )(=   . بيابيد −81

         .حل

3
3

1

3

2

3

2

x
xxf ==′

−

)(  
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)(of   .  استf نقطه بحرانيo=x لذا ، وجود ندارد′

48

11

=

=

=−

)(

)(

)(

f

f

f

oo  

f در o=x 8 مينيمم مطلق و در=x ماكسيمم مطلق دارد .  

ه اكـسترمم نـسبي داشـته    دقيقـاً يـك نقط ـ     خود دامنه روي   xf)(هرگاه تابع پيوسته     .نكته

  . باشد نيز ميfاكسترمم مطلق  ،آن نقطه،باشد

xxxf اكسترمم مطلق تابع .مثال 42 2   .  را بيابيد)(=−+

                                .حل

144 =→=+−=′ xxxf o)(  

  

                                

  

  

  

1=x تنها نقطه ماكسيمم نسبي f است، لذا f1 در=x ماكسيمم مطلق دارد .  

x اكسترمم مطلق تابع .مثال
exxf

−+= )()(   . را بيابيد 2

  . حل

o=+−=+−=′ −−−
))(()()( 212 xexeexf

xxx  

11       نقطه بحراني −=→=−−=′ −
xxexf

x
o)()(  

  

  

  

  

  

  

  

            1  

-  +  

  

x  

  

)(xf ′  

         1−  

-  +  

x  

  

1−− x  

+  +  
x

e
−

  

-  

  

+  

  

)(xf ′  
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x 

 تقعر به سمت بالا

o
x 

f1  در−=xماكسيمم نسبي و ماكسيمم مطلق دارد  .  

  .  و مجموع آنها حداقل باشد121 دو عدد مثبت طوري بيابيد كه حاصل ضرب آنها .مثال

  . دو عدد باشنداين  t وxفرض كنيم . حل

x
txt

121
121 =→=×  

txبايد  تابع  حداقل شود، پس بايد +
x

xxf
121

  . حداقل كنيم  را)(=+

( )),( ∞+= ofD  

11121
121

1 2
2

=→=→=−=′ xx
x

xf o)(  

f 11در=x روي فاصله ),( ∞+o 11 از ، دارد مينيمم مطلق=x نتيجه   

  .باشند مي11 و 11اين دو عدد بنابراين  ،t=11 شودمي

   

221111

1211111

=+

=×
  

  

   نقطه عطف-4

xfy)(تابع   .تعريف  در نقطه    =
o

x     نمـودار    هرگاه   ، تقعر به سمت بالا داردf    در اطـراف 

نقطه 
o

x  باشدبالاي خط مماس .  
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y 

x 
o

x 

 تقعر به سمت پايين

در نقطه  fهمچنين تابع 
o

xر  تقعر به سمت پايين دارد، هرگاه نموداfدر اطراف نقطه    

o
x  باشدزير خط مماس.  

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . كندبين جهت تقعر و مشتق دوم را بيان ميقضيه زير ارتباط 

xfy)( فرض كنيم .قضيه   .  تابعي مشتق پذير باشد=

oاگر ) الف
o

>′′ )(xf،نمودار  آنگاه f در نقطه 
o

xتقعر به سمت بالا دارد  .  

oاگر ) ب
o

<′′ )(xf ، آنگاه نمودارf در نقطه 
o

x تقعر به سمت پايين دارد .  

 در xf)(تابع  .تعريف
o

x ،هرگاه  نقطه عطف داردfنقطه  در 
o

x داراي خط مماس باشد 

 هنگام عبور از نقطه fو جهت تقعر
o

xعوض شود  .  

xf)(بايد ، f نقاط عطف تابع براي تعيين .توجه   .  تعيين علامت شود′′

xxxxf نقطه عطف تابع .مثال 43 23   . را بيابيد )(=−+

xf)(بايد . حل   .  تعيين علامت شود′′

463 2 +−=′ xxxf )(  

166 =→=−=′′ xxxf o)(  
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1=xنقطه عطف تابع fاست  .  

2نقاط عطف تابع  .مثال
34

612
x

xx
xf   .  را بيابيد)(=−−

  . حل





=

−=
→=−−=′′

−−=′

2

1
2

2
23

2

23

x

x
xxxf

x
xx

xf

o)(

)(

  

  

           2            1−      

+  -  +  

  

x  

  

)(xf ′′  

  

f 1 در−=x 2 و=xنقطه عطف دارد  .  

  . توابع درجه دوم نقطه عطف ندارند .تذكر

  

   تمرين -5

  .  توابع زير را بيابيد نقاط بحراني-1

2

1
412 22

−

+
=−=++−=

x

x
xhxxgxxxf )(,)(,)(  

  . هاي نسبي توابع زير را بيابيدرممت اكس-2

462 22 +−=−= xxxgxxxf )(,)(  

            1  

+  -  

  

x  

  

66 −=′′ xf  
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xxxfتابع هاي نسبي  اكسترمم-3 123   . را بيابيد )(=−

12 مطلق تابع هاياكسترمم -4 += xxf ],[را روي فاصله  )(   . بيابيد −21

184  مطلق تابعهاياكسترمم -5 23 +−= xxxf ],[ را روي فاصله )(   .  بيابيد−11

  . مطلق توابع زير را بيابيدهاي اكسترمم -6

1463 2 +−=+−= xexgxxxf
x

)(,)(  

 نسبي و مطلق تابع هاياكسترمم -7
2

x
exf

  . را بيابيد )(=−

  . آنها حداكثر باشد و حاصلضرب 29 بيابيد كه مجموع آنها مثبت دو عدد -8

xxxfتابع  نقاط بحراني -9 −= 2
  .  را بيابيد)(

  . نقاط عطف توابع زير را بيابيد -10

1742543 232 −++−=++−= xxxxgxxxf )(,)(  

تابع  نقاط عطف -11
1

1
2

2

+

−
=

x

x
xf   . را بيابيد )(

23 را طوري بيابيد كه تابع       b و   a مقدار   -12
bxaxxf ),( در نقطه    )(=+ 21A  نقطه 

  . عطف داشته باشد

  

  توابع رسم نمودار  -6

  . كنيماستفاده مي موارد زير  ازبراي رسم توابع

   تعيين دامنه -1

  .  ميل مي كند±∞ به سمت xوقتي  محاسبه حد -2

  نقاط اكسترمم نسبي تعيين -3

   تعيين نقاط عطف-4

  )در صورت لزوم( تعيين زوج يا فرد بودن تابع -5

  )در صورت لزوم( استفاده از نقاط كمكي -6

322 نمودار تابع .مثال +−= xxxf   . را رسم كنيد )(

                                     .حل

RD f =  
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3 

1 

2

322 +−= xxy

+∞==+−=
±∞→±∞→±∞→

22 32 xxxxf
xxx
limlim)(lim  

122     نقطه بحراني  =→=−=′ xxxf o)(  

  

  

  

  

  

f 1 در=xمينيمم نسبي دارد .  

21 =)(f  

  ) .تابع نقطه عطف ندارد ( .كنيمنقطه كمكي استفاده ميبه عنوان of)(=3از نقطه

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

22تابع  نمودار .مثال +−−= xxxf    را رسم كنيد )(

            .حل

RD f =  

            1  

+  -  

  

x  

  

)(xf ′  
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x 

2
1−

4
9

2−
 

1 

 

22 +−−= xxy

−∞=−=
±∞→±∞→

2
xxf

xx
lim)(lim  

      نقطه بحراني 
2

1
12 −=→=−−=′ xxxf o)(  

  

  

  

  

  

  

f در 
2

1
−=xماكسيمم نسبي دارد  .  

4

9

2

1
=− )(f  

  . كنيممي به عنوان نقطه كمكي استفاده fهاياز ريشه





=

−=
→=+−−→=

1

2
22

x

x
xxxf oo)(  

oo ==− )(,)( 12 ff  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

        2
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)(xf ′  



127  كاربردهاي مشتق                                                                                 

333 نمودار تابع .مثال +−= xxxf   . را رسم كنيد )(

        . حل

RD f =  

±∞==
±∞→±∞→

3
xxf

xx
lim)(lim  

133        نينقاط بحرا 2 ±=→=−=′ xxxf o)(  

  

  

  

  

  

  

  

  

f 1 در−=x 1 ماكسيمم نسبي و در=xمينيمم نسبي دارد  .  

1151 ==− )(,)( ff  

oo =→==′′ xxxf 6)(  

  

  

  

  

  

  

f در o=xنقطه عطف دارد  .   

3=)(of  

  

  

  

           1            1−      
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x  

  

)(xf ′  
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y

x

5

1− 1

3

1

333 +−= xxy

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xxxxfنمودار تابع  .مثال 43 23   .  را رسم كنيد)(=++

  .حل

RD f =  

o=++=′

±∞==
±∞→±∞→

463 2

3

xxxf

xxf
xx

)(

lim)(lim
  

o<−=−=−=∆ 12483642
acb  

)(xf   .  ريشه ندارد′

  

  

  

  

  

  

  . نسبي ندارداكسترمم  همواره صعودي است و نقطه fتابع

              

    ++     +  

  

  

x  

  

)(xf ′  
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x
1−

xxxy 43 23 ++=

166 −=→=+=′′ xxxf o)(  

  

  

  

  

  

f 1 در−=x دارد نقطه عطف .   

21 −=− )(f  

ooاز  =)(fكنيم به عنوان نقطه كمكي استفاده مي .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

24تابع  نمودار .مثال xxxf   .  را رسم كنيد)(=−

  . حل

],[ 22−=fD  
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+  -  

  

x  
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224           بحرانينقاط  2 ±=→=− xx o  

  

  

          2        2−                             
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x  

  

)(xf ′  

  

  

f 2 در−=x2مم نسبي و در  ميني=xماكسيمم نسبي دارد  .  

2222 =−=− )(,)( ff  

  .  نقطه عطف تابع استo=xشود با محاسبه معلوم مي

oo =)(f  

f زيرا  فرد استيتابع،  

)()( xfxf −=−  

  . كنيم به عنوان نقطه كمكي استفاده ميهاي تابعاز ريشه

  









=

−=

=

⇒=−=

2

24 2

x

x

x

xxxf

o

o)(  

  

  

oooo ==−= )(,)(,)( 22 fff  

  

  



131  كاربردهاي مشتق                                                                                 

y

x
2−

22

2−

2

2−

24 xxy −=

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   قاعده هوپيتال-7

 هاي مبهمدرمحاسبه حد،هرگاه يكي از صورت
o

o
 يا  

∞

∞
   تحت شرايط مناسب ،ظاهر شوند 

  . ده هوپيتال استفاده كرداز قاعتوان مي

ــال  ــده هوپيت ــه  .قاع ــراف نقط ــيم در اط ــرض كن ف
o

x ــع ــذير و  gو  f تواب ــشتق پ  م

o≠′ )(xgباشد.   
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حد تابع . مثال
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  حد تابع.مثال
82

8
2

3

−+

−
=

xx

x
xf   .  بيابيدx=2 را در نقطه )(
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حد تابع  .مثال
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  حد تابع.مثال
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x
lim  

o=
∞+

==
+∞→+∞→

11
xxxx ee

x
limlim 

 حد تابع .مثال
23

7
2

2

+

−
=

x

x
xf   .  بيابيدx→∞− را در )(

  . حل

3

1

6

2

23

7
2

2

==
+

−

−∞→−∞→ x

x

x

x

xx
limlim  
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تابع  حد. مثال
2

1

x

x
xf

cos
)(

−
  . بيابيدo=x را در نقطه =

  .حل

2

1

22

1
2

===
−

→→→

x

x

x

x

x

xxx

cos
lim

sin
lim

cos
lim

ooo

  

  .)از قاعده هوپيتال دو بار استفاده شده است(

  هاي مبهم ديگر مانندچنانچه با صورت .نكته
oo
oo ,,,, ∞∞−∞×∞ ∞1  

مواجه شديم بايد آنها را به صورت   
o

o
   يا 

∞

∞
تبديل كرده و بعـد از قاعـده هوپيتـال اسـتفاده       

  . نماييم

xxxfتابع   حد.مثال cot)(   .  بيابيدo=x  را در نقطه=

  . حل

=×∞     مبهم
→

o
o

xx
x

cotlim  

1
1

1

1

1
2

==
+

==
→→→ xx

x
xx

xxx tan
lim

tan
limcotlim

ooo

  

  

 حدتابع .مثال
xx

xf
sin

)(
11

  .  بيابيدo=x  را در=−

−=∞−∞    مبهم
→ xxx sin

lim
11

o

  

  

xxx

x

xx

xx

xx xxx cossin

cos
lim

sin

sin
lim

sin
lim

+

−
=

−
=−

→→→

111
ooo

  

  

                                     o
o

o

==
−

−
=

→ 22 xxx

x

x sincos

sin
lim  

  ).از قاعده هوپيتال دو بار استفاده شده است(
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حد تابع . مثال
x

x
xf 








+=

1
  . بيابيد x→∞+را در  )(1

  . حل

+∞              مبهم

+∞→
=








+ 1

1
1

x

x x
lim  

        دهيم قرار مي
x

x
y 








+=

1
1  

  .گيريم ميlnاز طرفين 









+=

x
xy

1
1lnln  

   .گيريماز طرفين حد مي

x

x

x
xy

xxx 1

1
1

1
1









+

=







+=

+∞→+∞→+∞→

ln

limlnlimlnlim  

1
1

1

1
1
2

1
1

1
2

=

+

=
−

=
+∞→

+

−

+∞→

xx

x

x

x

x
limlim  

  پس

 11 =→=
+∞→+∞→

)limln()ln(lim yy
xx

  

  شود نتيجه مي  ln(e(=1از اينكه  

ey
x

=
+∞→

lim  

  بنابراين 

e
x

x

x
=








+

+∞→

1
1lim  
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  )مراجعه شود به فصل سوم (.شود استفاده ميبعضي از حدوداز اين حد براي محاسبه  .تذكر

xحد تابع  .مثال
xxf   .  از سمت راست بيابيدo=x را در )(=

  .حل

o                 مبهم
o

o=
+→

x

x

xlim  

x  دهيم      قرار مي
xy =  

  .گيريم ميlnاز طرفين 

xxy lnln =  

  . گيريماز طرفين حد مي

o
ooooo

=−=
−

===
+++++ →→→→→

x

x

x

x

x
xxy

xxxxx

limlim
ln

limlnlimlnlim

2

1

1

1
  

  پس 

oo
oo

=→=
++ →→

)limln()(lnlim yy
xx

  

  شود نتيجه مي  o=)ln(1از اينكه 

1=
+→

y
x o

lim  

  بنابراين

1=
+→

x

x

x
o

lim  

  

   تمرين -8

  . زير را رسم كنيددرجه دوم ابع و نمودار ت-1

422542 22 ++−=+−= xxxgxxxf )(,)(  

)())(( نمودار تابع -2 22 +−= xxxf را رسم كنيد .  

  . ابع درجه سوم زير را رسم كنيدوار ت نمود-3

1162 33 +−=+−= xxgxxxf )(,)(  
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29  نمودار تابع-4 xxf   .  را رسم كنيد)(=−

3  نمودار تابع-5

2

xxf   .  را رسم كنيد)(=

−−+=o  رابطه نمودار-6 ))(( 12 xyyx را رسم كنيد .  

  . حد بگيريد-7

x

x

x

xx

x

x

xxx 5

4

4

13

3

27
2

2

2

3

3

)sin(
lim,lim,lim

o

o

→→→ −

−+

−

−
  

  .  حد بگيريد-8

xx

x

e

x

x

x

x
xxx 4

3

2

8 2

++→+∞→→ oo

lim,lim,
)tan(

)sin(
lim  

 حد تابع -9
x

x
xf

3
ln

)(   . بيابيد x→∞+را در  =

 حد تابع -10
x

x
xf

1

1

−

−

=
sin

tan
  .  بيابيدo=x را در )(

x حد تابع -11
xxf

sin
)(   .  بيابيداز سمت راست o=x را در =

حد تابع  -12
x

x
xf

6

4

1
1 








  .  بيابيدx→∞+ ار در )(=+

 حد تابع -13

x

x

xx
xf 











+

−
=

1

2
2

2

  . بيابيدx→∞+  را در )(

  

   چند مثال كاربردي -9

  تابع هزينه 

 واحـد پـول باشـد، تـابع     xf)( برابـر بـا   ،د از يـك كـالا   واح ـxفرض كنيم هزينه كل توليد  

)(xfTC   . ناميم ميهزينه كل را تابع =

822  اگـر   مثال به عنوان  ++== xxxfTC هزينـه توليـد    تـابع هزينـه كـل باشـد،        )(

o1 1281واحد كالا برابر با =)( ofباشد واحد پول مي .  
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   تابع هزينه خواص

1- oo ≥)(f  

2- o>′ )(xf  

′′<oهاي بزرگ  x به ازاي -3 )(xf  

xfTC)(اگر    . ناميم مييهزينه نهاي را f مشتق تابع ، تابع هزينه كل باشد=

)(xfMC ′=  

  .  تقسيم بر كل توليد كل هر واحد از كالا برابر است با هزينههزينه متوسطهمچنين 

x

xf

x

TC
AC

)(
==  

oo22دلار يخچال خانگي برحسبxهزينه كل توليد. مثال ++== xxxfTC )( 

  . ط و هزينه نهايي در سطح توليد سي يخچال را بيابيد هزينه كل، هزينه متوس،دباشمي

   داريم o3=xبه ازاي  .حل

oo 1133 == )(fTC  

  . استدلار  o113يخچال o3هزينه كل توليد 

x

xf
AC

)(
=  

  o3=xبه ازاي 

6637
3

3
/

)(
==

o

of
AC  

6637 هزينه متوسط توليد يك يخچال در اين سطح توليد   .  دلار است/

12 +=′= xxfMC )(  

  o3=xبه ازاي 

613 =′= )( ofMC  

  توليد سي و لذا هزينه  )مشتقمفهوم (.  استxهزينه نهايي ميزان تغيير هزينه كل نسبت به 

  . دلار است61يكمين يخچال برابر با 

xfy)(فرض كنيم         هزينـه متوسـط داراي نقطـه مينـيمم          تـابع هزينـه كـل و تـابع           =

  داريم ،باشد
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x

xf
xf

x

xfxxf

x

xf

)(
)(

)()()(

=′⇒

=
−′

=

′









o

2
  

  

در نقطه مينـيمم آن برابـر       ابع هزينه متوسط    تابع هزينه نهايي با ت     ،دهدمحاسبات بالا نشان مي   

هرگـاه هزينـه متوسـط و       شـود،   توليد مـي  كالا با كمترين هزينه متوسط      ،  ديگراست، به عبارت    

  . هزينه نهايي با هم برابر باشند

  

  تابع تقاضا و تابع درآمد

 بـين ايـن دو را بيـان    كالا باشد، معادله تقاضـا رابطـه   يك واحد   قيمت   P تعداد تقاضا و   xاگر  

xfP)( تابعبا   x برحسب   Pفرض كنيم . كندمي  تـابع را  fبيان شود،در ايـن صـورت      =

مـثلاً  .  واحد از كالا باشد    xكالا است وقتي كه تقاضا براي        بهاي يك واحد     Pناميم و  مي تقاضا

xxfP در تابع    −==  آن واحـد كـالا، قيمـت يـك واحـد      8تقاضاي  ، در سطح  )(17

38برابر  =)(fواحد پول است  .  

xfP)(اگر        تقاضا كم و    ،قيمت نامنفي هستند و با افزايش       P و   x،  تابع تقاضا باشد   =

))(( . نزولي استxf)(يابد، به عبارت ديگر  تقاضا افزايش مي،با كاهش قيمت o<′ xf   

  . استبه صورت زير ) دريافت كل(درآمد كل تابع    

PxTR ×=  
  يا

)(xfxTR ⋅=  

 بدست سود كلاز تفاضل اين دو ،و درآمد كل باشند به ترتيب هزينه كل TR و TCاگر 

  آيدمي

TCTR −=Π  
322 معادله تقاضا در بنگاهي به صورت ،انحصاري در شرايط .مثال =+ xPباشد مي.  

) x   و  تعداد واحد توليد P        اگـر هزينـه كـل برابـر بـا          ) . قيمت يك واحد برحـسب دلار اسـت

822 ++= xxTC؟شود سود بنگاه ماكسيمم مي، در چه سطحي از توليد، باشد   
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  . حل

833

82232

232232

2

22

2

−+−=Π

++−−=−=Π

−=−=×=

xxx

xxxxTCTR

xxxxPxTR

o)(

)()(

)(

  

  . يابيممي را xΠ)(ع ماكسيمم تاب

536 =→=+−=Π′ xxx oo)(  

در سـطح   بنـابراين    .ماكسيمم نـسبي دارد   x=5 در   xΠ)( ديده مي شود كه تابع    بسادگي  

  .شودعايد بنگاه مي  بيشترين سود، واحد كالا5توليد 

  

  سود نهايي و نهاييدرآمد 

  . ندوش ناميده ميسود نهايي و درآمد نهايي مشتق درآمد كل و مشتق سود كل به ترتيب 

))((   درآمد نهايي ′= xTRMR  

  ′xΠ)(                      سود نهايي

  

TCTRاز رابطه  −=Π گيريممشتق مي .  

MCMRTCTRx −=′−=Π′ )()(   

  داريم  

MCMRx =⇒=Π′ o)(  

. با هم برابر باشند  در تعداد توليدي است كه هزينه نهايي و درآمد نهايي،يعني ماكسيمم سود

  )در صورت وجود ماكسيمم(

   دلار75 هر واحداي كالاي خود را به قيمت رقابت كامل، كارخانه در يك شرايط .مثال

oo1252 واحد از اين كالا در روز برابر xاگر هزينه توليدفروشد،  مي ++= xxTC 

  . كالا در روز بايد توليد شود تا سود كل روزانه ماكسيمم گردد چه تعداد ،باشد

  . حل

xxPTR 75==  
7575 =′=′= )()( xTRMR  

2521252 +=′++=′= xxxTCMC )()( oo  
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  گاه هرسود ماكسيمم است 

MRMC =  

2575252 =→=+ xx  
  . شودسود ماكسيمم مي،  واحد كالا در روز25با توليد 

  

  كشش

xfy)( كنيم فرض به صورت زيـر تعريـف       xمستقل نسبت به متغير     yاي، كشش نقطه  =

  .شودمي

y

x

dx

dy

E

E

x

y
⋅=  

نـسبت بـه تغييـرات نـسبي      را yعددي است كه ميزان حساسيت تغييرات نسبيكشش مقدار   

xكند در يك نقطه اندازه گيري ميرا .  

از كـشش بـراي   شـد، اغلـب      قيمت يـك واحـد كـالا با        P تعداد تقاضا كالا و    xفرض كنيم       

  . شودتغييرات قيمت استفاده ميحساسيت تقاضا در مقابل 

x

P

dP

dx

E

E

P

x ⋅=  

  . شود مقدار كشش منفي مي،تقاضا بنا به نزولي بودن تابع .تذكر

2522معادله تقاضا براي كالايي به صـورت         .مثال =+ Px  اسـت ) .x    و  تعـدادP   قيمـت 

  چقدر است؟  P=4تقاضا در قيمت كشش ) .است

2522در معادله . حل =+ Px 4 از=P3آيد  بدست مي=x   

=+−=o دهيم  قرار مي 2522
Pxf  

  اريم با استفاده از مشتق ضمني د

x

P

x

P

f

f

dP

dx

x

P −=−=−=
2

2
  

  بنا به فرمول

2

2

x

P

x

P

dP

dx

E

E

P

x −== .  
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  .آيد بدست ميx=3 و P=4در نقطه 

771
3

4
2

2

/−=−=
P

x

E

E
  

  . باشد مي−/771 برابر با P=4تقاضا در قيمت بنابراين كشش 
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