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شـويم  بيش متوجه مي كم و.)توان ثابت كرد مسير حركت زمين به دور خورشيد بيضي است    مي
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كاربردي بودن آن موجب شده است تا در بسياري از    لذا زيبايي ذاتي رياضي و     .كننديم استفاده

  .دنشته هاي تحصيلي دروس رياضي گنجانده شور
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  اولفصل 

   

  گيريانتگرال

 ـ   هرگاه مشتق تابعي در دست باشد، با انتگرال               بـدين جهـت     آيـد، دسـت مـي   هگيري تابع اوليه ب

 انتگرال معـين بـه معنـاي      ،از طرفي  .گيري است گيري عكس عمل مشتق   توان گفت، انتگرال  مي

 معـين و انتگـرال نـامعين        انتگـرال  بين  مهم، ياستفاده از يك قضيه     با و حد يك مجموع است   

   .گرددارتباط برقرار مي

 توابـع از چنـد روش       انتگـرال لذا براي محاسبه      نيست، گيريمشتق به سادگي    گيريانتگرال    

   .  شوداستفاده مي

  

   انتگرال نامعين -1

2اگر     
xxF =′    برابر است باتابع اوليه  مي توان حدس زد،)(

3

3x
xF =)(   

xxFاگر       sin)( xxF   برابـر اسـت بـا      تابع اوليـه  ،    توان حدس زد  مي′= cos)( −=   

 اگر   ليو
x

e

x
xF

3

=′ هـاي بـالا     در مثـال   .   حـدس زد    بـسادگي  تـوان  را نمـي   xF)(تابع   ،)(

)(xF   .  خواسته شده استxF)(بع اوليه يعني  داده شده و تا′

)()(هرگاه. تعريف     xfxF =′ ، )(xF را تابع اوليه )(xf روي فاصله Iنامند مي.  

   



٢  فصل اول  

  :داريم   باشد،f تابع اوليهF اگر.مثال    

             
3

3
2 x

xFxxf =⇒= )()(  

          xxFxxf cos)(sin)( −=⇒=  

)()(?) هنوز نمي دانيم ( =⇒= xF
e

x
xf

x

3

  

 بــه صــورت fاه هــر تــابع اوليــه باشــد، آنگــI روي فاصــله f يــك تــابع اوليــه xF)(اگــر 

cxF   ) . عدد ثابت استc (. است)(+

cxF باشـد، عبـارت      xf)( تـابع اوليـه      xF)( هر گاه    .تعريف      انتگـرال نـامعين     را)(+

)(xfددهن مينشان ذيل علامت  با آن راناميده و.  

∫ += cxFdxxf )()(  

 xگيـري بـر حـسب متغيـر        تأكيد بر اين دارد كه انتگـرال       dx و    ثابت انتگرال  c،در اين رابطه  

  .گيري استگيري عكس عمل مشتق، انتگرالبه عبارت ديگر .است

( ) ( ) ( ) ( )xfxFxFdxxf =′⇔=∫  
  :  انتگرال داريم تعريف با توجه به.مثال    

∫

∫

+−=

+=

cxxdx

c
x

dxx

cossin

3

3
2

  

∫ )هنوز نمي دانيم( dx
e

x
x

3

  

  چند خاصيت انتگرال 

   1- ∫ ∫ ∫±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()()((  

   2 -) kثابت است  (∫∫ = dxxfkdxxkf )()(  

   3-) aثابت است  (∫ += caxadx  

  

  



٣  گيريانتگرال                                                                                        

   .مثال    

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

+=

+−=−=−

++−=+=+

cxdx

c
x

dxxdxx

c
x

xdxxdxdxxx

55

3
444

3
3

22

3
22 cossin)(sin

  

  : توان نتيجه گرفت عكس يكديگرند، مي،كه انتگرال و مشتقاز اين

       ( ) )()( xfdxxf =
′

∫  

∫ +=′ cxfdxxf )()(  

  : اهبه زبان ديفرانسيل

( ) ( )dxxfdxxfd

cxfxdf

=

+=

∫

∫
)(

)()(
  

  ).كننديكديگر را خنثي ميd و ∫دو نماد (

  

   .مثال    

( ) xxdx

cxdxx

44

3 23 2 11

sinsin

)(

=
′

+−=′−

∫

∫
  

  

  گيري هاي انتگرالفرمول -2

  گيري  فرمول مهم انتگرالدو

    1-                            1
1

1

−≠∈+
+

=
+

∫ nRnc
n

x
dxx

n
n ,,  

  

    2-                                              ∫ += cxdx
x

ln
1

  



٤  فصل اول  

   .مثال        

c
x

dxx +=∫ 3

3
2  

∫∫

∫

+==

++−=+−

c
x

dxxdxx

cx
xx

dxxx

2

3

4
3

2

6
42

2

3

2

1

36
25 )(

  

c
xx

dxxdxx

dx
x

dx
x

x
dx

x

x

+
−

+
−

=+=

+=
+

−−
−−

∫ ∫

∫ ∫ ∫

4

4

3
4

44

43
54

555

  

∫ ∫ +

−

==

−−

c
x

dxxdx
x

3

1
1 3

1

3

4

3 4
  

∫ ∫ +== cxdx
x

dx
x

x
ln5

1
5

5
2

  

∫ ∫ +== cxdx
x

dx
x

ln
7

11

7

1

7

1
  

  

  :انتگرال توابع نمايي

c
a

a
dxa

cedxe

x
x

xx

+=

+=

∫

∫

ln

  

   .مثال    

∫ ∫∫ +−=−=− cxedxdxedxe
xxx 242424 )(  



٥  گيريانتگرال                                                                                        

∫ += cdx
x

x

2

2
2

ln
  

cdxdx

x

x

x

x

+== ∫∫
)ln(

)(
)(

2

3
2

3

2

3

2

3
  

  :چند فرمول مثلثاتي

                    

∫

∫
+=

+−=

cxxdx

cxxdx

sincos

cossin
  

∫ ∫ +== cxxdxdx
x

tansec
cos

2
2

1
  

∫ ∫ +−== cxxdxdx
x

cotcsc
sin

2
2

1
  

  .مثال    

∫ ∫ ∫ ∫

∫
+−=−=−=

+−−=−

cxxdxxdxdxxxdx

cxxdxxx

tansec)(sectan

sincos)cossin(

222 1

4545
  

  

cxdxxdx
x

xx
dx

x

x
+=== ∫ ∫∫ sincos

sin

cossin

sin

sin
22

22
  

  :گيريدو فرمول ديگر انتگرال

o

o

>+=
−

≠+=
+

∫

∫

−

−

ac
a

x
dx

xa

ac
a

x

a
dx

xa

)(sin

)(tan

1

22

1
22

1

11

  

  . مثال     

)(tan 1
1

1 1
2

=+=
+

−
∫ acxdx

x
  



٦  فصل اول  

)()(sin 2
2

3
4

3 1

2
=+=

−

−
∫ ac

x
dx

x
  

∫ =+=
+

− )()(tan 7
77

1

7

1 1
2

ac
x

dx
x

  

  

  : فرمول هاي انتگرال گيرييخلاصه

1
1

1

−≠∈+
+

=
+

∫ nRnc
n

u
duu

n
n ,,  

                ∫ += cu
u

du
ln  

  

∫ +−= cuudu cossin  

   ∫ += cuudu sincos  

∫ ∫

∫ ∫

+−==

+==

cuududu
u

cuududu
u

cotcsc
sin

tansec
cos

2
2

2
2

1

1

  

                  

∫

∫

+=

+=

c
a

a
dua

cedue

u
u

uu

ln

  

  

∫ +=
+

−
c

a

u

aua

du
)(tan 1

22

1
  

∫ +=
−

−
c

a

u

ua

du
)(sin 1

22
  

  



٧  گيريانتگرال                                                                                        

   چند مثال كاربردي-3

  . توان تابع اوليه را بدست آوردگيري ميتق تابعي را داشته باشيم، با انتگرالهرگاه مش

12 اگر .مثال     −=′ xy تابع ، yرا بيابيد .  

∫ ∫ +−=−=′= cx
x

dxxdxyy
3

1
3

2 )(  

xxy اگر .مثال     +=′ ),( را طوري بيابيد كه از نقطه y، تابع 4 1oر كند عبو.  

  .حل   

xxy +=′ 4  

∫ ++=+= c
xx

dxxxy
25

25
4 )(  

11

1
25

25

=⇒++=

=++=

cc

yc
xx

y

oo

o)(,
  

                 :بنابراين

1
25

25

++=
xx

y  

    كليتابع هزينه

  :ا كل آن برابر است بيكند و تابع هزينه توليد ميxبه مقدار را  α كالاي،هيك توليد كنند

 ( )xfTCy ==  

  :و برابر است با مي باشد متوسط ياز كالا، هزينه  يك واحدي هزينه

x

xf

x

TC
y

)(
==  

   :آيد نهايي بدست ميياگر از هزينه كل مشتق بگيريم، هزينه

)(xfMCy ′==′  

44  نهايي يك كـالا  يفرض كنيم هزينه   .مثال     += xMC   و بـه ازاي o=x ي هزينـه 

  . متوسط را تعيين كنيدي باشد، هزينه كل و هزينهy=15ثابت برابر با 

  .حل    

44 +==′ xMCy  



٨  فصل اول  

( )

( ) 154
2

4

4
2

4
44

2

2

=++=

++=+= ∫

oycx
x

y

cx
x

dxxy

,

  

1515 =⇒++= ccoo  

   :  برابر است باكل يهزينه

1542 2 ++= xxy  

   : متوسط برابر است بايو هزينه

x
x

x

xx

x

xf
y

15
42

1542 2

++=
++

==
)(

  

  تابع درآمد كل

 تـابع تقاضـا بـراي ايـن توليـد كننـده          و توليـد    x را بـه مقـدار       αاي كـالاي  اگر توليـد كننـده    

)(xhy   .است  ذيلدرآمد كل به صورت) قيمت است y(  باشد، =

)(xxhTR =  

  :آيددست ميهدرآمد كل ب  درآمد نهايي از مشتق

( )( )′==′ xxhMRy  

22در آمد نهايي  اگر.مثال     xxMR +−= oدست آوريده باشد،درآمد كل و تابع تقاضا را ب.  

 .حل    

22 xxMRy +−==′ o  

∫ ++−=+−= c
xx

xdxxxy
32

22
32

2
oo )(  

) لذا . استصفرباشد، درآمد كل نيز اگر مقدار فروش صفر  ) oo =y،    تابع درآمد كل برابر

                              : است با
32

2
32 xx

xTRy +−== o  

  :تابع تقاضا برابر با درآمد متوسط است

32
232

2 2

32

xx

x

xx
x

x

TR
+−=

+−

= o

o

  



٩  گيريانتگرال                                                                                        

 را توليد كنـد     α واحد از كالاي   x ،هشود كه اگر در هر هفت     اي متوجه مي   توليد كننده  .مثال    

o1 نهايي آن    يهزينه
2

−=
x

MC  واحـد كـالا       هـر  اگر بهـاي فـروش     .آيددست مي هب oo2 

چقـدر   سود هفتگـي     ماكسيمم  تومان باشد،  oo5 ثابت در هر هفته    يتومان ثبت شود و هزينه    

  ؟است

  .حل    

o1
2

−==′
x

MCy  

∫ +−=−= cx
x

dx
x

y oo 1
4

1
2

2

)(  

oooooo 551
4

2

=+−= )(, yx
x

y  

ooo                 : كل برابر است بايتابع هزينه 51
4

2

+−== x
x

TCy  

رآمـد  شـود د   واحد كالا فروخته مـي     x تومان است و در هفته       oo2چون بهاي هر واحد كالا        

   :كل برابر است با

xxTR oo2=)(  

  : درآمد نهايي برابر است با

oooo 22 =′= )( xMR  

                        .شدسود ماكسيمم خواهد  ، نهايي برابر باشندي نهايي و هزينههرگاه درآمد

                          oooo 421
2

2 =⇒−= x
x

  

  : با برابر استسود كل

( ) )( ooooo 51
4

2
2

+−−=−= x
x

xTCTRxP  

ooo 43642 =)(P  

  .تومان است oo436  در هر هفته برابر با سودماكسيمم ، واحد كالاo42به ازاي توليد 

  

  



١٠  فصل اول  

   انتگرال معين-4

xfy)(فرض كنيم  bxxxxxaو  = nn =<<<<<= −121 ...
o

  فاصله فراز يك   

[ ]ba,1       و−−=∆ iii xxx    و      { }ixMax ∆=λبازها و  اين زير   ماكسيمم

],[ iii xxc ∑ عبارت ، باشدا دلخواه اين زير بازهي يك نقطه∋−1
=

∆
n

i

ii xcf

1

 را )(

  :آيدمي دستهريماني ببا حدگيري از مجموع ، نامندمجموع ريمان مي

∑
=

→λ
∆

n

i

ii xcf

1

)(lim
o

  

مانند مساحت ، طول قوس، مازاد مصرف كننده و          (،شوداين حد در بسياري از مفاهيم ظاهر مي       

ند و به   نام مي b تا   a از    f تابع) ريمان(اگر اين حد وجود داشته باشد آن را انتگرال معين           ...) 

  .دهند نشان ميذيلصورت 

∫ ∑
=

→λ
∆=

b

a

n

i

ii xcfdxxf

1

)((lim)(
o

  

] را روي f تابع .تعريف     ]ba,پذير گويند، هرگاه حد فوق وجود داشته باشد انتگرال.  

],[ روي   f اگر   .توجه     ba   توان ثابت كرد     پيوسته باشد، ميf   روي ],[ ba پـذير   انتگرال

  . است

   )  پذيريانتگرال ⇐  پيوستگي (
  خواص انتگرال معين 

    1- ∫ ∫ ∫±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

    2- )kعدد ثابت است (∫∫ =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(  

],[ روي فاصله f اگر -3     ba،داريم  انتگرال پذير و مثبت باشد:  

                       ∫ ≥⇒≥
b

a
dxxfxf oo )()(  

∫∫ ) تعريف (-4     −=
b

a

a

b
dxxfdxxf )()(  

∫   ) تعريف (-5     =
a

a
dxxf o)(  
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       6- ∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf  a به ازاي هر ترتيب از    6خاصيت     )()()(

  .  برقرار است c وb و

   :چند مثال    

                                        ∫ ∫
π π

=
o o

xdxxdx
33 55 sinsin  

  

∫ ∫ ∫ ++=++
1 1 1 22 11
o o o

dxxdxxedxxxe
xx )ln())ln((  

∫ ≥⇒≥ −− 4 22

o
oo dxee

xx  

dx
x

x
dx

x

x
∫ ∫

+

+
−=

+

+3

4

4

3 22 1

1

1

1
  

  

∫ ∫ ∫− −
+++=+

3

1

2

1

3

2

222 111 dxxdxxdxx  

],[  رويxf)( هرگاه.قضيه     ba  و پيوستهxفاصله  در دلخواه عددي],[ baو  

∫=
x

a
dttfxG )()(    :آنگاه  باشد،)()( xfxG        :اين قضيه هب بنا    .′=

)()( xfdttf
x

a
=

′






 ∫  

=∫ اگر .مثال    
x

dttxG
o

)(sin)(   . يدبيا راxG)(، مشتق تابع 3

      .حل    

xxG
3sin)( =′  

) اگر.مثال     ) ∫ +=
3 41
x

dttxF مشتق تابع ، )(xFرابيايد  .  

  .حل    

( ) ( ) 4

3

4 11 xxFdttxF
x

+−=′⇒+−= ∫ 

  . توان تعميم داد قبل را ميي باشند، قضيهx توابعي مشتق پذير از v وuاگر 
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)().()().()(
)(

)(
xuufxvvfdttf

xv

xu
′−′=

′








∫  

   از توابع زير مشتق بگيريد .مثال    

=∫ ) الف   
4

2

x

x
dttxF )cos()(     ب(  ∫ +=

2 24
x

dttxG
sin

)(  

  ) حل الف    

)).(cos()).(cos()( xxxxxF 24 234 −=′  

  ) حل ب    

 xxxxxG cos.sin).(cos)(sin).()()( 222 4424 +−=+−+=′ o  

تعريـف انتگـرال     (. انتگرال معين، استفاده از مجموع ريمـاني آن اسـت          ييك روش محاسبه       

ارتباط بين    بعد در قضيه  .باشده از انتگرال نامعين مي    تر و كارآمدتر استفاد   اما روش ساده  ) معين

  . آمده استانتگرال معين و انتگرال نامعين

  

  قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال      

],[ روي fفرض كنيم  ba پيوسته و )(xF تابع اوليه fدر اين صورت، باشد :   

∫ −=
b

a
aFbFdxxf )()()(  

=∫     دهيم قرار مي  .اثبات    
x

a
dttfxG )()( ، بنا به قضيه قبـل     )()( xfxG  امـا  ،′=

F نيز تابع اوليه f است، يعني    )()( xfxF cxGxF   ا  لذ    ′= += )()(  

∫ ==
a

a
dttfaG o)()(    و         ∫=

b

a
dttfbG )()(  

          :پس   

)()()( aFcccaGaF =⇒+=+= o  

       :از طرفي   

∫ +=+=
b

a
aFdttfcbGbF )()()()(  

  

    :آيدو از اينجا بدست مي
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∫ −=
b

a
aFbFdttf )()()(  

   :شود حكم قضيه ثابت ميx  بهtبا تبديل 

∫ −=
b

a
aFbFdxxf )()()(  

   .چند نكته

  آوريم براي محاسبه انتگرال معين، ابتدا انتگرال نامعين را بدست مي، بنا به قضيه اساسي-1    

  . كنيمو بعد كرانهاي انتگرال را جايگذاري مي     

   : متداول استذيلماد  ن، براي محاسبه انتگرال معين-2    

∫ −=
b

a

b

a

aFbFxFdxxf )()()()(  

  . هاي زير مساوي هستندشود، عبارت از آنجا كه انتگرال معين همواره عدد مي-3    

∫ ∫∫ ==
b

a

b

a

b

a
dzzfdttfdxxf )()()(  

   . انتگرال بگيريد.مثال    

∫ =−==
1 13
2

3

1

3

1

3o
o

o
x

dxx  

3

28
12

3

1
28

3

8

2

4

3
14

2

1

2

1

23
2 =++−++=++=++∫ )()()()( x

xx
dxxx  

3
3

1

3

8

3

2

1

32

1

2 −=







−






 −
=

−
=−

−
−∫

t
dtt  

  

( ) ( ) 212
1 2

1

2

1
lnlnlnln −=−−=−=

−
∫ xdx

x
  

  

∫
π π

=−−π−=−=
o

o

o 2)cos()cos(cossin xxdx  
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11
4

1 4
4

2
=−=−==∫ oo

o
o

tantantan
cos

π
π

π

xdx
x

  

) ي براي محاسبه.توجه     )∫
b

a
dxxf بايد تابع ، ( )xfتعيين علامت شود .  

∫dxx انتگرال .مثال     −
3

1
o

  . را حساب كنيد

   :كنيم را تعيين علامت ميقابع داخل قدر مطل ت .حل    

11 =⇒=− xx o  

  

  

  

  

  

   : انتگرال6بنا به خاصيت 

   ∫∫∫ −+−=−
3

1

13
111 dxxdxxdxx

oo
  

∫ ∫ ∫ −+−−=−
3 1 3

1
111

o o
dxxdxxdxx )()(  

2

5
2

2

1

22

3

1

212

=+=












−+













+−= x

x
x

x

o

  

  

  

   تمرين -5

  .  درست هستندذيلهاي  كنيد تساويثابتگيري،  با استفاده از مشتق-1

cxdx            ) لفا     
x

x
++=

+
∫ 1

1

2

2
 

∫    )  ب      +−= cxxdxx
33

3

1
sinsincos  

1−x 

1 x 

_ 
+ 
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  .انتگرال توابع زير را بيابيد

  

2-              ( )∫ + dxx 73  

3-      ( )∫ +− dxxx 85 23  

4-        ∫
+−

dx
x

xx
4

6 14
  

5-        ∫
−

dx
x

xx
3

2 4
  

6-   ( )( )∫ +− dxxx 124  

7-        ( )∫ − dxx
243    

8-     ∫ − dxex
x )sin( 25  

9-    ∫ +− dx
x

xx )cos(
5

3 3   

10-    ∫ dt
t

t
2

2

cos

cos
  

11-  ∫
+

dt
t

t
2

2 1

cos

cos
  

12-     ∫
+ 42

x

dx
    

13-       ∫
− 25 x

dx
  

13 اگر -14 −= x
dx

dy
),( ي را طوري بيابيد كه ازنقطهy، تابع    . عبور كند 41

),( دلخواه   ي شيب خط مماس بريك منحني در نقطه       -15 yx   32برابر با −x يمعادله.  است 

),( ي نقطهاين منحني را طوري بيابيد كه از   . عبور كند23

xyاگر -16 ),( ي را طوري بيابيد كه درنقطهy ، تابع′′=6   .نيمم داشته باشد مي21
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) متر پارچه  x نهايي توليد    يهزينه-17 ) 2613 xxxC ooooooo // اگر ،باشدمي ′=−+

  . متر افزايش يابد، افزايش هزينه را پيدا كنيدooo4 متر به ooo2ميزان توليد از 

   .مشتق توابع زير را بيابيد -18

  

=∫) الف    
x

dttxF
2

2 )(ln)(  

∫) ب     +=
34 21
x

dttxF )(  

dt) ج    
t

xF
x

x∫ − +
=

2

1

1
4

)(  

∫) د    
−=

2

1

2

x

t
dtexF )(  

  .هاي زير را حساب كنيدانتگرال

  

19- ∫ −
1 3 2
o

dxxx )(  

20- ∫ −
1

32
o

dxe
x )(  

21-( )∫ +−
2

1

2 1dtt  

22- ∫
+2

1 2

4 1
ds

s

s
  

23- ∫
π

+2
o

dxxx )sin(cos  

24-    ∫
+64

1

31
dx

x

x
    

25- ∫− +

1

1 21

1
dx

x
  

26- ∫ −
4

1
42 dxx    
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27- ∫− −
2

1
2 dxxx   

28- ∫
π2

o
dxxsin  

29- ∫− +

1

1 21

1
dx

x
  

30- ∫
−

1

24

1
o

dx
x

  

  ) تغيير متغير(يني شگيري به روش جان انتگرال-6

انتگرالـي كـه    ( متعارف    با يك تغيير متغير مناسب، انتگرال را به يك انتگرال          جانشيني در روش 

آوري  را يـاد fديفرانسيل تـابع  ،گيري به اين روش  انتگرال قبل از  .كنيمتبديل مي ) فرمول دارد 

   .كنيممي

xfu)(اگر        :برابراست با fديفرانسيل تابع پذير باشد، مشتقيتابع =

dxxfdu )(′=  

dxxduxu
34 4=⇒=  

dxduxu 585 =⇒−=  

dxxxduxxu )( 8324 223 −=⇒+−=  

xdxduxu cossin =⇒=  

∫ .مثال     + dxx
417    . را حساب كنيد)(

  :كنيم متغير جديد را انتخاب مي. حل    

17 += xu  
   :آوريمدست ميهرا ب uديفرانسيل 

7
7

du
dxdxdu =⇒=  

∫ ∫∫ +===+ c
u

duu
du

udxx
57

1

7

1

7
17

5
444)(  

   :آيددست ميه بx بر حسب uگذاري  با جايكه

∫ +
+

=+ c
x

dxx
35

17
17

5
4 )(

)(  
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∫xdxxانتگرال .مثال       .  را حساب كنيد12+

                        .حل    








=⇒=

+=

2
2

12

du
xdxxdxdu

xu

  

∫∫∫ ==+ duu
du

uxdxx 2

1
2

2

1

2
1  

cxc
u

++=+= 2

3
2

2

3

1
3

1

2

32

1
)(  

  . داخل انتگرال باشد′uرا بايد طوري انتخاب كنيم كه تا حد امكان u .توجه    

dx .مثال     
x∫ − 43

1
  . يد را حساب كن

 .حل    








=⇒=

−=

dx
du

dxdu

xu

3
3

43
  

cx

cu
u

du

ux

dx
du

+−=

+===
− ∫ ∫∫

43
3

1
3

1

3

1

43
3

ln

ln
  

   :توان ديد مشابه مييبا روش

cxdx
x

++−
−

=
+−∫

25
5

1

25

1
ln 

( ) ( ) cxdxx ++
−

=+∫ 47
7

1
47 cossin 

( ) ( ) cxdxx +=∫ 3
3

1
3 sincos  
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dxxx .مثال    
2

∫ sec.tanرا حساب كنيد  .  

  .حل    





=

=

dxxdu

xu

2sec

tan
  

∫∫ +=+== c
x

c
u

ududxxx
22

222 tan
sec.tan  

∫ .مثال     xdxtanرا حساب كنيد .  

 .حل    

∫∫ = dx
x

x
xdx

cos

sin
tan  









=−

−=

=

xdxdu

xdxdu

xu

sin

sin

cos

  

∫ ∫ ∫ +−=+−=−=−= cxcu
u

du
du

u
dx

x

x
coslnln)(

cos

sin 1
  

∫ انتگرال .مثال     dx
x

e
x

  .  را حساب كنيد

  .حل    















=

=

=

dx
x

du

dx
x

du

xu

1
2

2

1
  

ceceduedx
x

e xuu
x

+=+== ∫∫ 222  
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∫ انتگرال.مثال    
π

2 3

o
xdxx cos.sinرا به دو روش بيابيد  .  

   .حل   

   :كنيمآوريم و بعد انتگرال معين را حساب ميدست ميه انتگرال نامعين را ب، ابتدا :روش اول    





=

=

xdxdu

xu

cos

sin
  

∫ ∫ ===
44

44
33 xu
duuxdxx

sin
cossin  

 
4

1

44

1

44
2

4

4
4

4
2 3

2

=−=−==∫
oo

o
o

)(sin
)(sin

sin
cos.sin

π
ππ

x
xdxx  

   :كنيمهاي انتگرال را عوض مي، كرانx بهuجاي تبديلدر اين روش به  :روش دوم    





=

=

xdxdu

xu

cos

sin
  









==→=

=







=→=

ooo )sin(

sin

ux

ux 1
22

ππ

  

           ∫∫ =−===

π
1 14
32 3

4

1

44

1

4o
o

o

ou
duuxdxx cos.sin  

∫ .مثال    
2

1
dx

x

xln
  . را حساب كنيد

  .حل    








=

=

dx
x

du

xu

1

ln

  

 

∫ ∫ ∫ ====
22

1 22
xu

ududx
x

xdx
x

x ln
ln

ln
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2

2

2

1

2

2

2

2222

1

22

1

)(ln)(ln)(lnlnln
=−==∫

x
dx

x

x
  

  . نامند مي")جازيم( انتگرال ناسره " باشد، آن را∞ انتگرال هايكراناگر يكي از 

      عدد شـود آن را همگـرا، در غيـر ايـن صـورت آن را واگـرا                     اگر جواب انتگرال ناسره    .تعريف    

  . نامندمي

  .همگرا هستند ذيلهاي ناسره  انتگرال نشان دهيد.مثال    

∫  ) الف
∞+

1 3

1
dx

x
∫)   ب                                       

∞+ −

o
dxe

x3  

  ) حل الف    

∫ ∫
∞+ ∞+ ∞+∞+−

− =+=
−

−
∞−

=
−

=
−

==
1 1 1

2
1

2
3

3 2

1

2

1

2

11

2

1

2

1
o)(

x

x
dxxdx

x
  

  )حل ب    

∫
∞+ ∞−

+∞
−− =

−
−=

−
−

−
=

−
=

o

o

o

o
3

1

3

1

3

1

3

1

3

1 33 )()()( eeedxe
xx  

∫ انتگرال .مثال    
+−

dx
xx 54

1
2

  .   را بيابيد

     .حل    

( ) 1254 22 +−=+− xxx  





=

−=

dxdu

xu 2
  

                 
( )∫∫

+−
=

+−
dx

x
dx

xx 12

1

54

1
22

  

( ) cxcudu
u

+−=+=
+

= −−

∫ 2
1

1 11
2

tantan 

∫ .مثال    
−

1

24

1
o

dx
x

  .  را حساب كنيد

  .شود اين مثال با جانشيني خاصي حل مي.حل    
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θθ=⇒θ= ddxx cossin 22  

θ=θ−=θ−=− cossinsin 212444 222
x  








=⇒=⇒=⇒=

=⇒=⇒=⇒=

oooo θθθ

π
θθθ

sinsin

sinsin

2
62

1
121

x

x
  

  

∫ ∫∫ =−====
−

1
6

6
6

2 662

2

4

1
o o

o
o

o

π
π

π
ππ

θθθ
θ

θ
dddx

x cos

cos
  

 زيـر  هاي متنـاظر  ي باشد، از جانشين   يلذهاي   هرگاه يك انتگرال شامل يكي از عبارت       .توجه    

   .مكنياستفاده مي

  

222222
axaxxa +−− ,,  

          

θ=θ=θ= tansecsin axaxax  

  . حل نشوديترسادهبريم كه انتگرال با جانشينئ هاي مثلثاتي را زماني به كار مياين جانشيني 

  

   به جزءءگيري به روش جز انتگرال-7

  : استذيلانسيل حاصل ضرب به صورت فرپذير باشند، ديدو تابع مشتق vو uهرگاه 

vduvududv

vduudvuvd

−=

+=

).(

)(
  

  مگيرياز طرفين انتگرال مي

∫ ∫∫ −= vduvududv ).(  

          ∫ ∫−= vduvuudv .  

 dv و u بايد ،براي استفاده از اين فرمول ،نامند مي"به جزءء جز "دست آمده را فرمول   هفرمول ب 

  . باشدudv∫تر از انتگرال  سادهvdu∫را طوري انتخاب كنيم كه انتگرال 
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∫ انتگرال .مثال     dxxe
xرا حساب كنيد .  

  :كنيمانتخاب مي  راdv وu .حل    







=

=

dxedv

xu

x
  

  :گيريم انتگرال ميdvاز  فرانسيل وي دuاز







==

=

∫
xx

edxev

dxdu
  

∫ ∫−= vduvuudv .  

∫ ∫ +−=−= cexedxexedxxe
xxxxx  

∫ انتگرال .مثال     + xdxx sin)(   . را حساب كنيد12

   .حل    





−=

=
⇒





=

+=

xv

dxdu

xdv

xu

cossin

212
   

             ∫ ∫−= vduuvudv      

       ∫ ∫ −−−+=+ )(cos)cos)((sin)( dxxxxxdxx 21212  

cxxx

xdxxx

+++−=

++−= ∫
sincos)(

coscos)(

212

212
  

∫ مقدار انتگرال  .مثال    
2

1
xdxlnرا بيابيد .  

  :يابيم ابتدا انتگرال نامعين آن را مي.حل    








=

=
⇒





=

=

xv

dx
x

du

dxdv

xu
1

ln
  

∫ ∫−= dx
x

xxxxdx
1

.lnln  
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∫−= dxxx ln  

xxx −= ln  

12211222
2

1

2

1
−=−−−=−=∫ ln)(ln)ln()ln(ln xxxxdx  

  :به جزء استفاده كنيمء  يا بيشتر از فرمول جز وگاهي اوقات ممكن است دوبار

∫  انتگرال.مثال     dxex
x2را حساب كنيد .  

  .حل    





=

=
⇒







=

=

xx ev

xdxdu

edv

xu 22

  

)(1222
∫ ∫−= dxxeexdxex

xxx  

∫انتگرال  اما dxxe
x2آيد به جزء بدست ميء با جزنيز.  

  

)(222222

22

∫ ∫ −=−=





=

=
⇒





=

=

xxxxx

xx

exedxexedxxe

ev

dxdu

dxedv

xu

  

   داريم1)( در2)(  عبارتگذاري  با جاي

∫ +−−= cexeexdxex
xxxx )( 2222   

                                 cexeex
xxx ++−= 222  

  

  گيري به روش كسرهاي جزئي انتگرال-8

ــاه ــه xQ)(و xP)(هرگـ ــد جملـ ــند دو چنـ ،اي باشـ
)(

)(

xQ

xP
ــك  را ــا  "يـ ــابع گويـ                      " تـ

  :كنيمسي ميرحالت بر چند در را  توابع گوياگيري ازانتگرال.نامندمي

      اول تجزيـه ياي درجـه ه ـمخرج به عامل و  مخرجيه صورت كمتر از درجه  جدر: حالت اول     

  . كردكها تفكي مثال اينتوان كسر را به روشدر اين حالت مي .شودمي
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123123

4

1111
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+

x

C

x

B

x

A

xxx

x

x

B

x

A

xx

x

))((

))((
  

  .گويندمي "كسرهاي جزئي "هاي سمت راست راعبارت

  . كسر بنويسيم،هاي مخرج بايد به تعداد عامل، در تفكيك يك كسر. مهمينكته    

2121 +
+

−
=

+− x

B

x

A

xx

x

))((
  

44

1
22 +

++=
+ x

C

x

B

x

A

xx )(
  

dx انتگرال .مثال    
x
∫

−1

1
2

  . را حساب كنيد

   .حل    

))((

)()(

))(( 11

11

1111

1

1

1
2 +−

−++
=

+
+

−
=

+−
=

− xx

xBxA

x

B

x

A

xxx
  

  .شود حاصل ميذيلدوم و چهارم عبارت  از تساوي كسر

)()( 111 −++≡ xBxA  

  B و Aكنيم كه ري انتخاب مي را طوx  برقرار است،xاين عبارت به ازاي هر     

  .) پرانتزها انتخاب شوديريشهxبهتر است . (معلوم شوند   

dx
x

B
dx

x

A
dx

x

BBx

AAx

∫∫∫ +
+

−
=

−

−
=⇒−=→−=

=⇒+=→=

111

1
2

1
211

2

1
211

2

o
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cxx

dx
x

dx
x

++−−=

+

−

+
−

= ∫ ∫

1
2

1
1

2

1
1

2

1

1
2

1

lnln

  

dx   .مثال    
xx

x
∫

−

−

)( 1

2
2

  .حساب كنيد  را

   .حل    

)(

)()(

)( 1

11
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2
2

2

22 −

+−+−
=

−
++=

−

−

xx

CxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xx

x
  

  

CBAx

CCx

AAx

CxxBxxAx

422

1211

22

112 2

++=→=

−=→++=−→=

=→++−=−→=

+−+−≡−

o

oo

ooo

)()(

  

  .معلوم هستندCو Aاما 

112 =→−== BCA ,  

cxxx

dx
x

dx
x

dx
x

dx
xx

x

+−−+−=

−

−
++=

−

−

−

∫ ∫∫∫

12

1

112

1

2

1

22

lnln

)(  

    هاي اول تجزيـه     يا مساوي درجه مخرج و مخرج به عامل        تر صورت بزرگ  ي درجه :حالت دوم     

رسيم ، با اين كار به انتگرالي ميكنيم صورت را به مخرج كسر تقسيم مي      ،در اين حالت  . شودمي

  . مخرج كمتر استي صورت از درجهيهجكه در

dx .مثال     
x

xx
∫ +

+−

2

14 23

  .حساب كنيد را 

    : صورت به مخرج كسر داريمبا تقسيم .حل    

23212614 223 −++−=+− ))(( xxxxx  
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  :كنيمتقسيم مي) +2x(طرفين را بر 

cxx
xx

dx
x

dxxxdx
x

xx

x
xx

x

xx

++−+−=

+
−+−=

+

+−

+
−+−=

+

+−

∫ ∫∫

22312
2

6
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2

23
126

2

14

2

23
126

2

14

23

2
23

2
23

ln

)(

)(

  

در اين حالت نيز     .شود اول و يا دوم تجزيه مي      يهاي درجه  مخرج كسر به عامل    :ومحالت س     

  . كسر جزئي بنويسيم، ولي تفكيك آن با حالت اول متفاوت است،هاي مخرجبايد به تعداد عامل

11

2
22 +

+
+=

+

+

x

CBx

x

A

xx

x

)(
  

12 +xعامل درجه دوم است :  

11111

1
2222 ++

+
+

+
+

+
=

+++ xx

DCx

x

B

x

A

xxx )()()()(
  

12 ++ xxعامل درجه دوم است .  

dx انتگرال .مثال    
xx

∫
+ )( 1

1
22

  . را حساب كنيد

  .حل    

    
11

1
2222 +

+
++=

+ x

DCx

x

B

x

A

xx )(
  

)(

)()()(

1

11
22

222

+

+++++
=

xx

DCxxxBxxA
  

ABxxDAxCB

DxCxBxBxAAx

+++++≡
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2332

1

1

)()(
  

  : داريمبا مساوي قرار دادن ضرايب در جملات هم توان



٢٨  فصل اول  













=

=

−=

=

⇒













=

=

=+

=+

1

1

1 A

B

D

C

A

B

DA

CB

o

o

o

o

o

  

  :ينبنابرا

∫ ∫∫∫
+

−
++=

+
dx

x
dx

x
dx

x
dx

xx 1

11

1

1
2222

o

)(
  

cxx +−−= −− 11 tan  
  

   تقريب انتگرال معين-9

∫هاي مانند انتگرال
−

dxe
x
2

∫ و    dx
x

xsin
 ـ         دسـت  ه را نمي توان برحسب توابع مقـدماتي ب

ريـب انتگـرال   در اينجـا دو روش تق  .يـد آدست ميه لذا انتگرال معين آنها به طور تقريبي ب       ،آورد

  :شودمعين بيان مي

  )تقريب به مساحت ذوزنقه(روش ذوزنقه     

] روي xf)(كنيم فرض مي ]ba,پيوسته و  bxxxxa nn =<<<<= −11 ...
o

 يك 

]افراز منظم فاصله  ]ba, به nفاصله مساوي باشد .  

  

  

  

    : رابر است باطول هر زير فاصله ب 
n

ab
x

−
=∆ .   

∫ تقريب انتگرال   
b

a
dxxf   : استذيل به صورت )(

( ))()(...)()()()( nn

b

a
xfxfxfxfxf

n

ab
dxxf +++++

−
≅ −∫ 121 222

2 o  

  .تر خواهد بود بزرگتر باشد، تقريب دقيقn هر چه مقدار .توجه    

∫  .مثال    
2

1

2
dxx4اي از روش ذوزنقه به از استفاده با  را=nتقريب بزنيد .  

....... bxn = 1−nx 2x 1x 
o

xa = 
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] فاصله .حل       :كنيم را به چهار قسمت مساوي تقسيم مي,21[

4

1

4

12
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2اگر  
xxf   : داريم)(=
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2 3437524
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/)()()(dxx  

  ) تقريب به مساحت سهمي(ش سيمپسون رو    

bxxxxaپيوسته و ] a,b[ روي فاصله fفرض كنيم  nn =<<<<= −11 ...
o

  

  ). زوج باشدnدر اين روش بايد . ( مساوي باشدي فاصلهnبه ] a,b[يك افراز منظم فاصله 

  

  

   

      :طول هر زير بازه برابر است با        
n

ab
x

−
∫تقريب انتگرال      .∆=

b

a
dxxf  بـه صـورت     )(

   : استذيل

∫ ++++
−

≅
b

a
xfxfxfxf

n

ab
dxxf )()()()(()( 321 424

3 o 

4

7
 4

5
 2 1  

 4
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....... bxn = 1−nx 2x 1x 
o

xa = 
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                            ))()()(.... nnn xfxfxf +++ −− 12 42  

∫انتگرال .مثال    
2 3

o
dxx 4 را با استفاده از روش سيمپسون به ازاي=nتقريب بزنيد .  

] فاصله .حل     ]2,oكنيمرابه چهار قسمت مساوي تقسيم مي  
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3اگر 
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∫ ++++
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dxxf ))()()()()(()( 4321 424

3 o  

∫ =++++
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))()()((dxx  

∫ ≅
2 3 4
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dxx  

  

   تمرين -10

  انتگرال بگيريد

  

1- ∫ − dxx
542 )(  

2-∫ +

2

25

1
o

dx
x

  

2

3
 

2

1
 2 o 

 
1 
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3- ∫
+

dt
t

t

12
  

4- ∫ dx
xx ln

1
  

5- ( )∫ − dxxx
93  

6- ∫
−1 2

o
dtte

t  

7- ∫
+

dx
e

e
x

x

12
  

8- ∫ xdxcot  

9- ∫ + dxxx )tan( 42 2  

10- ∫ xdx
2cos             از رابطه : راهنمايي

2

212 x
x

cos
cos

+
  . استفاده كنيد=

∫ انتگرال -11
+

2

3

2

1o
dz

z

z
  . را حساب كنيد

∫ انتگرال  -12
− x

x

e

dxe

29
  . را بيابيد

  . هاي زير را بررسي كنيدهمگرايي و  واگرايي انتگرال

  

 13- dx
x

∫
∞+

1 43

1
                

14- ∫ ∞−

−4 4
dxe

x  

15- dxee
xx

∫ ∞−
+

o

916  

) با يك جانشيني مناسـب نـشان دهيـد           -16 )∫ dxxlnsin      تبـديل بـه ∫ duue
u sin    

  .شودمي
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−∫           تابعي فرد باشد ، ثابت كنيد f اگر -17
=

a

a
dxxf o)(  

∫          تابعي زوج باشد، ثابت كنيدfگرا-18 ∫−
=

a

a

a
dxxfdxxf

o
)()( 2  

∫ انتگرال  -19 −
3 29
o

dxxرا حساب كنيد .  

  . انتگرال بگيريد-20

∫) الف       
+−

2

2 84

1
o

dx
xx

∫        ) ب          
−+−

dx
xx 86

1
2

   

   . انتگرال بگيريدء به جزءبه روش جز

  

21- ∫ + dxex
x)( 2  

22- ∫
π

o
tt 3sin  

23- ( )∫ + dxxxx sin2  

24- ∫
3

1

4
xdxx ln  

25- ∫ −
dx

e

x
x

3

  

26- ∫ xdx
2ln  

27-∫ dx
x

x
3

ln
  

28- ∫ dxxx
2sec  

29- ∫
−

dxx
1tan  

  . هاي زير ابتدا از جانشيني و سپس از جزء به جزء استفاده كنيدر حل انتگرالد

  

30-   ( )∫ dxxcos    
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31- ( )∫ + dxx 34ln  

32- ( )∫ dttt
23 sin  

33- ∫ dxex
x
23  

  .به روش كسرهاي جزئي انتگرال بگيريد

  

34- ∫
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3

1 2

1
dx

xx
  

35- ∫
−

+
dx
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x
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12
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36-∫
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xx

x
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37-∫ +
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dx
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xx
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38- dx
x

x
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1
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39-∫
+

−
dx

xx

x

)( 1

1
2

  

   .هاي زير را به روش تقريبي حساب كنيدانتگرال

  

40-∫ +

2

1

1
o

dx
x

  n=4 به روش سيمپسون و به ازاي 

41- ∫
2 3

o
dxx4    به روش ذوزنقه و به ازاي=n  

42- ∫
2

1
dxx2 به ازاي  و به روش سيمپسون=n  

43- ∫
4

1

1
dx

x
  n=6    به ازاي و به روش ذوزنقه
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  يادداشت

                                                  



  

  

  

  

  

  

  

  

  دومفصل     

  

  كاربردهاي انتگرال 

  

كرد، با انتگرال معين قابل  حسب مجموع ريماني بيان اي را كه بتوان برهر كميت پيوسته

مانند رياضي،  ، علوم هاي مختلف انتگرال معين در شاخهياز اين رو. است) يا تعريف( محاسبه 

آمده در اين فصل فقط چند كاربرد انتگرال  .دارد كاربرد ... فيزيك، اقتصاد و  آمار و احتمال،

  .است

   تعيين مساحت بين دو منحني -1 

)()(فرض كنيم دو تابع      xfyوxgy ],[ روي   == ba    پيوسته و )()( xgxf  . باشد ≤

ــي ــساحت م ــراي م ــولي ب ــواهيم فرم ــهخ ــي   ناحي ــه دو منحن  و دو خــط   gوf  محــدود ب

axوbx   .  بيابيم==

ــرض       ــيم  فــ bxxxaكنــ n =<<<= ...1oــك ــله    يــ ــراز فاصــ ],[افــ ba و 

1−−=∆ iii xxxزيـــر بازهـــا و   طـــول{ }ixMax ∆=λمم ايـــن زيـــر بازهـــا سي ماكـــ

],[و iii xxc  و  ∆ixهايي به عرض    مستطيل. باشد نقطه دلخواهي در اين زير فاصله ها          ∋−1

))()((طول  ii cgcf   هـا در شـكل  يكي از اين مستطيل دهيم، روي اين ناحيه تشكيل مي−

   :  برابر است با اين مستطيل مساحت نشان داده شده است،

iii xcgcf ∆− ))()((  

  



٣٦ دومفصل   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

، مـساحت ناحيـه را بـه مجمـوع مـساحت            اين ناحيه باشد   دهنده مساحت   نشان Sفرض كنيم 

  :زنيمها تقريب ميمستطيل

ii

n

i

i xcgcfS ∆−≅∑
=

))()((
1

  

     تعريـف  ذيـل  لذا مساحت ايـن ناحيـه بـه صـورت       شود، بهتر مي  λكوچك شدن    اين تقريب با  

ii                    :شوديم

n

i

i xcgcfS ∆−= ∑
=

→λ
))()((lim

1o

  

                           :بنابراين

∫ −=
b

a
dxxgxfS ))()((  

)()( محدود به دو منحنـي       يناحيهاگر   به طور خلاصه،       xfyوxgy  و دو خـط     ==

axوbx   .باشدمفروض   ==

  

  

  

  

  

  

b

y

x

)(xfy =

1−ix ic
ixa

 

)(xgy =

y 

a b 

 

)(xgy =  

            x 



٣٧  كاربردهاي انتگرال 

  :ست بامساحت اين ناحيه برابر ا

                ))()((, xgxf ≥       ∫ −=
b

a
dxxgxfS ))()((  

xfy)( محـدود بـه منحنـي        يناحيـه   ) الـف  :حالت خـاص   و دو خـط    هـا   xو محـور     =

axوbx )مفروض است،در حالت   == ) o≥xf  

  

  

                 

  

  

  

  

  :مساحت اين ناحيه برابر است با

∫=
b

a
dxxfS )(  

xfy)( محدود به منحني     يناحيه )ب      bxوaxو دو خـط     هـا   xو محـور     = == 

)مفروض است،در حالت   ) o≤xf  

    

  

  

  

  

                       

  

  

  

  :مساحت اين ناحيه برابر است با

∫ −=
b

a
dxxfS )(  

y 

x

 

a b 

 

y 

x

 

a b 



٣٨ دومفصل   

23 محدود به دو منحني ي ناحيه مساحت.مثال     
xyوxy   .  را حساب كنيد==

      فرض كنيم .حل    
23

xxfوxxg == )()(  

                                       32
xxgf =⇒=    

        اط برخورد دو تابعنق




=

=
⇒=−

1
32

x

x
xx

o
o  

)()(
2

1

2

1
gf ],[روي فاصله  ، لذا< 1o   ،)()( xgxf ≥  

   :بنابراين

12

1

43

1 1 143
32 =−=−=−= ∫ ∫o o

o

)()())()((
xx

dxxxdxxgxfS  

24 محدود به منحني ي ناحيه مساحت.مثال     xy   . ها را حساب كنيدx ومحور =−

  

   .حل    

24 2 ±=→=−→= xxxf oo)(  

o≥)(1f، لذا روي فاصله ],[   .  مثبت استxf)( تابع،−22

   :بنابراين

3

32

3
44

2

2

2

2

2

2

3
2 =−=−== ∫ ∫− −

−

)()()(
x

xdxxdxxfS  

x محدود به منحني   ي ناحيه  مساحت .مثال    
exy
 را حساب   x=1ها و خط    x و محور    =2

  .كنيد

                    .حل     
x

exxf
2=)(  

oooo =⇒=⇒=⇒= xxexxf
x 22)(  

   .همواره مثبت استxf)(تابع 

∫ ∫==
1 1 2

o o
dxexdxxfS

x)(  



٣٩  كاربردهاي انتگرال 

   :آيددست ميه بءزاين انتگرال با دوبار جزء به ج

∫ +−= xxxx
exeexdxex 2222  

∫ −=+−==
1 1

22 222
o

o

eexeexdxexS
xxxx )(  

3  بين منحني ي ناحيه مساحت.مثال    
xy xy و خط =   .  را بيابيد=

     .حل    









=

=

−=

⇒=

1

1
3

x

x

x

xx o  

] روي فاصله  ]o,1−  ، 3
xx ] روي فاصله  و   > ]1,o   ، 3

xx >   

( ) ( )
2

1

4

1

4

11 3

1

3 =+=−+−= ∫∫− o

o

dxxxdxxxS  

ــع          ــيم توابـ ــرض كنـ )()(فـ yfxوygx ــله  روي ف== ],[اصـ dc ــته و  پيوسـ

)()( ygyf ــه ، ≤ ــي  يناحي ــه دو منحن )()( محــدود ب yfxوygx  و دو خــط ==

cy dy و=    .مفروض است =

  

  

  

    

  

  

  

  : با برابر است ناحيهمساحت ، هاyهاي جزء عمود بر محور با اختيار مستطيل

∫ −=
d

c
dyygyfS ))()((  

32 محدود بـه منحنـي       ي ناحيه مساحت.مثال     −= yx     1 و خـط−=+ yx    را حـساب 

  . كنيد

y 

x 

 

d 

c 
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32 −= yx 

2− 

1 
3− 

y 

x 

yx −−= 1 

  .حل    

31 2 −=−−= yxوyx  

31            :دهيمقرار مي 2 −=−−= yyfوyyg )()(  

        yygf −−=−⇒= 132  

         :نقاط برخورد منحني و خط




=

−=
⇒=−+

1

2
22

y

y
yy o  

)()( oo fg ],[، لذا روي فاصله ≤ 12−، )()( yfyg ≥  

  

∫ ∫− −
−−−−=−=

1

2

1

2

2 31 dyyydyyfygS )()()()(  

6

27
2

23
2

1

2

231

2

2 =+−
−

=+−−=
−

−∫ )()( y
yy

dyyy  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

yyx محدود به منحني ي ناحيه مساحت.مثال     −=   . ها را حساب كنيدy و محور 2

     .حل    

yyyf −= 2)(  





=

=
⇒=−⇒=

1
2

y

y
yyf

o
oo  



٤١  كاربردهاي انتگرال 

o≤)(
2

1
f، لذا f روي فاصله ],[ 1oمنفي است  .  

∫ ∫∫ =












−=−=−−=−=

1 1 132
221

6

1

32o o
o

o

yy
dyyydyyydyyfS )()()(  

  م دوار اجس ا حجم-2

  .آيددست ميه از دوران يك ناحيه حول يك خط ب،يك جسم دوار

  

  

  

  

                                                        ⇒  
  

  

                         

    

  

  . دنباش تيوپ چند جسم دوار مي وكره، مخروط،استوانه

  

xfy)(فرض كنيم  xgy)( و = ],[ روي فاصله = ba پيوسته و o≥≥ )()( xgxf ،

xfy)(    محدود به دو منحنييناحيه xgy)( و = bxوaxخط  دو  و= را ==

  .گيريمدر نظر مي

  

  

  

  

  

  

  

y 

x 

 

a b 

)(xfy = 

)(xgy = 



٤٢ دومفصل   

  

  

  :رابراست باها بx از دوران اين ناحيه حول محور  حاصل جسمحجم

∫ −π=
b

a
dxxgxfV ))()(( 22  

)فرض كنيم    :حالت خاص  ) o≥xf   محـدود بـه منحنـي        يناحيه، و )(xfy و محـور    =

x و دو خط هاaxوbx     كنددوران  هاxمحور حول  .،==

  

  

  

  

          

                

  

  :برابر است با  حاصل جسمحجم

∫π=
b

a
dxxfV )(2  

  .ها باشدy حول محوراي مانند شكل زيرناحيه ، دوران فرض كنيمتوجه     

  

  

  

    

  

  

  

  

  :برابر است با  حاصل جسمحجم

∫ −π=
d

c
dyygyfV ))()(( 22  

y 

x

 

a b 

 

y 

x 

 

d 

c 

 



٤٣  كاربردهاي انتگرال 

2 محدود به منحني     ي ناحيه .مثال    
xyوxy كنـد،  هـا دوران مـي    x حـول محـور      ==

  . حاصل را تعيين كنيد جسمحجم 

  .حل    

xxf 2   و   )(=
xxg =)(  

          : g و fنقاط برخورد




=

=
⇒=⇒=

1
2

x

x
xxgf

o
  

)()(
2

1

2

1
gf ],[، لذا روي فاصله ≤ 1o،)()( xgxf ≥  

15

2

53

1531 42

1 1 22222

π
ππ

ππ

=−=−=

−=−=

∫

∫ ∫

o
o

o o

)()(

))(())()((

xx
dxxx

dxxxdxxgxfV

  

12 محدود به منحني     ي ناحيه .مثال     +−= xy    و محور x    ور  هـا، حـول مح ـx  هـا دوران    

  .  حاصل را محاسبه كنيد جسمكند، حجممي

     .حل    

12 +−= xxf )(  

112 ±=⇒=+−⇒= xxxf oo)(  

∫ ∫ ∫
+

−

+

−

+

−
+−π=+−π=π=

1

1

1

1

1

1

24222 121 dxxxdxxdxxfV )()()(  

π=+−π=
− 15

16

3
2

5

1

1

35

)( x
xx

  

  .واحد را بيابيد شعاع  بهاي كرهحجم.مثال    

)(از دوران نيم دايره   .حل     o≥=+ yyx   بـه شـعاع يـك       اي كره ،هاxحول محور  ، 122

  .شودحاصل مي

  

  

  



٤٤ دومفصل   

  

  

  

  

  

  

  

122 رابطهاز =+ yx   داريم:      

21 xy −=  

    :قرار مي دهيم

21 xxf −=)(  

11 2 ±=⇒=−⇒= xxxf oo)(  

∫ ∫− −
−π=π=

1

1

1

1

222 1 dxxdxxfV )()(  

∫ −
−

π
=−π=−π=

1

1

1

1

3
2

3

4

3
1 )()(

x
xdxx  

 

  متغيرهاي جدايي پذير  با معادلات ديفرانسيل -3

 ، تـابع اسـت    ات يـك  كه شامل مشتق   داريم   اي مختلف، معادله   بسياري از مسائل مهم در علوم      در

  . در زير چند معادله ديفرانسيل آورده شده است. نامند مي" ديفرانسيليمعادله "كه آن را

′−=o       ) اوليمرتبه( xy 2  

′+−=o     ) اوليمرتبه( xyy 32  

4xyxy       ) دوميمرتبه(  =′+′′  

′′′−′′=o        ) سوميمرتبه( yyx  

  ديفرانـسيل مـورد نظـر      ه در معادله   ك  است  تابعي  يافتن ، ديفرانسيل يمنظور از حل يك معادله    

xتـابع     مثلاً .صدق كند 
ey
′−=o ديفرانـسيل    ي  جـوابي بـراي معادلـه       =3 yy .  اسـت  3

xهمچنين 
ey
′′−′−=o  ديفرانسيلي جوابي براي معادله=2 yyy   .  است2

x 

y 

21 xy −= 

1− 1 
 



٤٥  كاربردهاي انتگرال 

′−=o ديفرانسيل   ي معادله xy  از طـرفين   گيـري  بـا انتگـرال     زيـرا  ،شودي حل مي  سادگه ب 2

xy يمعادله    :داريم  ′=2

∫ +== c
x

xdxy
2

2
2

2

  

cxy += 2  

 را  cتـوان   شـود كـه مـي     گاهي شرايطي تعيين مـي    ،  باشد معادله مي  "جواب عمومي "اين يك   

  . بدست آورد

′−=o ديفرانسيل يادله مع.مثال     xy sin2 2 را با شرط اوليه=)(y oحل كنيد  .  

  .حل    

xy sin2=′  

∫ +−== cxxdxy cossin 22  

cxy +−= cos2  

          :بنا به شرط اوليه 

422 =⇒+−= cc)cos(o  

    :بنابراين

42 +−= xy cos  

    :گيريم را در نظر ميذيل  ديفرانسيل يمعادله

)(1    )().( xgyyf =′  

   :دهيم را انجام ميذيل محاسبات ،براي حل اين معادله

dxxgdyyf

xg
dx

dy
yf

xgyyf

)()(

)()(

)()(

=

=

=′

  

   ل معادلـه ح ـ   ،گيـري از طـرفين     بـا انتگـرال    اكنوناند، متغيرها از هم جدا شده     ، آخر يدر معادله 

  .  گويند مي"جدايي پذير " ديفرانسيلي را معادله1)(معادله .شودمي

ها در سمت ديگـر تـساوي       yها در يك سمت و      xپذير، بايد   براي حل معادلات جدايي   . توجه

   .باشند



٤٦ دومفصل   

12 ديفرانسيل يدله معا.مثال     3 −=′ xyyرا حل كنيد .  

   .حل    

dxxydy

x
dx

dy
y

xyy

)( 12

12

12

3

3

3

−=

−=

−=′

  

∫ ∫ −= dxxydy )( 12 3  

cx
x

y

cx
xy

+−=

+−=

4

42

2

4
2

42

  

dxeydyx ديفرانسيل ي معادله.مثال    
y=3را حل كنيد .  

               .حل    

dxeydyx
y=3  

3
x

dx
dy

e

y
y

=  

dxxdyye
y 3−− =  

∫ ∫
−− = dxxdyye

y 3  

c
x

eye
yy +

−
=−−

−
−−

2

2

  

c
xe

y
y

+=
+

22

11
  

22 ديفرانسيل ي معادله.مثال    
xyy ) را با شرط اوليه ′= ) 2=oyحل كنيد ،  .  

     .حل    

22
xy

dx

dy
=  



٤٧  كاربردهاي انتگرال 

dxxdyy
22 =  

c             جواب عمومي
xy

dxxdyy +=⇒=∫ ∫ 33

33
22 

        : بنا به شرط اوليه
3

8

33

23
=⇒+= cc

o
  

 
3

8

33

33

+=
xy

  

    :بنابراين 

3 3 8+= xy  

  

   رشد نمايي -4

 يمعادلـه  متناسـب بـا آن كميـت باشـد،           ، نسبت به زمان   Aآهنگ تغيير كميتي مانند      هرگاه

tkA)(  ديفرانسيل 
dt

dA
  :داريم  وشودحاصل مي kضريب تناسب  با =

       )(tkA
dt

dA
=  

cktckt
eeeA

cktA

kdt
A

dA

kdt
A

dA

dttkAdA

.

ln

)(

==

+=

=

=

=

+

∫ ∫  

cعدد ثابت 
eرا با c ،لذا نشان دهيم:  

kt
cetA =)(  

     : نرخ رشد است، زيراkدر اين رابطه 

k
tA

tA
=

′

)(

)(
  



٤٨ دومفصل   

اسـت، اگـر در      متناسب با جمعيت آن شـهر        ، آهنگ افزايش طبيعي جمعيت يك شهر      .مثال    

جمعيت اين شـهر در      %4  هزار نفر بوده باشد، با نرخ رشد       o5جمعيت اين شهر     o138سال  

  به چند نفر رسيده است؟1385سال 

  .باشدo138 سال پس از سال t جمعيت اين شهر tA)( فرض كنيم .حل    
kt

cetA =)(  

ooooooo 54 == )(/ Aوk  

oooooooo
ooo 55 4 =⇒= ×

cce
/  

t
etA

45 oo
oooo

/)( =  

  : بنابراين

oooooo
oo 76155 54 == ×/)( eA  

oo  جمعيت اين شهر حدود1385 در سال   .است نفرشده  761

         سـود  " شده با آهنگي متناسب بـا آن مبلـغ افـزايش يابـد، گـوييم                گذاري اگر مبلغ سپرده       

  . شود محاسبه مي"طور پيوسته به

 %4  سـال بـا سـود پيوسـته سـاليانه          3 شخصي مبلغ يكصد هزار تومان را به مـدت           .مثال    

  است؟ وجودي وي در پايان سه سال چقدر م.است  كردهسرمايه گذاري

  .  سال باشدtكل سپرده گذاري پس از tA)( فرض كنيم .حل    

1127493
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)(,/
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etA
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ooo

ooooo

oooooooooo

oooooooo

  

  .  تومان است112749موجودي وي درپايان سه سال 

بعد از دو   . هزار تومان را به مدت دو سال سرمايه گذاري كرده است          o8 شخصي مبلغ    .مثال    

 بـا فـرض اينكـه سـود سـاليانه بـه طـور پيوسـته                 شود، هزار تومان مي   oo1سال موجودي وي    

  . ، نرخ سود ساليانه را تعيين كنيد شده باشدمحاسبه

   .حل    
kt

cetA =)(  

ooooo 8=)(A  



٤٩  كاربردهاي انتگرال 

oooooooo
o 88 =⇒= ×

cce
k  

ooooo12 =)(A  

25181 22 /=⇒= × kk
eeooooooooo  

112512 /)/ln( o=⇒= kk  

  . است%11نرخ سود ساليانه برابر با 

   

  چند مثال كاربردي -5

    توليد كنندهمازاد    

x(fy(و    توليد ر مقدا xفرض كنيم     باشـد، اگـر قيمـت تعـادلي       قيمت y و    عرضه  تابع =

  و خـط      عرضـه   مـساحت بـين منحنـي      ،"توليـد كننـده   مـازاد   " باشد،   ex متناظر با    eyبازار  

eyy   . باشد مي=

  

  

  

  

  

  

∫ −==
e

x

e dxxfyS
o

  ه توليد كنندد مازا))((

22 اگر تابع عرضه    .مثال     +== xxfy  باشـد، مـازاد توليـد    ey=6 و قيمت تعادلي )(

  . كننده را پيدا كنيد

   .حل    

2266 2 =⇒+=⇒= ee xxy  

∫ ∫ +−=−=
ex

e dxxdxxfyS
o o

2 2 26 )()((  

  واحد پول
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16
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232 2 =

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
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dxx )(  
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eyy = 
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)(xfy = 



٥٠ دومفصل   

) اگر ،به طور مشابه )xfy    برابر است با "مازاد مصرف كننده" تابع تقاضا باشد،  =

( )( )∫ −
ex

e dxyxf
o

  

)ln(ترتيب  تابع عرضه و تابع تقاضا به.مثال     1+= xyو )ln( 14 +−= xy باشـند، مي 

  .  را بيابيدexمقدار تعادلي 

  .  كه تابع عرضه و تابع تقاضا مساوي باشند شود مي واقعايمقدار تعادلي در نقطه. حل    

  

11

21412

114

22 −=⇒=+

=+⇒=+

+=+−

exex

xx

xx

e

)ln()ln(

)ln()ln(

  

  سود بنگاه 

  به ترتيـب t آن در هر لحظه از زمان يخرد كه درآمد و هزينهيك بنگاه توليدي دستگاهي مي   

)(tR   و )(tC در فاصله زماني كه     . است)()( tCtR سـود بنگـاه    . ، سود بنگاه مثبت است    <

)()( رسد كهزماني به صفر مي tCtR  اگر اين زمان را با  .=
o

t نشان دهيم، سود اين دستگاه 

تا زمان 
o

tبرابراست با :  

∫ −
o

o

t
dttCtR ))()((  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  o
t 

( )tCy = 

y

t

( )tRy = 



٥١  كاربردهاي انتگرال 

 بـه ترتيـب     t در زمـان      آن ي ماشيني خريده است كـه درآمـد و هزينـه          ، يك شركت  .مثال    
2136 ttR oo /)( 214 و=− ttC oo /)( ــته   .اســت =+ ــار گذاش ــاني كن ــين زم ــن ماش        اي

  :باشد بر حسب ماه tاگر . د كه سود حاصل از آن به صفر برسدشومي

    .اين زمان را تعيين كنيد) الف

  سود شركت در اين زمان چقدر است؟) ب

  ) الف حل     

22 13614 tttRtC oooo //)()( −=+⇒=  

ooo 4162 =⇒= tt  

   )بحل     

∫ −=
o

o

4
dttCtR    سود بنگاه))()((

∫ +−−=
o

o
oooo

4 22 14136 dttt )/()/(  

∫ −=
o

o
oo

4 2232 dtt )/(  

33853واحد پول 
3

2
32

43

/)
/

( =−=
o

o

oo t
t  

  

   تمرين -6

  .هاي داده شده را محاسبه كنيد، مساحت ناحيههشتدرتمرين يك تا 

  

xy محدود به منحني ي ناحيه-1   x=2    وx=1خط  ها و دوx و محور =

42 محدود به منحني يناحيه -2 −= xy و محور x ها  

2 محدود به دو منحني يناحيه -3
xy xxy و = 42 +−= 

21 محدود به منحني يناحيه -4 xy  x=2   وo=xها  و دو خط x  و محور =−

)(52 محدود به منحني يناحيه -5 −= xy و محور x 3ها و دو خط== xوx o  



٥٢ دومفصل   

xy محدود به منحني يناحيه -6 xy و دو خط =
2

1
 x=9 و =

21 محدود به منحني يناحيه -7 yx  ها y و محور =−

2 محدود به منحني يناحيه -8
yx 34 و خط = += xy 

x محدود به منحني     يناحيهمساحت  -9
exy

−+= )(  يناحيـه   و محور مختـصات واقـع در       2

 . دوم را تعيين كنيد

 . با استفاده از انتگرال، مساحت مثلثي را بيابيد كه رئوس آن سه نقطه زير هستند-10

),(,),(,),( 43212 CBA o  

22 محدود به منحني     يناحيه -11 +−−= xxy   و محورx        ها ، حـول محـور x  هـا دوران     

  .  حاصل را تعيين كنيدجسم كند، حجممي

xy محدود بـه منحنـي   يناحيه -12 cos=  و محـور x   هـا و دو خـطo=xو  
2

π
=x، 

  .  حاصل را بيابيدجسم كند، حجمها دوران ميxحول محور 

=+2   بـين سـه خـط        يناحيه -13 xy     ، 4=y  و  o=x        حـول محـور x هـا دوران      

 .كند،  حجم جسم حاصل را بيابيدمي

22 محدود به منحني     يناحيه -14 += xy    6 و خط=y    حول محور ،x كند، ها دوران  مي

 .  حاصل را بيابيدجسم حجم

  .  را تعيين كنيد2ه  و شعاع قاعد3با استفاده از انتگرال، حجم يك مخروط به ارتفاع -15

   . را حل كنيد داده شدهمعادلات ديفرانسيل ،20 تا16 اتدر تمرين

  

16-   124 +−=′ xxy  

17-   )()( 121 +=′+ yyx  

18-   yx
e

dx

dy −=  

19-   o=−=+ dxyxdyxy
22 113  

20-    143 2 =
dx

dy
xy  



٥٣  كاربردهاي انتگرال 

yt يجوابي براي معادله -21
dt

dy
) پيدا كنيد كه در شرط = ) oo =yصدق كند  .  

2yyyx يجوابي براي معادله -22 ) پيدا كنيد كه در شرط ′+= ) 11 −=yصدق كند .  

)شيب خط مماس بر منحنـي        -23 )xfy )  ي  در هـر نقطـه      = )yx  واقـع بـر آن بـه        ,

صورت 
y

x 12 −
) مثبت و fاگر .   است ) 2=ofتابع ي ، ضابطه ( )xfرا بيابيد  .  

 يك وام يك ميليون توماني در آخر سال در يك قسط بايد پرداخت شود، اگر سود بـا نـرخ              -24

o1%چقدر است؟ آن به طور پيوسته محاسبه شده باشد، مبلغ كل پرداخت   

گـذاري شـده باشـد،       سرمايه %18 سالانه يپيوسته هزار تومان را با سود       oo5 اگر مبلغ    -25

   سال سود حاصل چقدر است؟4پس از 

 پـس از چـه مـدت دو           به طور پيوسـته محاسـبه شـود،        o2%ي هرگاه سود با نرخ سالانه     -26

  شود؟ دو برابر مي،ميليون تومان سپرده

312اگر تابع تقاضا     -27 +−−= xxy      32 و تابع عرضـه += xy     باشـد مـازاد مـصرف 

  . كننده را بيابيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



٥٤ دومفصل   

  يادداشت

  



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فصل سوم

 

  توابع چند متغيره

  

2، وابستگي وجود دارد ،بين شعاع و مساحت دايره   
xxS π=)( ، وابستگي بين ابعاد   اما هيچ 

 بـه   .كنـد   د ديگر تغيير نمي   ع لزوماً ب  ،دعيك مستطيل وجود ندارد ، بدين معنا كه با تغيير يك ب           

  .  يكديگرند  ابعاد مستطيل مستقل از،عبارت ديگر

توان مفهوم حـد و مـشتق    شوند و مي   روي چند متغير مستقل مطرح مي      ،توابع چند متغيره       

 .را براي اين توابع تعميم داد

  

  توابع چند متغيره -1

ــه ــي  يمجموعـ ــداد حقيقـ ــو   ، R اعـ ــاط روي محـ ــا نقـ ــاظر بـ ــي و ر متنـ ــداد حقيقـ    اعـ

{ }RyxyxR ∈=  رتب از اعداد حقيقي متناظر با نقاط      هاي م  تمام زوج  ي مجموعه 2),(,

}و    صفحه روي }RzyxzyxR ∈=  از هـاي مرتـب   تمـام سـه تـايي   ي مجموعه 3),,(,,,

  .ست فضا دراعداد حقيقي متناظر با نقاط



٥٦  فصل سوم

RRfتابع     شود نشان داده ميذيلصورت ،  يك تابع دو متغيره است و به:2→

( )yxfz ,=  

z  ووابسته رمتغي x وy مـساحت مـستطيلي بـه ابعـاد       .باشند ميمتغيرهاي مستقلxو y 

   : استy وx  دو متغيره ازيتابع

xyyxS =),(  

  : است hوr دو متغيره از ي، تابعrوشعاع قاعدh به ارتفاع يجم مخروطح

( ) hrhrV
2

3

1
π=,  

  :ندهست دو متغيره ذيل توابع .مثال     

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 7527
6

1

6

12
72

3

1

6321213 22

=−==

−

−
=

−

+−
=−

+
==

=++=++==

,,,

,,,

,,,

hyxhz

g
x

x
yxgz

fyxyxfz

  

  )h تابع ثابت دو متغيره است.(  

  

RRfتابع  )  و به صورت است يك تابع سه متغيره،:3→ )zyxfw   نشان داده =,,

 يحجم مكعب مستطيل .دنباش ميمتغيرهاي مستقلzو  y و x و  وابسته متغيرw .شودمي

  :  يك تابع سه متغيره استzو  y و xبه ابعاد

( ) xyzzyxV =,,  

   : هستند متغيره توابع زير سه.مثال    

( )

( ) ( ) 41943521

111
2

1
2

22

2

−=+−=+−==

=+−=+−=+−==

,,,,,

sin),,(,sin,,

gzxzyxgw

fzyxzyxfw ooo
ππ

   

  

  

  



٥٧  توابع چند متغيره 

y 

z 

x 

),( yxfz =  

  

  .درفضاست) سطح ( نمودار توابع دو متغيره يك رويه .توجه    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

22 ي رويه :مثلاً
yxz 221 ي يك مخروط ، رويه    =+ yxz   يـك نـيم كـره و      =−−

yxz يرويه   . نداشبمي  يك صفحه در فضا=+

RRfفرض كنيم           بزرگتـرين زيـر      f  تـابع  ييك تـابع دو متغيـره باشـد ، دامنـه          :2→

2مجموعه 
R است كه  f و با علامت  استفريعت  روي آن خوش fD شود مي نشان داده .  

  

) تابع ي دامنه.مثال     ) xyyxf   . را تعيين كنيد ,=−2

   : بايد زير راديكال مثبت باشد.حل    

( ){ } ( ){ }
( ) ( ) ff

f

DD

yxyxxyyxD

∉∈

≤=≥−=

3283

22

,,,

,, o

  

  

  

  



٥٨  فصل سوم

xy   بالاي خطي نيمهf ي دامنه،در اين مثال   . است   =2

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)  تابعي دامنه.مثال     ) ( )221 yxyxf −−= ln,را تعيين كنيد.  

    .حل    

   
( ){ } ( ){ }

( ) ( ) ff

f

DD

yxyxyxyxD

∉∈

<+=>−−=

12

11 2222

,,,

,,

oo

o

  

122 نقاط داخل دايره f ي دامنه،در اين مثال =+ yx است .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

y 

x 

fD 

y 

x 
fD

 



٥٩  توابع چند متغيره 

) برد تابع .مثال     ) 22
yxyxf   . را تعيين كنيد ,=+

  . است f مجموعه تمام مقادير f برد .حل    

         { } { } [ )+∞=≥=+== ,oozzyxzzR f
22  

  

گـذاري باشـد،   ميزان سرمايهKميزان نيروي كار و    Lتوليد كل،   Pاگر  .  داگلاس -تابع كاب 

   : استذيل داگلاس به صورت -تابع مدل سازي كاب

( ) o≥= −
KLKbLKLP ,,, αα 1  

1175مثلاً به ازاي .  اعدادي مثبت هستندα,bكه در آن  oo /,/ == bαداريم  :  

( ) oo
oo ≥= KLKLKLP ,,/, // 257511  

 

82  و  L=147در اين مدل سازي به ازاي  o=K داريم   

( ) ( ) ( ) 9161821471182147 2575 //, //
≅=

oo
oooP  

  

  حد و پيوستگي  -2

  .در توابع چند متغيره و يك متغيره يكسان است ،مفهوم حد

RRf حد تابع    .فتعري     ) در نقطه  :2→ )
ooo

yxP هر گـاه بـا نزديـك       ،است lبرابر با  ,

) متحرك   يشدن نقطه  )yx,  به( )
oo

yx  را بـا    حـد  اين   ، نزديك شود    lمقدار تابع به مقدار   ،  ,

  .دهند نشان مي  ذيل متعلا

( )
( ) ( )oo yxyx

lyxf
,,

,lim
→

=  

   .چند نكته

  .  يكتاست ،حد يك تابع در صورت وجود -1

 . شود مفهوم حد ، براي توابع سه متغيره به طور مشابه تعريف مي -2

هاي توابع يـك متغيـره اسـتفاده    از روش توانبراي محاسبه حد توابع چند متغيره مي  -3

 . نمود

  



٦٠  فصل سوم

   :چند مثال     

( ) ( )
( ) ( )

2
2

42

32212

2

2

22

21

−=
−

=
−

+

−=−=−

→

→

yx

yx

yx

yx

yx

),(),(

,,

lim

lim

o

  

  

         
( )( )

( )yx

yxyxyx

yx

yx

yxyx −

++−
=

−

−

→→

22

22

33

22 ),(),(),(),(
limlim   

  

( ) 1222

22
=++=

→
yxyx

yx ),(),(
lim  

) حد تابع .مثال     )
y

x
yxf ),( را در نقطه ,= ooدي بررسي كن .  

   .حل    

o

o

oo

=
→ y

x

yx ),(),(
lim )مبهم است.(  

حد راست در نقطه     اگر حد چپ و      ديديم كه  در توابع يك متغيره   
o

x   در آن   ع تـاب  ،برابـر نباشـند 

),(دهيم حد فوق در نقطـه       نشان مي  ،با روشي مشابه    .نقطه حد ندارد   oo  اگـر از  .وجـود نـدارد 

)مسير  ){ }xyyxS == ),( به نقطه1, ooآيددست ميه نزديك شويم ، ب:   

( ) ( )

1

1

==
→→ x

x

y

x

x
sروي

yx

limlim
,, ooo

  

)   از مسير اگر  ){ }xyyxs 32 == ),(  به  , oo داريم ،ويمش نزديك:    

( ) ( ) 3

1

3
2

==
→→ x

x

y

x

x
sروي

yx

limlim
,, ooo

  

   حــدگيــريممــينتيجــه  دســت آمــده،هتفــاوت بــمهــاي جــواب ايــن دو مــسير، روي اينكــه از

y

x

yx ),(),(
lim

oo→
  . ندارد  وجود



٦١  توابع چند متغيره 

ها بايد طوري انتخاب شوند كه  از نقطه  مسير.توجه        
o

Pعبور كنند  .  

  .  در نقطه داده شده حد ندارند ذيلنشان دهيد توابع .مثال        

)    )الف         )
yx

yx
yxf

+

−
),(   در نقطه       ,= oo

o
P  

) ب         
xy

yx
yxg

22 +
),( در نقطه       ),(== oo

o
P  

) با حدگيري روي )حل الف          ){ }o== yyxs   :آيد بدست مي1,

( ) ( )

( ) 1

1

=
+

−
=

→→ o

o

ooo x

x
yxf

x

sروي

yx

lim,lim
,,

  

)با حدگيري روي  ){ }o== xyxs   :آيد بدست مي2,

( ) ( )

( ) 1

2

−=
+

−
=

→→ y

y
yxf

y

sروي

yx o

o

ooo

lim,lim
,,

  

  .وجود ندارد اين حد بنابراين

  )حل ب    

( ){ }yxyxs == ,1  

( ) ( )

( ) 2
2

2

2

2

22

1

==
+

=
→→→ x

x

x

xx
yxg

xx

sروي

yx oooo

limlim,lim
,,

  

( ){ }xyyxs 22 == ,  

( ) ( )

( )
2

5

2

5

2

4
2

2

2

22

2

==
+

=
→→→ x

x

x

xx
yxg

xx

sروي

yx oooo

limlim,lim
,,

  

  . ندارد وجودبنابراين اين حد

) تابع .تعريف     )yxfz ) را در نقطه=, )
ooo

yxP    هرگاه ،يندو پيوسته گ,

   

                            ( ) ( )
( ) ( )oo

oo

yxyx

yxfyxf
,,

,,lim
→

=  



٦٢  فصل سوم

) پيوستگي تابع .مثال         )
1

2

+
=

y

x
yxf ) را در نقطه, )21,

o
P بررسي كنيد .  

  .حل        

( )
3

1

13

1
21

2

21
=

+
=

→ y

x
fو

yx ),(),(
lim,  

( ) ( )
( ) ( )21

3

1
21

,,

,,lim

→

==

yx

fyxf  

) در نقطه fبنابراين تابع  )21,
o

P پيوسته است .  

) نگاه هندسي، تابع      از .توجه     )yxfz  هرگـاه نمـودار آن      ،ه پيوسـته اسـت     روي دامن ـ  =,

)از نظر شهودي، پيوستگي       و همه جا متصل باشد    )yxfz ) در نقطـه     =, )
ooo

yxP , 

)به اين معني است كه بـا تغييـر انـدكي             )yx ) از نقطـه     , )
ooo

yxP ,  ،     ( )yxf ,  

  . نيز اندكي تغيير كند

 

   مشتقات جزئي -3

)فرض كنيم    )yxfz ) در نقطه    x نسبت به    fتابع  ) انسبي  ي( ، مشتق جزئي     =, )
ooo

yxP , 

   :شود تعريف ميذيل با حد

( ) ( )

o

ooo

o xx

yxfyxf

xx −

−

→

,,
lim  

 در نقطه    xئي نسبت به    زاگر اين حد وجود داشته باشد ، نمادهاي مشتق ج         
o

P    ذيـل  به صورت 

  :است

( ) ( ) ( )
ooo

PzPfP
x

f
xx ,,

∂

∂
  

 در نقطه  y نسبت به    fمشتق جزئي   
o

P    نـشان داده    ذيـل  بـا نمادهـاي      و تعريـف     به طور مـشابه      

                         :دنشومي

( ) ( ) ( )
ooo

PzPfP
y

f
yy ,,

∂

∂
  



٦٣  توابع چند متغيره 

براي محاسبه 
x

f

∂

∂
 .شـود  فـرض مـي   ثابـت  yمتغيـر گيـريم و  مشتق مـي x  نسبت به fاز تابع  ،

 براي محاسبه  همچنين
y

f

∂

∂
   فـرض    ثابـت  xمتغيـر گيـريم و   مـشتق مـي    y  نسبت به   fاز تابع    ،

  .   شودمي

) تابع  جزئي مشتقات.مثال     ) 4223 3yxyxyxf   . بيابيد  را ,=−+

   .حل    

3322 12223 yyx
y

f
xyx

x

f
+−=

∂

∂
+−=

∂

∂
oo ,  

 اگر .مثال    
24

12

+

−
=

y

x
z مطلوبست  yx zz ,  

  .حل    

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )2

2

2

2

22

2

24

14

24

1424

24

2

24

242

24

1242

+

−−
=

+

−−+
=

+
=

+

+
=

+

−−+
=

y

x

y

xy
z

y

x

y

yx

y

xyx
z

y

x

o

o

  

) اگر  .مثال     ) 








+
=

y

x
yxf

1
sin,  ،xfو yfرا بيابيد   .  

  .  حل    










+








+
=

yy

x
f x 1

1

1
cos  

( ) 













+

−









+
=

211 y

x

y

x
f y cos  

) اگر  .مثال     ) yx
eyxf

2

) مقادير ،,= ) ( )oo ,,, 11 xy ffرا بياييد .  

  



٦٤  فصل سوم

  .حل        

( )

( ) 11111

11212

12

1

2

2

=×==→=

=×=×××=→=

×

×

o

o

o

oooo

efexf

efxyef

y
yx

y

x
yx

x

,

,
  

براي محاسـبه    
x

f

∂

∂
)در تـابع سـه متغيـره          )zyxfw        مـشتق x نـسبت بـه    f از تـابع     ،=,,

  . دنشوگيريم وساير متغيرها ثابت فرض ميمي

) مشتقات جزئي تابع .مثال     ) 432
zyxzyxf   .  را محاسبه كنيد ,,=

  .حل    

332

422

43

4

3

2

zyxf

zyxf

zxyf

z

y

x

=

=

=

  

)گيري از  متغيره، با مشتقدر توابع يك )xf ) دوم يعني يمشتق مرتبه′ )xf  .آيديم دستهب′′

گيري از  با مشتق،به طور مشابه
x

f

∂

∂
و  

y

f

∂

∂
),(  تابع دومي مشتقات جزئي مرتبه yxfz =   

  .شوند حاصل مي

),( تابع  دوميچهار مشتق جزئي مرتبه      yxfz   : است ذيل به صورت =

از 
x

f

∂

∂
≡گيريم  مشتق ميx نسبت به 

∂

∂
=

2

2

x

f
f xx  

از 
x

f

∂

∂
≡گيريم  مشتق ميy نسبت به 

∂∂

∂
=

xy

f
f xy

2

  

از 
y

f

∂

∂
≡گيريم  مشتق ميxنسبت به 

∂∂

∂
=

yx

f
f yx

2

  

از 
y

f

∂

∂
≡گيريم  مشتق ميy نسبت به 

∂

∂
=

2

2

y

f
f yy  

  



٦٥  توابع چند متغيره 

) اگر.مثال     ) 2323
yyxxyxf   . دوم را بيابيدي ، تمام مشتقات جزئي مرتبه,=++

  .حل    

yyxfxyxf yx 2323 2232 +=+= ,  

( ) 326 yxff
xxxx +==  

( ) 26 2 +== yxff
yyyy  

( ) 26xyff
yxxy ==  

( ) 26xyff
xyyx ==  

  

yxxyدر اين مثال،     ff طور اتفاقي نيـست، در واقـع تحـت شـرايط مناسـب              ، اين تساوي به   =

ر اين كتاب اين شـرايط همـواره بـر           د (. اين تساوي بر قرار است    ) پيوستگي مشتقات جزئي    (

   ).قرار هستند

) دوم تابعيتمام مشتقات جزئي مرتبه.مثال     ) xyyxyxf sin, 542 دست ه را ب=+

   :آوريد

  . اول را محاسبه كردي دوم ،ابتدا بايد مشتقات مرتبهي براي تعيين مشتقات جزئي مرتبه.حل   

xyx
y

f
xyxyو

x

f
sincos 5452 324 +=

∂

∂
+=

∂

∂
  

xxy
yx

f

xxy
xy

f

yx
y

f

xyy
x

f

cos

cos

sin

58

58

12

52

3
2

3
2

22
2

2

4
2

2

+=
∂∂

∂

+=
∂∂

∂

=
∂

∂

−=
∂

∂

  

  



٦٦  فصل سوم

) اگر.مثال     ) 24
yxyxf =,   ، ( )21

2

,
yx

f

∂∂

∂
  .  را بيابيد

                       .حل    

yx
y

f 42=
∂

∂
  

yx
yx

f 3
2

8=
∂∂

∂
  

( ) 1621
2

=
∂∂

∂
,

yx

f
  

yxzدر تابع .مثال     += ) مقدار ،2 )31
2

,
xy

z

∂∂

∂
  .يابيدب را 

  .حل    

yx

x

yx

x

x

z

+
=

+
=

∂

∂

222

2
  

 

yx

yx

x

yx

x
yx

xy

z

+

+

−

=
+

+
−

=
∂∂

∂
2

2

22

22 22

1

)(

.o

  

( )
16

1

4
42

1

31
2 −

=

−

=
∂∂

∂
,

xy

z
  

  .شوند سوم و بالاتر به طور مشابه محاسبه مييمشتقات جزئي مرتبه

yxyxfاگر .مثال    
354 تبه سوم مشتقات جزئي مر،=+

2

3

xy

f

∂∂

∂
    . را محاسبه كنيد

   .حل    

yxyx
x

f 253 34 +=
∂

∂
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xyx
xy

f

xyyx
x

f

66

612

42
2

3

52
2

2

+=
∂∂

∂

+=
∂

∂

o

  

  

    انسيل كلفر دي-4

)اگر )yxfz    :استذيل  به صورت f كل تابع  ديفرانسيل،yfوxfفرض وجود   با،=,

dyfdxfdz yx +=  

)همچنين اگر  )zyxfw   : با استابر برfانسل كل فردي،=,,

dzfdyfdxfdw zyx ++=  

34 در تابع .مثال    
yyxz +=،dzدست آوريده را ب:   

        .حل    

( ) ( )dyyxdxyxdz
243 34 ++=  

xyxyxf در تابع .مثال    
23 ),( ي را در نقطهdf مقدار ،),(=− 32

o
P به ازاي 

1/o=∆x 2 و/o=∆yمحاسبه كنيد .    

  .حل    

 1/o=∆= xdx 2 و/o=∆= ydy  

dyxydxyxdf )()( 23 22 −+−= o  

  :آيددست ميه بy=3 و x=2 به ازاي

( )( ) ( )( ) 122121912 /// −=−+−= ooodf  

.  توجه    
o

xxx  و∆=−
o

yyy −=∆  

  

)اگر  )yxfz dzz از تقريب  ،=, )توان تقريبي براي  مي∆≅ )yxf  در اطراف  ,

)نقطه  )
ooo

yxP    :دست آورده ب,

( ) ( ) ( ) ( )dyPfdxPfPfyxf yx ooo
++≅,  

 



٦٨  فصل سوم

) اگـر    .مثال     ) 22 72 yxyxf −−= o,       مقـدار تقريبـي ، ( )81951 o/,/f را 

  .بيابيد

)    مي دهيم  قرار .حل     )12 ,
o

P  5 وoo /−=∆= xdx8   وoo /=∆= ydy 

( )
3

2

722

2
22

−
=

−−

−
=

o

o

Pf
yx

x
f xx ,  

( )
3

7

722

14
22

−
=

−−

−
=

o

o

Pf
yx

y
f yy ,  

  

( ) ( ) ( ) yPfxPfPf yx ∆+∆+≅
ooo

( )81951 o/,/f 

( ) ( ) ( )8
3

7
5

3

2
381951 ooooo ///,/ 







 −
+−







 −
+≅f  

( ) 846281951 //,/ ≅of 

      

   ده زنجيريع قا-5

),(فرض كنيم  yxfz ),(  و  باشد= srxx ),(  و     = sryy دو تابع دو متغيره   =

   است و داريمsوr تابعي ازzباشند، در اين صورت   r   ،s  از

r

y

y

z

r

x

x

z

r

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
..  

s

y

y

z

s

x

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
..

x

z

s

z

∂

∂
=

∂

∂
  

32 اگر  .مثال    
yxz srx  و =− += 32و     4

rsy +=،  
r

z

∂

∂
  . محاسبه كنيدرا

  .حل    

r

y

y

z

r

x

x

z

r

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
..  

))(())(( 2223 3342 ryxxy
r

z
−+−=

∂

∂
   



٦٩  توابع چند متغيره 

),( اگر  .مثال     223
xyyxfz −=،

x

z

∂

∂
  .دست آوريدهبرا 

  :دهيم قرار مي.حل    

yxu −= 3
     و    

22
xyv =  

x

v

v

f

x

u

u

f

x

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
..  

  

).().( 22 23 xy
v

f
x

u

f

x

z

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
  

),(اگر  .توجه     yxfz txx)(و= tyy)(و=   :  است و داريمt تابعي از z آنگاه  ،=

dt

dy

y

f

dt

dx

x

f

dt

dz
..

∂

∂
+

∂

∂
=  

 اگـر    .مثال    
1

2

+

−
=

y

yx
z  2    و

tx ty  و =  ـ    zمـشتق      ، =4  در نقطـه     را t ه  نـسبت ب

1=t بيابيد.  

          .حل    

)(
)(

)()(
)(

)(

)(
4

1

11
2

1

12
2

2

2 +

−−+−
+

+

+
=

y

yxy
t

y

yx

dt

dz
  

     : بنابراين،y=4 و  x=1  :    آيددست ميه بt=1به ازاي

25

12

25

8

25

2
4

5

35
2

5

52
221 =

−
+=

−−−
+

×
==

o
)(

)(
)(t

dt

dz
  

) اگر .مثال     ) ( )yxgyxfz 432 ) و  =++− ) 54 =′f   و  ( ) 25 =−′g  

،
x

z

∂

∂
) را در نقطه  )21 ,

o
Pبيابيد  .  

   :دهيم قرار مي.حل    

yxu += yxv و  2 43 −=  

    : پس

( ) ( )vgufz +=  



٧٠  فصل سوم

( ) ( )
x

v
vg

x

u
uf

x

z

∂

∂
′+

∂

∂
′=

∂

∂
  

( ) ( )vguf
x

z
′+′=

∂

∂
32 

( ) ( ) ( ) 1661534221 =+=−′+′=
∂

∂
ogf

x

z
, 

  تق تابع ضمنيمش

),,(=oيمعادله zyxf         يك تابع ضمني است كه در آنx   و y متغير مستقل و    راz   را متغير 

−−+=o يمعادله مثلاً.گيريمسته در نظر ميواب 1232
yzzyx  است  يك تابع ضمني.  

),,(=oاگر         zyxf    ـ ذيـل  باشد، مـشتقات جزئـي بـه صـورت           يمنض يك تابع     دسـت  ه ب

  .دنآيمي

z

y

z

x

f

f

y

z

f

f

x

z
−=

∂

∂
−=

∂

∂
,  

 .مثال    
y

z

∂

∂
−−+=o  را در معادله 4323

zxyxz بيابيد .  

=−−+=oدهيم      قرار مي.حل     4323
zxyxzf  

22 33

2

zxz

xy

f

f

y

z

z

y

−

−−
=−=

∂

∂ )(
  

1 اگر .مثال    
2594

222

=++
zyx

اشد،  بz و x  تابعي از y  و
x

y

∂

∂
  .   را بيابيد

     .حل    

o=−++= 1
2594

222
zyx

f  

y

x

f

f

x

y
y

x

y

x

4

9

9
2
4

2

−=−=−=
∂

∂
 

52  در معادله.مثال     243 +−=− zxyyzx، مقدار ),,( 21o
x

z

∂

∂
  .  را حساب كنيد
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  .حل    

o=−+−−= 52 243
zxyyzxf  

   
zyz

yx

f

f

x

z

z

x

24

23
3

2

+−

−−
=−=

∂

∂ )(
  

4

3
21

−
=

∂

∂
),,( o

x

z
  

  

   چند مثال كاربردي-6

  توليد نهايي

),(فرض كنيم    yxfQ   آنگـاه  ، باشـد  y و   x  تابع توليد با دو عامل        =
x

Q

∂

∂
 برابـر بـا توليـد       

   و xنهايي نسبت به 
y

Q

∂

∂
 يك واحـد  x ثابت و yاگر  . استyنسبت به  برابر با توليد نهايي  

افزايش يابد، 
x

Q

∂

∂
  .دهد  ميزان تغيير توليد را نشان مي

342 اگر.مثال     yxQ   .  بيابيدy و x توليد نهايي را نسبت به عوامل ، تابع توليد باشد=

  .لح    

246 yx
y

Q
=

∂

∂
338      و       yx

x

Q
=

∂

∂
 

     . داگلاس مثالي از تابع توليد است-تابع كاب

( مراجعه شود به قسمت توابع چند متغيره همين فصل  )                            

   

نهايي  يهزينه  

),(فرض كنيم  yxfC  باشد، آنگاهy و x مشترك دو كالا به مقادير ي هزينه=
x

C

∂

∂
  برابر با

  و     x نهايي نسبت بهيهزينه
y

C

∂

∂
    .است   y نهايي نسبت بهيهزينه برابر با  



٧٢  فصل سوم

xyyxC كالا با تابع   و مشترك دي اگر هزينه.مثال     54 22  داده شده باشد، =++

  . نهايي را بيابيديهزينه

  .حل     

x yx :                نهايي نسبت بهيهزينه   
x

C
58 +=

∂

∂
          

y xy  :               نهايي نسبت بهي    هزينه
y

C
52 +=

∂

∂
   

) اگر  .مثال     ) yxyxC ooooo 177 2 شـويي و    لباسx مشترك ي ، هزينه,=++

y  نهايي نسبت به     يشويي باشد، هزينه    ظرف x       را در سطح توليـد o2  15شـويي و     لبـاس 

  .  بيابيد راظرف شويي

     .حل    

( ) oooo 2815214 =
∂

∂
=

∂

∂
,,

x

C
x

x

C
  

  .  واحد پول استoo28شويي در اين سطح توليد  توليد بيست و يكمين لباسييعني هزينه

  

  تقاضاي نهايي

   q و pو قيمت متناظر با اين دو كـالا      y و x به ترتيب β وα يفرض كنيم تقاضاي دو كالا

),(و   qpfx ),(  و  = qpgy    توابع تقاضا باشند، آنگاه، =

 
p

x

q

y

∂

∂

∂

∂
         و      تقاضاي نهايي  ,

q

x

p

y

∂

∂

∂

∂
  . تقاضاي نهايي متقابل است ,

qpx اگر       .مثال     442 +−= oo           و   qpy 423 −+= oo     ،توابع تقاضا باشـند 

  .تقاضاي نهايي و متقابل را بدست آوريد

   .حل    

             تقاضاي نهايي 










−=
∂

∂

−=
∂

∂

4

4

q

y

p

x
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        تقاضاي نهايي متقابل










=
∂

∂

=
∂

∂

2

4

p

y

q

x

  

    كشش تقاضا

xfy)(اگر   : استلذي به صورت x نسبت به y كشش نقطه   ، تعريف بنا به،=

y

x

dx

dy

E

E

x

y
.=  

),(فرض كنيم      qpfx ),(  و      = qpgy  قبـل  ي  توابع تقاضا باشند، با توجه به رابطـه         =

  :چهار كشش داريم

             كشش هاي تقاضا













∂

∂
=

∂

∂
=

y

q

q

y

E

E

x

p

p

x

E

E

q

y

p

x

.

.

  

  

              كشش هاي نهايي 













∂

∂
=

∂

∂
=

y

p

p

y

E

E

x

q

q

x

E

E

p

y

q

x

.

.

  

  .هاي تقاضا را بيابيد اگر توابع تقاضا مانند مثال قبل باشند، كشش.مثال    

     .حل    

qpx 442 +−= oo  و   qpy 423 −+= oo  

             كشش هاي تقاضا













−+
−=

∂

∂
=

+−
−=

∂

∂
=

qp

q

y

q

q

y

E

E

qp

p

x

p

p

x

E

E

q

y

p

x

423
4

442
4

oo

oo

)(.

)(.

  



٧٤  فصل سوم

  تمرين-7

  .  توابع زير را بيابيدي دامنه-1

)) الف     )
x

yx
yxf

+
)            )                ب,= ) 122 −+= yxyxg ,  

)) ج    ) ( )13 +−= yxyxf ln,       د(    ( ) 2221 zyxzyxg −−−=,,  

  

) تابع ي دامنه-2 ) ( )22
yxyxf += ln, را تعيين كنيد   .  

   داگلاس- نشان دهيد در تابع كاب-3

( ) o≥= −
KLKbLKLP ,,, αα 1  

برابـر  mنيـز   ) توليـد  (Pبرابر شوند،   m) مقدار سرمايه گذاري   (Lو  ) نيروي كار  (K گاههر

  .شودمي

  .  حد توابع زير را در نقطه داده شده تعيين كنيد -4

  

)    ) الف       ) ( )
3

2

21
x

yx
yxfP

−
=,,,

o
  

)) ب     ) ( ) x
eyyxfP

22 =,,,o
o

  

))ج     ) ( )
33

11
yx

yx
yxfP

+

+
=− ,,,

o
  

) حد تابع -5 )
yx

yx
yxf

−

+
) را در نقطه ,= )oo, و در امتداد خط 

2

x
y   . بيابيد=

)  اگر بدانيم-6 )
22

23

yx

yx
yxf

+
)در نقطه     ,= )oo   .  حد دارد، حد آن را بيابيد,

  . نشان دهيد حدود زير وجود ندارند-7

) الف    
22

yx

xy

yx +→ ),(),(
lim

oo

)       ب    
2

1
21 −

−

→ y

x

yx ),(),(
lim  

)ج    
22

22

yx

yx

yx +

−

→ ),(),(
lim

oo

)     د    
24

2

yx

yx

yx +→ ),(),(
lim

oo

    



٧٥  توابع چند متغيره 

 درتوابع  زير -8
x

f

∂

∂
و

y

f

∂

∂
  .  را بيابيد

24) الف    
xyxyxf )  ب       ),(=−

x

y
yxf

2

=),(  

32)  ج    
yxyxf )ln(),( ),()sin() د                       = yxxyxf += 22   

 اگر   -9
74

32

+

−
=

y

zx
f  مطلوبست  ،xyz fff ,,  

yx اگر -10
ef

),( ، مقدار =24 21xfرا محاسبه كنيد .  

) اگر -11 ) ( )532 vuvuf +=,  ، 
u

f

∂

∂
  .  را بيابيد

423 دوم تابعي تمام مشتقات جزئي مرتبه-12
yxyxz   . را بيابيد=+

اگر -13
21 y

yx
f

−

+
=   ، 

yx

f

∂∂

∂2

  . را بيابيد

xyxz اگر-14 += 35، 
22

4

yx

z

∂∂

∂
  . را بيابيد

)ln( اگر -15 yxf 43   . ، مقادير زير رامحاسبه كنيد=+

),( 12xyf   ،  ),( 12xxf  

)اگر -16 )yx
eez += ln 1 ، نشان دهيد=+ yx zz  

)ln( اگر -17 22
yxz yyxx ، حاصل عبارت =+ zz   . را بيابيد+

xy اگر -18
yexez zzz    ، با محاسبه نشان دهيد=+ yyxx =+  

 در تابع -19
yx

yx
z

+

+
=

22

zyzxz  ، نشان دهيد  yx =+   

 ديفرانسيل كل تابع -20 
23 xy

exz   .  دست آوريده را ب=

ــابع  -21 ــل ت ــسيل ك  ديفران
yx

yx
z

+

−
=

2
),( را در نقطــه  ــه 21 5ooازاي   ب /=∆x و 

1oo /=∆yمحاسبه كنيد .  



٧٦  فصل سوم

 ديفرانسيل كل -22
y

x
yxz −=   . بيابيدy=−1 و     x=1 را به ازاي 32

)مقدار تقريبي -23 ) ( )22 98716 // +oرا بيابيد  .  

)  قرار دهيد: راهنمايي     ) 22
yxyxf +=,   

  

xyyxz فـرض كنيـد    -24 +−= 23،  srx 43 22 و=+ sry ات   مـشتق ، =+

   جزئي 
r

z

∂

∂
 و 

s

z

∂

∂
  .  را بيابيد

)ln(كنيــد   رض  فــ-25 yxz 22 +=  ، θcosrx θsinry    و=  ات مــشتق،=

مركب    
r

z

∂

∂
 و   

θ∂

∂z
  . را بيابيد

32 اگر-26
yxz +=  ، srx +=  و  2

s
y

1
ر   مقدا، =

s

z

∂

∂
           را در نقطه     

    1=r     2 و=s  بيابيد.  

)sin(   اگر-27 yxz += 2 ، 
t

x
1

ty   و= 4=، 
dt

dz
  .را بدست آوريد 

zxy اگر   -28
ew

2

= ، 12 += tx ،  2ty 3  و    =
tz  در    را t بـه   نـسبت  wمشتق    ، =

  .بدست آوريد t=1نقطه 

),(اگـــــر-29 vufz =،
y

x
u =  ،  

x

y
v 4و  =

2

1
2 =








,uf  5و

2

1
2 =








,vf 

مقدار
x

z

∂

∂
  . بيابيد y=1 و x=2 را در نقطه 

)اگر -30 )xyxfz
32 )  و =+ ) 4=′ of   ،  

y

z

∂

∂
)    را در نقطه )11 −,

o
P بيابيد .  

4233 يدر معادله-31 +−= yzzxyz  ،  
x

z

∂

∂
  .  را بيابيد

xyzzyx يدر معادله-32 61333 −=++  ،   
y

z

∂

∂
  .  را بيابيد



٧٧  توابع چند متغيره 

34322ابطه  در ر-33 =−+−
xyzxe

yz مقدار ، ),,( 123−
∂

∂

y

z
  . را حساب كنيد

1222در معادله كرُه -34 =++ zyxبا استفاده از مشتق ضمني نشان دهيد ، :   

( ) ( )
2

22 1
1

z
zz yx =++ 

             : اگر داشته باشيم-35






=+−+−

=−−+

o

o

yxxyvu

yxvu

22

2222

ه  آنگا     
x

u

∂

∂
  . را بيابيد

  . استفاده كنيديمنضاز مشتق  vپس از حذف متغير: راهنمايي      

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



٧٨  فصل سوم

  يادداشت

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

 

 

 

 

 

 

  

 فصل چهارم

  

  ه توابع دو متغيرهاياكسترمم

  

 و يا تعيين مقدار دو عامـل توليـد          نيمم، مي يافتن ابعاد مكعب مستطيلي با حجم معلوم و سطح        

كه بيشترين سود را داشته باشند و مسائلي نظير اين، به تعيين نقاط اكسترمم توابع دو متغيـره             

  .انجامدمي

  

  هاتعريف اكسترمم -1

تـابع   . باشدهاي مطلق و نسبي در توابع دو متغيره همانند توابع يك متغيره مي             اكسترمم مفهوم

),( yxfz fDyx به ازاي هـر        رگ مفروض است ،ا   = ∈),( ، ),(),(
oo

yxfyxf ≤ ،     

),(تابع    آنگاه   yxfz ),(  ي در نقطه  =
ooo

yxP   است، به عبارت   "ماكسيمم مطلق " داراي

),(ديگر، 
oo

yxf مقدار تابع بيشترين fباشد مي روي دامنه.  

),(هرگــاه  ،بــه طــور مــشابه       
oo

yxf   كمتــرين مقــدار تــابع fتــابع ، روي دامنــه باشــد 

)y,x(fz ),(ي در نقطه=
ooo

yxP است"نيمم مطلقمي" داراي .   

  .مثال    

22تابع   
yxyxf ),( ي در نقطه),(=+ ooمطلق داردنيمم مي .  

421تابع    yxyxg ),( ي در نقطه),(=−− ooماكسيمم مطلق دارد .  



٨٠  فصل چهارم 

 يهرگاه در اطراف نقطه .تعريف    
o

P ، ( )
o

Pfگوييم تابع  .بيشترين مقدار را داشته باشد 

),( yxfz ),( ي در نقطه= ooo yxP "ي رويه،از ديد هندسي . دارد"ماكسيمم نسبي f 

در 
o

P قله داردينقطه  .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 يهرگاه در اطراف نقطه    ،به طور مشابه        
o

P  ،( )
o

Pf    گوييم  .كمترين مقدار را داشته باشد 

),(تابع   yxfz ),( ي در نقطه  =
ooo

yxP "ي رويـه  ، از نگاه هندسـي    . دارد "نيمم نسبي مي 

f در 
o

Pداردگودي ي نقطه  .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

),(
ooo

yxP 

z 

y 

),( yxfz = 

x 

x 

z 

y 

),( yxfz = 

),(
ooo

yxP 



٨١  هاي توابع دو متغيره            اكسترمم

),( .تعريف     ooo yxP     بحرانـي تـابع    ي را يـك نقطـه ),( yxfz  oP گـوييم، هرگـاه در     =

  . جزئي برابر با صفر باشند مشتقات





=

=

o

o

o

o

)(

)(

Pf

Pf

y

x
  

   : آمده استذيلقضيه   درمم نسبي و بحرانيبين نقاط اكستررابطه 

),( اگر   .قضيه    
ooo

yxP        يك نقطه اكسترمم نسبي تـابع ),( yxfz  باشـد، آنگـاه      =
o

P 

  . استf بحراني ييك نقطه

 نقطه بحراني است، ولـي عكـس ايـن قـضيه             هر نقطه اكسترمم نسبي، يك     ،بنا به قضيه بالا       

),( يعني ممكن است     .برقرار نيست 
ooo

yxP بحراني باشد ولي اكسترمم نسبي نباشد      ي نقطه . 

),(در اين حالت    
ooo

yxP  تابع "نقطه زيني  " را يك ),( yxfz از نگاه هندسي،   . مي نامند  =

  . اسب، نقطه زيني است يك زين ي مركزيطهنق

  : را بيابيدذيل نقاط بحراني توابع .مثال    

yxyxyxf) الف      −+−= 242 xy)  ب                    ),(22
eyxf =),(  

   :مرا حل كني ذيل  بايد دستگاه،f براي تعيين نقاط بحراني)الف حل    










−=⇒=−−=

−=⇒=+=

⇒




=

=

8

1
18

2

1
24

yyf

xxf

f

f

y

x

y

x

o

o

o

o

  

),(
8

1

2

1
−−oPبحراني تابع ي نقطه fاست  .  

  ) حل ب







=⇒==

=⇒==

oo

oo

xxef

yyef

xy
y

xy
x

  

),( oo
o

Pبحراني تابع ي نقطه fاست  .  

),( بحراني تابع ي نقطه،بنا به مطالب اين قسمت .توجه     yxfz ي از سه مورد  يك=

  . باشد زيني مييماكسيمم نسبي، مينيمم نسبي و يا نقطه

  



٨٢  فصل چهارم 

  هاي نسبي  تعيين اكسترمم-2

   بحراني يآزمون تعيين نوع يك نقطه

),(فرض كنيم  yxfz ),(  و=
ooo

yxPبحراني تابع ي يك نقطه fدهيم مي باشد، قرار:   

( ) ( ) ( )( )2
ooo

o

PfPfPfD xyyyxxP −= .  

oاگر )الف    
o

>PD وo
o

>)(Pfxx ، آنگاهfدر  
o

Pمي نيمم نسبي دارد .  

oاگر ) ب    
o

>PD و( ) o
o

<Pf xx   آنگاه ،f در 
o

P ماكسيمم نسبي دارد.  

oاگر ) ج     
o

<PD آنگاه ،f در 
o

Pزيني داردي نقطه .  

o اگر ) د    
o

=PDتوان استفاده كرد، از اين آزمون نمي .  

  .ابع زير را تعيين كنيد توبحراني نوع نقاط .مثال    

74222   )الف         ++−−−= yxyxyxf ),(  

)   )ب          ) xxyyxyxf 322 −++=,  

16   ) ج          223 −+−+= yxyxyxg ),(   

  . كنيم از آزمون استفاده مي سپس وتعيين  نقاط بحراني را)حل الف    





=⇒=+−=

−=⇒=−−=

242

122

yyf

xxf

y

x

o

o
  

),( 21−
o

Pبحرانيي نقطه fاست  .  

( ) 22 −=⇒−=
o

Pff xxxx  

( ) 22 −=⇒−=
o

Pff yyyy  

       ( ) oo o =⇒= Pff xyxy  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) oo
oooo

>−−×−=−=
22 22PfPfPfD xyyyxxP .  

o
o

>PDو  ( ) o
o

<Pfxx،بنا به آزمون ،f در ),( 21−
o

P  نسبي داردماكسيمم .  

   )حل ب    





=+

=+
⇒





=+=

=−+=

oo

o

yx

yx

xyf

yxf

y

x

2

32

2

32
  

  



٨٣  هاي توابع دو متغيره            اكسترمم

  : آيددست ميهاز حل دستگاه ب




−=

=

1

2

y

x
)    ،    پس )12 −,

o
Pبحراني نقطه fاست  .  

122 === xyyyxx fff ,,  

( ) ( ) ( )
oooo

PfPfPfD xyyyxxP
2

−= . 

( )( ) ( ) o
o

>=−= 3122 2
PD  

) در fبنابراين  )12 −,
o

Pنسبي داردنيمم ميي نقطه .  

  )جحل 













−
=⇒=+=





=

=
⇒=−=

2

1
12

4
123 2

yyg

x

x
xxg

y

x

o

o
o

  

gبحراني ي دو نقطه ),(
2

1
1

−
oPو),(

2

1
42

−
Pدارد  .  

),( بحراني يتعيين نوع نقطه
2

1
1

−
oP  

   ( ) 12126 1 −=⇒−= Pgxg xxxx  

             
( )

( ) oo =⇒=

=⇒=

1

1 22

Pgg

Pgg

xyxy

yyyy
  

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) oo <−=−−=

−=

24212 2

2
1111

PgPgPgD xyyyxxP .
  

o<
1

PD،بنا به آزمون ، g در ),(
2

1
1

−
oPزيني داردي نقطه  .  

),( بحراني يتعيين نوع نقطه
2

1
42

−
P  

( )

( )

( ) o=

=

=

2

2

2

2

12

Pg

Pg

Pg

xy

yy

xx

  



٨٤  فصل چهارم 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) oo >=−=−= 24212 22
2222

PgPgPgD xyyyxxP .  

o>
2PDو  ( ) o>2Pgxx آزمون  بنا به،gدر   ),(

2

1
42

−
Pنيمم نسبي دارد مي .  

  . ضرب  آنها ماكسيمم باشد و حاصل27 سه عدد مثبت بيابيد كه جمع آنها .مثال    

xyz اگر اين سه عدد .حل     ++=27 باشند، بايد ,, zyx تابعو xyzf  ماكسيمم =

  .شود

    :آيد دست ميهزتساوي اول با

yxz −−= 27  

  :پس    
222727 xyyxxyyxxyyxf −−=−−= )(),(  





=−−

=−−
⇒







=−−=

=−−=

o

o

o

o

)(

)(

yxx

yxy

xyxxf

yxyyf

y

x

227

227

227

227

2

2

  

  .باشند  مخالف صفربايد  z وx ،y ،لذا بايد ماكسيمم شودxyzضرب از آنجا كه حاصل

  





=

=
⇒





=−−

=−−

9

9

227

227

y

x

xy

yx

o

o
  

yxzاز تساوي  −−=   z=9   :آيددست ميه ب27

      :بنابراين








=

=

=

9

9

9

z

y

x

  . سه عدد مورد نظر هستند     

 مقوا بسازيم، ابعاد جعبه را طوري بيابيد كه         212cmاي سر باز را با      خواهيم جعبه  مي .مثال    

  . كسيمم شودحجم جعبه ما

   : ارتفاع جعبه باشد، حجم جعبه برابر است باz  ابعاد كف و y و  x اگر .حل    

xyzV =  

  :و مساحت پنج وجه جعبه برابر است با

1222 =++ xyyzxz  



٨٥  هاي توابع دو متغيره            اكسترمم

 :    آيددست ميه اخير بيهاز معادل
( )yx

xy
z

+

−
=

2

12
   :داريم گذاري و با جاي

( )
( )yx

yxxy
yxV

+

−
=

2

12 22

,  

)تابع   )yxV  بايـد داشـته   V   متقارن است، پس در نقاط بحراني تـابع y و   x نسبت به    ,

yxباشيم     : ، بنابراين=

( )
4

3
4

12 342
x

x
x

xx
xV −=

−
=  

( ) 2
4

3
3

2

=⇒=−=′ x
x

xV o  

        :   پس ابعاد جعبه برابر است با 








=

=

=

1

2

2

z

y

x

  

)مشتقات جزئي تابع ت كه يك روش ديگر اين اس( )yxV  را  برابر با صفر قرار ,

  ).دهيم

  

   چند مثال كاربردي -3

  سود بنگاه توليدي 

y,x(fz(فرض كنيم    ماننـد  ( عوامل مستقل توليـد  x،y و   در يك بنگاه    يك تابع توليد   =

اگـر   . مقدار محـصول خروجـي باشـد   zو) ... ومواد اوليه يا تعداد كارگر و يا مقدار زمين موجود         

 برابـر   بنگاه  سود ، باشد 3qمت محصول خروجي    و قي   2qو 1q به ترتيب    x،yقيمت عوامل   

  : بااست

                     TCTRP −=  

)(),(

)(

yqxqyxfqP

yqxqzqP

213

213

+−=

+−=
  



٨٦  فصل چهارم 

xyyxz تابع توليد بنگاهي     .مثال     428 22  عوامـل   y و   x مي باشد كه در آن       =−−+

21توليد و    =q   42 و =q 83ترتيب قيمت اين عوامل و       به =q     ،چـه  قيمت محصول اسـت 

  . تركيبي از عوامل را به كار ببريم تا سود بنگاه ماكسيمم شود

  .حل    

TCTRP −=  
)(),( yqxqyxfqP 213 +−=  

yxxyyxyxP

yxxyyxyxP

423216864

424288
22

22

−−+−−=

+−+−−=

),(

)()(),(
  

   :آوريمدست ميه را بPنقاط بحراني 





=−+−=

=−+−=

o

o

43232

23216

xyP

yxP

y

x
  

   :آيددست ميهاز حل دستگاه ب










=

=

4

1
8

3

y

x

  

                       :  سود ماكسيمم برابر است با ،با اين تركيب
8

55

4

1

8

3 o
=),(P  

  انحصارگر  سود

هرگـاه عرضـه    . كندمي  وضعيت انحصاري، انحصارگر قيمت را از راه تنظيم عرضه كالا كنترل           در

  . يابديابد و زماني كه عرضه افزايش يابد، قيمت كاهش ميمحدود و كم باشد، قيمت افزايش مي

فرض كنيم تقاضا براي دو كالا به ترتيب . كند را توليد ميβ و αانحصارگري دو نوع كالا           

x وy دو كالا  اينو قيمت هاي متناظر براي pو q   باشندذيل و توابع تقاضا به صورت :   





=

=

),(

),(

qpgy

qpfx
  

),(اگر تابع هزينه كل  yxhTC   : استذيل به صورت لك  سودباشد، =

TCTRP −=  
),( yxhqypxTCTRP −+=−=  



٨٧  هاي توابع دو متغيره            اكسترمم

ــال     ــيم  .مث ــرض كن  ف




+−=

−+=

qpy

qpx

31

5

o
ــه    ــابع هزين ــالا و ت ــراي دو ك ــا ب ــع تقاض  تواب

o1++= yxTC  باشد، مقدار pوq    يمم سكنيد كـه سـود انحـصارگر ماك ـ       را طوري تعيين

  . شود

   .حل    

TCTRf    سود كل==−

)(),( o1++−+= yxqypxqpf  

 ooo 1315315 −+−−−+−+−+−+= )()()()(),( qpqpqpqqppqpf  

2517422 −++−+= qppqqpqpf o),(  

),(نقاط بحراني  qpfآوريمدست ميه را ب:   







=+−=

=+−=

oo

o

142

742

pqf

qpf

q

p
  

                 :آيددست ميهاز حل دستگاه ب







=

=

4
2

9

q

p
  

به ازاي 
2

9
=p 4 و=qيمم برابر است باسو مقدار سود ماك شوديمم ميس سود ماك :  

),( 4
2

9
f  

  

  هاي مقيد  اكسترمم-4

),( تــابع هــاي اكــسترممتعيــين yxfz ),(=o تحــت شــرط  = yxg،" هــاياكــسترمم 

       هــاي مقيــد، حــذف يكــي ازيــك روش تعيــين اكــسترمم .شــوديــده مــي نام")مــشروط(مقيــد

   .به مثال زير توجه كنيد .متغيرهاست

422نيمم تابع  مي.مثال     ++= yxyxf +=1 را تحت شرط ),( yxبيابيد   .  

  .حل    

xyyx −=⇒=+ 11  

52241 222 +−=+−+= xxxxxf )()(  



٨٨  فصل چهارم 

2

1
24 =⇒=−=′ xxxf o)(  

 در fتابع 
2

1
=xو نيمم دارد مي  

2

9

2

1
=)(f ،تابع مقدار  كمترينبنابراين f تحت 

+=1شرط  yx برابر با 
2

9
  .  است

 همواره امكان پذير  ولي حذف يك مجهول،ساده است هاي مقيد از اين روش يافتن اكسترمم     

 ابـداع كـرد، اسـتفاده       ژوزف لويي لاگرانـژ   دان بزرگ فرانسوي،     از روشي كه رياضي     لذا .نيست

    .كنيممي

   

  روش ضريب لاگرانژ 

),(مي خواهيم اكسترمم تابع      yxfz ),(=o را تحت شرط     = yxg تـوان ثابـت    مـي . بيابيم

  :  استذيلكرد كه اين نقاط اكسترمم در بين نقاط بحراني تابع 

),(),(),,( yxgyxfyxH λλ −=  

Hو "تابع لاگرانژ " را λنقـاط بحرانـي  بـراي تعيـين  .نامند مي" ضريب لاگرانژ" را H،  بايـد 

 براي يـافتن اكـسترمم      ،شودبا محاسبه مشخص مي    . را برابر صفر قرار دهيم     Hمشتقات جزئي   

),(تابع  yxfz ),(=o تحت شرط = yxg، را حل كنيمذيل بايد دستگاه :   









=

λ=

λ=

o),( yxg

gf

gf

yy

xx

  

422نيمم تابع  مي.مثال     ++= yxyxf +=1 را تحت شرط ),( yxبيابيد   .  

   : داريم .حل    

  422 ++= yxf        و     o=−+= 1yxyxg ),(  









=−+

λ=

λ=

⇒








=

λ=

λ=

oo 1

12

12

yx

y

x

yxg

gf

gf

yy

xx

.

.

),(

  

     :آيددست ميهاز دو رابطه بالا ب

yx 22 yx     يا   = =  



٨٩  هاي توابع دو متغيره            اكسترمم

    :آيددست ميه آخر بياز معادله

2

1
== yx      و           

2

9

2

1

2

1
=),(f  

+=1 تحت شرط fبنابراين كمترين مقدار تابع    yx، برابر با 
2

9
  . است

22  تابع نقاط بحراني.مثال     42 yxyxf 432 بر روي خط  را),(=+ =+ yxبيابيد  .  

    .حل    

22 42 yxf =+−=o   و        =+ 432 yxg  









=−+

λ=

λ=

⇒








=

λ=

λ=

oo 432

38

24

yx

y

x

yxg

gf

gf

yy

xx

),(

  

xy  ، بالارابطه از دو λاز حذف 
4

3
 : آخرياستفاده از معادله  و با=










=

=

17

12
17

16

y

x

  

),(
17

12

17

16
oPبحراني ي نقطه f 432 روي خط =+ yxاست  .  

2212 نقاط بحراني تابع .مثال     yxf +−=o را تحت قيد =−− yyx   . بيابيد422

   .حل    

   2212 yxf =+−=o       و        =−− yyxg 422  









=−+

λ−=−

λ=−

⇒








=

λ=

λ=

oo yyx

yy

xx

yxg

gf

gf

yy

xx

4

422

22

22

)(

),(

  

   دسته دوم بي در معادلهλجايگذاري با ،λ=−1   اولي از معادلهx، با حذفo≠xاگر 

   :آيدمي

o=⇒+−=−⇒−−=− 44221422 yyyy ))((  



٩٠  فصل چهارم 

  . ، دستگاه جواب نداردo≠xدهد كه در حالت اين تناقض نشان مي

   :آيددست ميه سوم بي در معادلهo=x، با جايگذاري o=xاكنون فرض كنيم كه     





=

=
⇒=−

4
42

y

y
yy

o
o  

),(  :  براين نقاط بحراني عبارتند ازبنا oo1Pو),( 42 oP   

),,(هاي تابع براي تعيين اكسترمم .توجه     zyxfw ),,(=o تحت شرط = zyxg، 

   : را حل كنيمذيلبايد دستگاه 













=

λ=

λ=

λ=

o),,( zyxg

gf

gf

gf

zz

yy

xx

  

222نيمم تابع    مي .مثال    
zyxzyxf +−−=o   را بـر صـفحه     ),,(=++ 52 zyx 

  . بيابيد

   .حل    

222
zyxf =+−−=o           و      =++ 52 zyxzyxg ),,(  













=−−+

λ−=

λ=

λ=

⇒













=

λ=

λ=

λ=

oo 52

2

2

22

zyx

z

y

x

zyxg

gf

gf

gf

zz

yy

xx

),,(

  

 :   آيددست مي ه بالا ب  ي از سه معادله   λبا حذف   
22

x
y

x
z =

−
= گـذاري در   با جـاي  و   ,

  : آخر داريميمعادله















−
=

=

=

6

5
6

5
3

5

z

y

x

  



٩١  هاي توابع دو متغيره            اكسترمم

   :    است بانيمم برابر يمقدار م
36

15

6

5

6

5

3

5 o
=

−
),,(f  

  

  تمرين  -5

  . در تمرينات يك تا هفت، نوع نقاط بحراني را مشخص كنيد

  

1- yxyxyxf +−+= 422),(  

2- 464 22 +−= yxyxf ),(  

3- 743 +−= yxyxf ),(  

4- yxxyyxyxf 2232 22 +−−+=),(  

5-  
yx

xyyxf
11

−+=),(  

6-  1122 24 +−+= xyyxyxf ),(  

7-( ) 223 34 xxyyxyxf +++=,  

) تمام نقاط بحراني تابع ي مجموعه-8 ) yxyxf
 را بيابيد و سپس نوع نقطه بحراني  ,=2

) در  راfتابع  )oo
o

,Pتعيين كنيد .  

ــك-9 ــفحه    نزديـ ــه روي صـ ــد كـ ــوري بيابيـ ــصات را طـ ــدأ مختـ ــه مبـ ــه بـ ــرين  نقطـ    تـ

o=−−+ 42 zyxباشد   .  

222از تابع فاصله : راهنمايي     
zyxd   .  استفاده كنيد =++

   

  .  و مجموع آنها كمترين مقدار ممكن باشد27ه حاصل ضرب آنها  سه عدد مثبت بيابيد ك-10 

            . متـر مكعـب و مـساحت سـطح آن حـداقل باشـد              4اي را بيابيد كه حجـم آن         ابعاد جعبه  -11

  .)جعبه را سرباز در نظر بگيريد( 

   . را تحت شرط داده شده بيابيدذيلنقاط بحراني توابع ، 17 تا 12در تمرينات 

  

12-  224 yxyxf −−=),(            ،              53 =− yx  



٩٢  فصل چهارم 

13-    223 yxyxf +=),(           ،               o=+− xy2    

14- xyyxyxf +−−= 22),(             ،         o=−+ 422 yx  

15-  ( ) yxyxf 64 +=,     ،                           1322 =+ yx  

16-      xyzzyxf =),,(       ،                  12222 =++ zyx   

17- 222
zyxzyxf ++=),,(           ،        424 =+− zyx  

αα داگـــلاس -ماكـــسيمم تـــابع كـــاب-18 −= 1
KLP ( )1<< αo را تحـــت شـــرط 

ooo 115 =+ KL  بيابيد.  

ــر -19 ــت   و Qاگ ــددي ثاب QKL ع =−αα ــداري از 1 ــه مق ــه L و K ، چ ــابع هزين  ت

( ) KLKLC 48   .كندنيمم مي را مي,=+

با استفاده از روش ضريب لاگرانژ ثابت كنيد مستطيل با مساحت ماكسيمم كـه محـيط آن                 -20

مقدار ثابت 
o

Pباشد، مربع است  .  

    متـر مكعـب و مـساحت سـطح آن         اي را بيابيد كه حجـم آن هـشت          اي بسته  استوانه  ابعاد -21

  . نيمم باشدمي

22ترين نقاط منحني  نزديك-22 =yxبه مبدأ مختصات را بيابيد .  

22 از تابع فاصله :راهنمايي     
yxd   . استفاده كنيد=+

  

  

  



 

  

  

 

  

  

  

  

  

  پنجمفصل 

  

   دترمينانوماتريس 

  

صـورت  تـوان نمـايش آن را بـه   ، مـي دمطرح باش) اعداد(در هر جايي كه ترتيبي خاص از اشياء        

در فـصل   . ها در علوم مختلف از جمله در خود رياضيات كاربرد دارند          ماتريس. ماتريس بيان كرد  

  .رددگ يكي از كاربردهاي آن براي حل دستگاه خطي بيان ميششم

  

  انواع آن  تعريف ماتريس و -1

نامنـد و بـه صـورت     ميn×mرا يك ماتريس   ) اعداد( ستون از اشياء     n و    سطر mآرايشي شامل   

   :دهند مي نشانذيل

  



























=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

...

...

...

21

22221

11211
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













 −

=

521

321

41o

A 

را با علامت  Aماتريس  




= ijaA    هـر    ،دهنـد مي نيز نشانija    يـه يـا عنـصر     آدر" يـك" 

   . نام داردAماتريس 

 . مثال    






 −
=

654

12 o
A  است×32 يك ماتريس .                                                                          

261        يسماتردر اين    112312 ==−= aaa  ija     به طور كلـي      ,,

 . ام قرار داردjام و ستون iعنصري است كه در سطر

   [ ]852=Aو  سطري  يماتريس   

















−

=

4

2

1

B  ستوني استييك ماتريس .      

 اگر .مثال    
23×





= ijaA  و  jiaij 32   .  را بيابيدA ، اعضاي ماتريس =−

                         .حل    

















−

−−

=

















=

o3

21

41

3231

2221

1211

aa

aa

aa

A  

 ماتريس را مـساوي     آن دو  .يكسان باشند  دو ماتريس  هاي نظير به نظير   گاه درآيه هر .تعريف    

   .نامندمي

  اگر .مثال     







=







 −

k

c

oo

2

4

12
         : در اين صورت     





=

−=

4

1

k

c
   

    

  .  نام دارد"ماتريس مربع"  )n=m (،هاي آن برابر باشدماتريسي كه تعداد سطرها و ستون

   .  را در نظر بگيريدAماتريس مربع 

                                

    

  

   A ماتريس "قطر فرعي " و اعضاي روي خط ممتد را"قطر اصلي "چين رااعضاي روي خط 

 . نامندمي



  95 ماتريس و دترمينان           

        "مـاتريس قطـري   "ند، آن را     اعضاي خارج از قطـر اصـلي صـفر باش ـ          ،اگر در يك ماتريس مربع    

   : قطري استذيل  ماتريس.نامندمي

  

















=

1

5

4

oo

oo

oo

A  

مـاتريس يكـه    "قطر اصلي يـك باشـند، آن را          تمام اعضاي روي     يك ماتريس قطري    در هرگاه  

  . دهند نمايش ميnIنامند و با  مي")واحد(

   :اند نشان داده شدهذيل در 3 ×3 و 2×2هاي يكه   ماتريس.مثال    

















=







=

1

1

1

1

1
32

oo

oo

oo

o

o
II ,  

   .نامند مي"ماتريس صفر"را  آن  . صفر باشند ماتريسهايهرگاه تمام درآيه









=








=

ooo

ooo

oo

oo
AA ,  

ترانهـاده  " عـوض كنـيم، مـاتريس حاصـل را           Aهـا را در مـاتريس       هرگاه جاي سطرها و ستون    

  . دهند نشان ميTAبا علامت و نامند ميA " ماتريس)تراسپوزه(

  

Tهرگاه 
AA   :گرنامند، به عبارت دي مي"متقارن" را Aماتريس  ، =

jiij aa =.  

  .متقارن هستند ذيلهاي ماتريس .مثال    

  

















=







=

o67

654

741

72

21
BA ,  









=⇒

















=
543

12

5

41

32
o

o

T
AA
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Tهرگاه 
AA   :نامند، به عبارت ديگر مي"متقارنشبه" را Aماتريس ،  =−

jiij aa −=.  

  . شبه متقارن هستندذيلهاي  ماتريس.مثال    

















−−

−=








−
=

o

o

o

o

o

34

31

41

3

3
BA ,  

نامند، مي  "بالامثلثي" را   Aماتريس     . صفر باشند  Aماتريس مربع    هرگاه اعضاي زير قطر اصلي    

   . نامند مي"پايين مثلثي" را A ماتريس .هرگاه اعضاي بالاي قطر اصلي صفر باشند همچنين

  

                                 بالا مثلثي    

















=

7

74

521

oo

oA  

                         پايين مثلثي                         



















=

2743

287

65

4

o

oo

ooo

B  

و با علامت نامند  مي "اثر ماتريس " قطر اصلي را، مجموع عناصر روي Aدر يك ماتريس مربع  

Tr(A)دهند نشان مي .  

      در ماتريس.مثال    

















−

−

=

37

321

41

o

o

A  داريم :  

132 −=−++= o)(ATr  

  

   ها اعمال جبري ماتريس-2

  جمع دو ماتريس 

ابعاد دو مـاتريس بايـد      . (كنيم مي هاي نظير به نظير را با هم جمع       درآيه براي جمع دو ماتريس،   

  ) .دنيكسان باش
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   .مثال    

















−

=

















−

−+

















−

−

456

532

323

44

213

32

412

341

21

o

oo

  

  










−
=









−

−
+







 −

594

2

652

31

142

11 oooo
  

   تفاضل دو ماتريس

بايـد    دو ماتريس  ابعاد. (كنيم مي هاي نظير به نظير را از هم كم       درآيه  ، براي تفاضل دو ماتريس   

  ) .دنيكسان باش

   .مثال    










−

−
=









−

−
−








− 51

62

31

43

2

21

o
  

  

















−

−

=

















−−

−

−

















−

43

71

52

21

3

32

22

41

2

o

o

  

  ضرب عدد در ماتريس 

  .كنيممي هاي ماتريس ضربدرآيه تمامي در را عدد ،عدد درماتريس براي ضرب يك

 

  .مثال    










−−

−
=









−

−
×−









−
=









−
×

3126

33

142

11
3

2

64

1

32
2

oo

oo
,  

  

   ضرب دو ماتريس

 ضـرب   Bهاي ماتريس    را در ستون   Aسطرهاي ماتريس    ، B در ماتريس    Aبراي ضرب ماتريس    

بـه  .  باشد B برابر با تعداد سطرهاي      Aهاي  كه تعداد ستون  كند  اين تعريف ايجاب مي   . كنيممي  

pnmpبا يد    ،عبارت ديگر AوB   . باشند××
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 بضر حاصل.مثال    








−
×








142

21

41

2 oo
  . را بيابيد 

    .حل    

                            [ ] 2212
2

1
211 =×+×=








×= oo,c 

[ ] ooo
o

o =×+×=







×= 42

4
212 ,c 

                         [ ] 4122
1

2
213 =−×+×=









−
×= oo,c  

                                 [ ] 92411
2

1
4121 =×+×=








×= ,c                             

                             [ ] 16441
4

4122 =×+×=







×= o

o
,c   

                        [ ] 21421
1

2
4123 −=−×+×=









−
×= ,c 

   :پس










−
=









−
×








2169

42

142

21

41

2 ooo
  

 اگـــر .مثـــال    







=

o2

41
A و 







 −
=

32

1o
Bهـــاي ضـــرب، حاصـــلB×A و A×Bرا         

  .محاسبه كنيد

    .حل    








−
=








×






 −
=×










−
=







 −
×







=×

88

2

2

41

32

1

2

118

32

1

2

41

o

o

o

o

o

o

AB

BA

  

ABBA       :شود ديده مي،در اين مثال ×≠×  



  99 ماتريس و دترمينان           

  . را انجام دهيدذيلهاي پذير بودن، ضرب در صورت ضرب.مثال    

















−

−

−

=








−
×















 −

28

24

11

12

1

24

2

11
o

o  

=  ضرب پذير نيست















 −

×








24

2

11

43

1
o

o
  

[ ]
















−−−

=×

















− 842

421

421

2

1

oooo  

                    [ ] [ ]7

2

1

421 −=

















−

× o  

 اگر .مثال    








−
=

41

2 o
A و 









−
=

13

21
B را محاسبه كنيدذيل موارد .  

  









=









−
+









−
=









−
+









−
=+










−
=









−
+








=









−
+








=+

57

67

39

63

82

4

13

21
3

41

2
232

61

4

41

2

2

2

41

2

1

1
22 2

oo

oo

o

oo

o

o

BA

AI

  

  










−
=









−
×








−
=









−
×








−
=×










−

−−
=









−

−−
+









−
=









−
−









−
=−

3666

2412

39

63

82

4

13

21
3

41

2
232

71

61

39

63

41

2

13

21
3

41

2
3

oo

o

oo

BA

BA
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                        ( ) ( ) 








−
=









−
×








−
=−×+

1215

6

23

2

51

3 ooo
IBIA  

  ها چند خاصيت جبري ماتريس

[ ] AA =+ o  

  

[ ] [ ]oo =×A  

ABBA +=+  
                    )Aمربع است(        AIAAI ==  

ACABCBA +=+ )(  

CABBCA )()( =  

  
TTT

BABA +=+ )(  
TTT

ABAB =)(  

امـا در    o=b    يـا  o=a  : شـود  نتيجه مي o=abاوي  از تس،دانيم در اعداد حقيقيمي

  . توجه كنيدذيلبه مثال .  اين خاصيت برقرار نيست ،هاماتريس

  

[ ]o
oo

oo

o

o
=








=








×








−

−

3

6

21

21
  

  .ضرب آنها صفر شده استدو ماتريس سمت چپ مخالف صفر هستند، ولي حاصل

   o≠a به عبارت ديگر، اگر  ، خاصيت حذف داريماعدادحقيقيدر     

cbacab =⇒=  

    مثلاً اگر ،ها برقرار نيستاما اين خاصيت در ماتريس

                 







=

oo

o1
A     ،    








=

oo

o2
B،       








=

2

2

o

o
C  

  : به عبارت ديگر. است C ≠B   ولي  AB=ACكنيد كه با محاسبه بررسي

    

  
CBACAB =⇒= 
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  :شندبا ميذيل به صورت Aهاي  يك ماتريس مربع باشد، توانAاگر 

AAA

AAA

AAA

nn 1

23

2

−=

=

=

  

 اگر .مثال    








−
=

12

3 o
A ،23

AوAد را محاسبه كني .  

  .حل    

 







=









−
×








−
=

14

9

12

3

12

32 ooo
A  

  

     








−
=









−
×







=×=

114

27

12

3

14

923 ooo
AAA  

 اگر .مثال    







=

2

2

o

o
A،52

Aدست آوريده را ب .  

  .حل    









=








×







=×=









=








×







=×=

3

3
23

2

2
2

2

2

2

2

4

4

2

2

2

2

2

2

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

AAA

AAA

  

     :توان حدس زدبا اين محاسبات مي












=

52

52
52

2

2

o

o
A  

 اگر .مثال    








−

−
=

34

23
A 75، ماتريس

Aدست آوريده را ب.  
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  .حل    

IA =







=









−

−
×








−

−
=

1

1

34

23

34

232

o

o
 

AAIAAA =×=×= 23  

IIIAAA =×=×= 224  

AA        :بنابراين =75  

  

   دترمينان يك ماتريس مربع -3

   :شود نشان داده ميذيل مقدار عددي است كه به صورت ، Aدترمينان يك ماتريس مربع 

                                        )A (det  يا      A  

  2×2دترمينان ماتريس 

  ضرب قطر فرعي  منهاي حاصل،ضرب قطر اصلي برابر است با حاصل2×2دترمينان ماتريس 

bcad
dc

ba
−=  

   :هاي زير توجه كنيدثالبه م

( ) 54231
34

21
−=×−×=  

o=×−−×−=
−

−
)( 2121

21

21
  

6324
43

2
=−×−×=

−
)(o

o
  

  .تواند مثبت، منفي و يا صفر شودشود، مقدار دترمينان ميطور كه ديده ميهمان  

   3×3دترمينان ماتريس  

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A =  
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ن از حذف سطر اول و ستون اول، زير دترمينا
3332

2322
11

aa

aa
A   .شود حاصل مي=

11A 11عنـصر   ) فرعـي (دترمينان كهاد    " راa "   11عبـارت     و
111 A

+− همـسازه عنـصر     "  را )(

11a " 23 ،به طور مشابه   .نامندميA  و سـتون سـوم       كه از حـذف سـطر دوم          دترميناني است

  . شود حاصل ميAماتريس 

                   23a   دترمينان كهاد عنصر 
3231

1211
23

aa

aa
A =  

23a                        2323  همسازه عنصر   
321 AA −=− +)(  

 بـه  3×3محاسـبه دترمينـان    فرمول .نه همسازه دارد  3×3ريس كه مات شودراحتي ديده ميهب 

  .است آمده ذيل در)روي سطر اول( ،بسطروش 

   

1313
31

1212
21

1111
11

333231

232221

131211

111 AaAaAa

aaa

aaa

aaa
+++ −+−+−= )()()(  

  . اندبدست آمده)  روي سطر اول( با روش بسط ،هاي زيردترمينان

( ) ( ) ( ) o

o

oo

o

o

o

=+−+=

+
−

−+
−

=−

142312

12

1
4

2

11
3

1

1
2

12

11

432

  

( ) ( ) ( ) 8236142

1

21
3

21

41
1

2

42
2

21

421

312

=−++=

−
−+

−
+=

−

−−

oo
o

  

  

 . را به روش بسط روي سطر دوم يا سـوم محاسـبه كـرد              3×3نان  توان دترمي  مي  ، به طور مشابه  

  . دست آوردههاي ماتريس نيز بتوان دترمينان را با بسط روي ستونهمچنين مي
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 ترمينان د.مثال    

o

o

12

11

432

   .آوريددست هب) روي سطر سوم(به روش بسط   را −

  .حل    

                     
o

o
o

o

o
1

32

11

42
1

1

43
2

12

11

432

+
−

−+
−

=−  

( ) ( ) ( ) oo =−+−−+−= 36132  

  .آيد ميدسته يكسان ب،سط روي هر سطر يا هر ستون ب مقدار دترمينان يك ماتريس با.نكته  

  

  n ×nدترمينان ماتريس 

 بـا روش    ذيلدترمينان   . است 3×3 دترمينان   ي همانند محاسبه  n×n دترمينان   يروش محاسبه 

  . محاسبه شده است) روي سطر اول(بسط 

  

21

21

31

232

−

−

oo

oo

oo

o

 

  

121226342

1

21

31

2

2

1

1

21

21

3

3

21

2

31

2

−=−+−+−+=

−

−

−++

−

−

−+

−

−

=

)()()()( o

oo

o

o

oo

oo

oo

o

o

o

oo

o

oo

o

  

  . ارد دكه صفر بيشتر كنيم سطر يا ستوني را انتخاب  بهتراست،تر دترمينانبراي محاسبه سريع

ooo 254
21

12
4

321

4

312

−=−=
−

−=

−

)(  
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  3×3روش ساروس براي دترمينان 

 مجمـوع  ضـرب قطرهـاي اصـلي را از    مجمـوع حاصـل    و بعد  در اين روش دو ستون اول را تكرار       

  .كنيمكم ميضرب قطرهاي فرعي حاصل

دترمينان ماتريس .مثال     

















−

−

=

521

43

211

oAكنيد را حساب .  

   .حل    

23815124

12241531

23214151

21

3

11

521

43

211

=++−−++=

−××+××+××−−

××+−××−+××=

−

−

−

−

=

)()(

)]()()[(

)]()()[(

oo

o

oooA

  

  .ت نامنفرد اسذيل ماتريس . گويند"نامنفرد "را A سيماتر . باشدo≠Aهرگاه  .تعريف    

  

     8412

1

42

1

31

42

11

=++−++=

−−

−

)()( oooo

o

o

o

o

o

  

   خواص دترمينان -4

   : صفر باشند، مقدار دترمينان صفر است، اگر تمامي عناصر يك سطر-1

o

o

ooo =

−

64

712

  

  : مضربي از سطر ديگر باشد، مقدار دترمينان صفر است ، اگر يك سطر-2

o
o

=

−−

−−

−

4246

541

2123

7211
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724

413

312

413

724

312 −

−=

−

 

                                                                                                                    

          

132

161

321

132

421

3212

o=−

)(

   

 :سطرچهارم دو برابر سطر دوم است

( ) ( )212324246 −−=−− ,,,,,,  

   :شود كه اگر دو سطر برابر باشند، دترمينان صفر استاز اين خاصيت نتيجه مي

o

o

=

−

132

132

15

  

        مقدار دترمينـان در يـك منفـي ضـرب           ،  اگر در دترمينان جاي دو سطر را عوض كنيم         -3

   :شودمي

  

  

          

  

   :ضرب قطر اصلي اگر ماتريس مثلثي باشد، دترمينان آن برابر است با حاصل-4 

  

21731

7

53

421

−=×−×=−

oo

o  

   :ماندمي دترمينان ثابت مقدار ،را به سطر ديگراضافه كنيم  اگر مضربي از يك سطر-5

    

  

  

  

  

   :شده استدو برابر سطر اول به سطر دوم اضافه 

)o1614216424213212 ,,(),,(),,(),,(),,( =−+=−+  

  . دترمينان ماتريس، با دترمينان ترانهاده آن برابر است-6

T
AA =  
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   :كنيم ميضرب) دلخواه( براي ضرب عدد در يك دترمينان،عدد را در يك سطر -7

  

246

742

11

123

742

11

2

−−−

−

=

−

−

oo

  

از عامل مشترك  توانخاصيت مي اين بنا به . در سطر سوم ضرب شده است−2عدد 

   :فاكتور گرفت

21

521

32

3

21

1563

32

−

−=

−

−

o

o

o

o

  

  

   : دو ماتريس مربع باشند، داريمB و A اگر -8

BAAB .=  

  : اگر يك سطر بر حسب چند سطر ديگر باشد، مقدار دترمينان برابر با صفر است-9

  

o

o

o

=
−

774

2123

7421

321

  

   :ت مجموع سطر اول و دوم اس،سطر چهارم

),,,(),,,(),,,( 7421321774 −+= oo  

  

   .هكتدننچ

  را قرار دهيم، باز هم» ستون«كلمه » سطر « كلمه اگر به جاي ،در تمامي خواص بالا) الف    

  . اين خواص برقرارند     

  .  توان هر دترميناني را مثلثي نمود مي ،با استفاده از اين خواص) ب    

  . گرددتر محاسبه مي سريع نانيد، با اين خواص دترمهرگاه ابعاد دترمينان بزرگ باش)     ج
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 o==

−

666

333

321

987

654

3211)(

 

                                                                               

          28741

7

64

521

521

64

7

−=××−=−= )(

oo

oo

oo

    

515

37

41

7

15

533

312

4123

o

o

oo

−=

−

−

)(

)()(

  

  

  

 

( )1 

  . حساب كنيد ، بالا با استفاده از خواص راذيلهاي  دترمينان.مثال     

  

  

  

  

                

  

  

  

  

o=++++++=+++

333333

cbacbacba

cba

cbcaba

cba

  

   . دست آوريدهنموده و مقدار آن را ب را بالا مثلثي ذيلدترمينان   .مثال    

533

312

41

−

o

  

          . حل

  

  

 
                    

o
o

o
oo

o

o

8
7

8
71

7

8
37

41

−=×−×=−=  
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IA اگر .مثال      A=±1 ، نشان دهيد 2=

    . حل    

            122 ==⇒= IAIA    

                                         1±=A  ⇒=⇒= 11
22

AA      

          

   معكوس يك ماتريس مربع -5

نامنـد،   مـي   A را معكـوس     B ماتريس    باشد، n×n يك ماتريس مربع     A فرض كنيم    .تعريف    

nIBAAB   هرگاه  −1 را با Bاگر  و   ==
Aهيم، داريم نشان د :  

nIAAAA == −− 11  

 شـرط لازم و كـافي       ،هـا  در ماتريس  .پذير است  معكوس ، هر عدد مخالف صفر    ،در اعداد حقيقي   

  . باشدo≠Aپذير باشد اين است كه  معكوسAبراي اينكه 

  

−1محاسبه 
A  

   : باشد2×2ماتريس A  )الف









=

dc

ba
A  

    :بنا به فرمول










−

−
=−

ac

bd

A
A

11  

  ) .شده است عوض شده و قطر فرعي در منفي ضرب  اصليجاي عناصر قطر( 

   . را بيابيدذيلهاي  معكوس ماتريس.مثال    

  

               








−
=

14

32
A  ،      









−
=

21

1o
B،        









−

−
=

12

12
C 
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   .حل    








 −
=







 −
=⇒=

















−
=









−

−−

−
=⇒−=

−

−

oo 1

12

1

12

1

1
1

14

2

14

4
14

3

14

1

24

31

14

1
14

1

1

BB

AA

  

  

  o=C : معكوس پذير نيستCماتريس 

   : باشد3×3 ماتريس A  )ب

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

   : استذيل به صورت Aفرمول معكوس ماتريس 

adjA
A

A
11 =−  

   :شود تعريف ميذيل به صورتنام دارد و " Aالحاقي  " ماتريسadjAكه در آن 

  
T

AAA

AAA

AAA

adjA

















−

−−

−

=

333231

232221

131211

  

  

ijA سطر دترمينان ماتريسي است كه از حذفiام و ستونjماتريس    امAآيددست ميه  ب.  

  

 معكوس ماتريس .مثال    

















−

−

−

=

413

21

21

o

o

Aريددست آوه را ب .  
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  .حل    

18−=A  

  

2
21

1
2

1

21
4

2

2

1
13

1
1

43

21
2

41

2

5
13

21
4

43

1
8

41

2

333231

232221

131211

−=
−

=−=
−

−=−−=
−

−
=

=
−

−=−=
−

==
−

−
−=−

=
−

−
=−=−=−−=

−

−
=

o

oo

o

o
o

o

oo

AAA

AAA

AAA

 

















−

−−

−−

−
=

















−−−

−−

−
==−

215

214

428

18

1

224

112

548

18

111
oo

T

adjA
A

A  

  .  باشدn×n ماتريس A  )ج

   : است3×3، مانند فرمول  Aفرمول معكوس   ،n×nدر حالت 

adjA
A

A
11 =−  

       .باشدمي Aيهاهمسازه  ترانهاده ماتريسadjA  ،  3×3مانند فرمول 

 اگر .مثال    

















−=

732

141

421

A 23 عنصرa 1 را در ماتريس−
Aبيابيد .  

−1 با توجه به فرمول .حل    
Aداريم :  

                                            
A

A
a 32

23
−

=  
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[ ] 








−
=

1

1

13

21
2

o

o
IA 

[ ]nIA 

[ ] [ ]1−
AIIA nn ~ 

                        5
11

41
1 32 −=

−
−=−−= AA ,  

                                 :بنابراين

5
1

5
23 =

−

−
=a  

. استسطري  مقدماتي  اعمال استفاده از،يك روش ديگر محاسبه معكوس يك ماتريس    

   .باشندمي صورت دين بn×mاين اعمال روي يك ماتريس 

  . جاي دو سطر از ماتريس را عوض كنيم -1

 . ضرب كنيم) مخالف صفر(يك سطر ماتريس را در يك عدد دلخواه  -2

 .  اضافه كنيم ،مضربي از يك سطر را به سطر ديگر -3

           

    اعمال شود، مـاتريس حاصـل را  Aهرگاه هر يك از اعمال مقدماتي سطري را روي ماتريس              

  .نامند ميA ماتريس "ارز هم"

در ماتريس  اگر.مثال     






 −
=

432

11 o
Aمـاتريس   ارز  هم ، جاي دو سطر را عوض كنيم 

Aآيددست ميه ب.  

                              








−







 −

o

o

11

432

432

11
~  

        را در نظـر                       مـاتريس افـزوده   . يـك مـاتريس نـامنفرد باشـد    Aفـرض كنـيم    

كنـيم، خـواهيم      تبـديل  In   را بـه   A مـاتريس    ،سطري  به كمك اعمال مقدماتي     اگر گيريم،مي

  : داشت

  

  

 معكوس ماتريس .مثال








−
=

13

21
Aدست آوريده را با استفاده از اعمال مقدماتي سطري ب.  

  .حل
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








−−









−

−
− 13

1

7

21

1

1

13

213

7
1

o

oo

o

)(
~

)(

 

















−
=⇒

















−
−

7

1

7

3
7

2

7

1

7

1

7

3
7

2

7

1

1

1 1
A

o

o
~ 














−

− 7

1

7

3
1

1

21

2

o

o)(
~ 

  

  

  

                                            

              

  

  

  

     

  

   چند خاصيت

)       )الف     ) 111 −−−
= ABAB  

                     )ب    
A

A
11 =−  

)                    )    ج ) nn II =
−1  

)            )    د ) ( )TT
AA

11 −−
=  

اگر. مثال    

















−=

4

11

432

oo

oA 1رمينان  ،  دت−
Aرا بيابيد  .  

    : ، بنا به خاصيتA=8. حل   

 
8

111 ==−

A
A  

 اگر .مثال    






 −
=

3

21

o
A 2 ، مطلوبست−

A   

        : داريم.حل   









=−

1

23

3

11

o
A  
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







=








×








1

89

9

1

1

23

1

23

9

1

ooo
=×= −−− 112

AAA  

  

  تمرين -6

 اگر -1








−
=

21

1 o
A و 







 −
=

42

11
B را محاسبه كنيدذيل، موارد  .  

BA) الف     BA)ب                + 42 −  

BA)    ج
T )() د                3+ BAB −2  

TT) و                ×BA)     ه
BA ×  

) )     ز ) ( )BIIA −×+ 32  

  

      اگر-2
32×





= ijaA  و 

32×




= ijbB و         









<+

=

>−

=

jij

ji

jii

aij

1

1

1

 

22و
jibij BA    ماتريس =−   .دست آوريده را ب+

  اگر      -3















 −

=

21

3

12

oA   و 








−
=

122

31 o
B  ـ      ذيلموارد  دسـت  ه را در صورت امكـان ب

  .آوريد

AB )  ب        ×BA) الف     ×  

2)     ج
A                    د (( )BAA 2−×  

 اگر -4

















−

−

=

21

21

11

o

o

o

A و 

















=

112

1

321

ooB را محاسبه كنيدذيل موارد  .  

AB)الف     34IA) ب        × −  

)()     ج 2
ATr        33) دIBA +−  
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T يك ماتريس مربع باشـد،       A با يك مثال نشان دهيد كه اگر         -5
AA  مـاتريس متقـارن و      +

T
AA   . متقارن استماتريس شبه−

گر  ا-6







=

3

3

o

o
Aماتريس ،o4

Aدست آوريده را ب .  

AA اگر -7 oo1 ، ماتريس 3=
Aبرابر با كدام ماتريس است .  

 اگر  -8








−

−−
=

13

31

2

1
A نشان دهيد ، IA 145 و سپس 3=

Aدست آوريده را ب.  

)آيا اتحاد  -9 ) ( )BABABA +×−=−   ها برقرار است؟  براي ماتريس22

]گاه رابطه ماتريسي     هر -10 ] [ ]o=
























−
5

2

13

42

51

2 yx       برقرار باشد، يك رابطه بين x  و 

yدست آوريده ب.  

  

  :رساند به فروش ميذيلاي سه نوع كالا را در بازار به تعداد ماتريس  توليد كننده-11

   










oooooo

oooooo

143

321
321 AAA

  1M      مكان 

 

ترتيــب   بــه 3A  و  2A و 1Aاگــر هزينــه توليــد هــر واحــد

















=

o

o

o

5

3

2

C و قيمــت فــروش 

















=

o

o

o

6

4

3

R را بيابيدذيلباشد، موارد  .  

  سود حاصل از فروش ) ج     كل يهزينه)ب        درآمد كل ) الف     

  

   2Mمكان 
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  ) روش بسط. ( را بيابيدذيلهاي دترمينان-12

421

342

213

421

31

211

35

21
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  .  را حساب كنيدذيل هاياتريس معكوس م-25 
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  ششمفصل 

       

  دستگاه معادلات خطي و بردارهاي ويژه

  

 دو مجهول و بـراي تعيـين نقـاط     و معادلهدو با  ،  برخورد دو خط در صفحه     يبراي تعيين نقطه  

 در هـر جـا كـه تعـدادي          .و معادله و سه مجهول مواجه هـستيم        با د   ، برخورد دو صفحه در فضا    

   .شودتشكيل ميم، دستگاه معادلات خطي معادله خطي با تعدادي مجهول داشته باشي

  بـه هـر مـاتريس مربـع         ، در نظرگرفـت  ) ستوني(توان يك ماتريس سطري     يك بردار را مي         

  . شودبردارهاي خاصي به نام بردارهاي ويژه نسبت داده مي

  

   دستگاه معادلات خطي -1

   :است  صورت اين مجهول بهn معادله و mيك دستگاه معادلات خطي 
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ها اعداد ثابت دسـتگاه     ibها ضرايب دستگاه و   ija دستگاه،   هايها مجهول ix  ، در اين دستگاه  

nxx هرگاه .باشندمي nxx . در تمامي معادلات دستگاه صـدق كننـد        1,...,  جـواب  " را   1,...,

   .ندنام مي"دستگاه
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   حل دستگاه به روش ماتريسي و كرامر-2
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  حل دستگاه به روش كرامر 
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فرد دارد و  ، دستگاه يك جواب منحصر به      باشد   o≠Aگاه   هر ، در يك دستگاه مربع    .نكته    

  . نهايت جواب و يا بدون جواب است، دستگاه بيد باشo=Aاگر 
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≠a، فرد دارد يك جواب منحصر به دستگاه.  

  

  حل دستگاه به روش حذفي گاوس-3

  : استذيل روي يك دستگاه به صورت اعمال مقدماتيها همانند ماتريس

  . مجاي دو معادله يك دستگاه را عوض كني -١
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 . يك معادله را در يك عدد ضرب كنيم -٢

 .  ديگراضافه كنيميمضربي از يك معادله را به معادله -٣

 ـ   اگر تعدادي از اين اعمال مقدماتي را روي يك دستگاه انجـام دهـيم،                    ،دسـت آمـده   هدسـتگاه ب

  . هاي يكسان دارندشود و اين دو دستگاه جواب با دستگاه اوليه ناميده مي"هم ارز"

كنيم كه ها را طوري حذف ميدر روش حذفي گاوس، با كمك اعمال مقدماتي، مجهول      

اگر دستگاه مربع نباشد . آوريممي دستهها را يك به يك ب بالامثلثي شود و بعد مجهول،دستگاه

سرعت حل دستگاه به روش حذفي  .كنيمدستگاه را مربع مي  با افزودن صفرهاي مناسب،

ا دو روش قبلي بيشتر است و هيچ محدوديتي براي حل دستگاه در اين  در مقايسه ب،گاوس

             .روش وجود ندارد
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      ) الف        




=+

=−

32

12

yx

yx
     )  ب                       





=−

=+−

362

3

yx

yx o
   

     ) ج       




−=−

=+−

32

642

yx

yx
  

  )حل الف    

  

          

 

                          :دستگاه مثلثي شده است 




=+

=−

15

12

y

yx

o
  

5

1
15 =⇒= yy  

5

7
1

5

1
212 =⇒=−⇒=− xxyx )( 

                            :دستگاه يك جواب دارد










=

=

5

1
5

7

y

x
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



=−

=+−

362

32

yx

yx o)(
 





−=−

=+−

32

642
2
1

yx

yx)(
 









=++

−=−+

=+−

⇒








=+−

−=++

=+−−
−

52

333

12

42

12

1221

3
1

zy

zy

zyx

yx

zyx

zyx

o

o)(

)()(

 

  )حل ب    

     

 

                     :گاه مثلثي شده استدست




=+

=+−

3

3

oo

oyx
  

  .  دستگاه جواب ندارد،اين تناقضبه   بنا،o=3 آخر يدر معادله

  )ج حل    

  

          

          :دستگاه مثلثي است




=+

=+−

ooo

642 yx
  

  . گيريمرا دلخواه مي هاز مجهول يكي ا،دو مجهول دارد  يك معادله و،اين دستگاه 

kxدلخواه    =  

642642 =+−⇒=+− ykyx  

2

3

4

26 k
y

k
y

+
=⇒

+
=  

   :نهايت جواب دارداين دستگاه بي

Rkk
y

kx

∈







+
=

=

2

3  

   . را به روش حذفي حل كنيدذيلهاي  دستگاه.مثال    

) الف        








=+−

−=++

=+−





=−+−

=+−

42

12

12

42

12

yx

xyz

zyx

ب
zyx

zyx
( 

 ) حل الف    
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







=++

=−+−

=+−

oooo

42

122

zyx

zyx)(

 

                       :دستگاه مثلثي است








=++

−=−+

=+−

⇒

63

333

12

z

zy

zyx

oo

o  

21221

13233

263

−=⇒=+−

=⇒−=−

=⇒=

xx

yy

zz

)()(

)(  

              :بنابراين








=

=

−=

2

1

2

z

y

x

 

  ) حل ب    

  

  

  

 

                   :دستگاه مثلثي است








=++

=+−

=+−

oooo

o 63

12

zy

zyx

  

kzدلخواه  =  

5126312

6363

−=⇒=+−−⇒=+−

−=⇒=+−

kxkkxzyx

kyky

)(
  

   :نهايت جواب دارددستگاه بي









−=

∈−=

=

5

63

kx

Rkky

kz

  

) اگر .مثال     ) 2
bxaxxf +=، ( ) 41 =f  و ( ) o=2fضابطه ، fدست آوريده را ب .  

)   .حل     ) ( ) o=+==+= bafbaf 42241 ,  
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 نوع اول  نوع دوم     نوع سوم   

 

    از حل دستگاه  




=+

=+

oba

ba

42

4
      :آيددست ميه     ب





−=

=

4

8

b

a
  

   :بنابراين

( ) 248 xxxf −=  

مرحلـه  هـا در سـه      كنـد، كاشـي   يك كارخانه سراميك سازي سه نوع كاشي توليد مي        . مثال    

CBA   .  استذيلتعداد ساعت در هر مرحله به صورت . شوند آماده مي,,

  

  

















334

232

111

C

B

A

  

      

 ساعت در ماه oo9 و oo6 و o29  به ترتيب      C و B و     Aاگر ظرفيت كاري در مراحل      

  .  از هر نوع را در يك ماه تعيين كنيد شدهباشد، مقدار كاشي توليد

   :آيددست ميهباشد، ب به ترتيب تعداد كاشي نوع اول تا سوم zوyوx اگر .حل    









=++

=++

=++

oo

oo

o

9433

6232

29

zyx

zyx

zyx

  

     :داريم حل دستگاه با









=

=

=

o

o

o

3

2

24

z

y

x

  

 

   يك ماتريس ي بردارها و رتبه-4

  .  يك ماتريس سطري يا يك ماتريس ستوني است،ها، يك برداربر حسب ماتريس

 بردار ستوني

















=

3

2

1

a

a

a

 a  
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]بردار سطري  ]321 aaa= a  

  :دهند نيز نشان ميذيلاي را به صورت  مؤلفهnيك بردار   

),...,( naa1=a  

از مـضارب    آنها را بر حـسب مجمـوعي       چند بردار بتوان يك بردار از      بين   هرگاه .تعريف         

اگـر مـضارب     ،تـر نامند، به طور دقيـق     را وابسته خطي مي    چند بردار آن   .ساير بردارها بيان كرد   

mkkk ,...,,   كه  كه همگي صفر نيستند وجود داشته باشند به طوري21

o=
m

amk++ ...1a1k  

    بردارهايدر اين صورت 
m

aaa ,...,     وابسته خطي هستند،21

نامنـد، بـه عبـارت       مستقل خطي مـي    آنها را .چند بردار وابسته خطي نباشند     هرگاه .تعريف     

   . برقرار باشدذيل هرگاه گزاره ،ديگر

 o====⇒ mkkk ...21o=
m

amk++ ...1a1k  

بردارهاي  
m

aaa ,...,   اند،  مستقل خطي21

),(بردارهاي  32=aو     ),( 64 −−=b      وابسته خطي هستند :  

                                   ),(),( 32264 −=−−    

),,(بردارهاي   31 o=aو   ),,( 412 −−=bو     ),,( 214 −=c   وابسته خطي

   :هستند

                     ),,(),,(),,( 412312214 −−+=− o  

),(بردارهاي   21=a و ),( 32=bزيرا ، مستقل خطي هستند a و bمضربي از هم نيستند .  

),,(,),,(,),,(سه بردار  oooooo   ) ؟چرا (. مستقل خطي هستند111

   .چند نكته   

 .ندسته خطي ي شامل بردار صفر، وابستهچند بردار -1

),,(بردارهاي      مثلاً  ooo  ، ),,( 653،  ),,(   .وابسته خطي هستند 412

  .  به تنهايي، مستقل خطي است ،يك بردار مخالف صفر -2

 . خطي هستنديد، آن بردارها وابستهنها بيشتر باشاد بردارها از تعداد مؤلفهاگر تعد -3

),,(,),,(,),,(,),,( بردارهاي  مثلاً ooo 174215412    خطي ي وابسته−

  . هستند
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 يك ماتريس مخالف صفر باشد، بيـشترين تعـداد سـطرهاي مـستقل           A فرض كنيم    .تعريف      

  . دهند نشان مي Ar)(نامند و با علامت  ميA يرتبه  راAخطي 

 ماتريسيرتبه








−
=

41

2 o
Aهستند مستقل خطي ماتريس  است، زيرا دو سطر2برابر.  

 ماتريس ي رتبه








−

−
=

42

21
Bماتريس وابسته هستند  دو سطر است ،زيرا  1  برابر با .  

   : چند نكته

هاي مستقل خطي   برابر بيشترين تعداد ستون     ،  يك ماتريس  يتوان نشان داد رتبه   مي -1

  . باشد آن مي

nAr             :آنگاه   ، باشدo≠Aوn×n يك ماتريس Aاگر  -2 =)( 

)(),(         :آنگـاه   باشـد،  m×n مـاتريس    Aاگر   -3 nmMinAr  Aمـثلاً اگـر          ≥

  .Ar)(≥3 :   هآنگا    باشد،×53ماتريس 

 دترميناني كه از يرگترين درجهز برابر است با ب A ماتريس   ي رتبه ،توان نشان داد  مي -4

 . و مخالف صفر باشد  انتخابAماتريس 

 

 

 رتبه ماتريس .مثال    

















−=

5

11

542

oo

oAرا بياييد  .  

oo                        .حل     ≠=1A        

  Ar)(=3                         : بنابراين

 رتبه ماتريس .مثال    

















−

−

=

832

21

321

oA را تعيين كنيد .  

o           اما               o=A           .حل    
o

≠
−

1

21
  

  Ar)(=2                            :بنابراين
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 رتبه ماتريس .مثال    








−

−
=

644

311
B را بيابيد  .  

  .حل    

o≠
−

−

64

31
      

  Br)(=2                                 :بنابراين  

 رتبه ماتريس.مثال    



















−−−

−

=

2312

25

214

2312

oo

o
C را بيابيد  .  

o  ، از طرفي o=C بنا به خواص دترمينان،  .حل    

oo

o ≠

−

2

21

231

  

)                                 :بنابراين ) 3=Br  

  

   مقادير ويژه و بردارهاي ويژه-5

nnماتريس مربع   Aفرض كنيم    را طـوري   λ و عـدد     Xخواهيم بـردار سـتوني       مي  باشد ،  ×

XAX      تعيين كنيم كه  λ=        يا و          o=λ− XIAX n  

  :آيددست ميه بXبا فاكتورگيري از 

(*))( o=λ− XIA n  

 صفر باشد ،هاي غير صفر دارد كه دترمينان ماتريس ضرايباين دستگاه همگن در صورتي جواب

  :به عبارت ديگر

o=λ− nIA  

 مفـسر يـا     يمعادلـه "باشـد كـه آن را        مي λ بر حسب    nتساوي بالا يك چند جمله اي درجه         

نـام   "Aمقاير ويژه " ، A مفسر   يريشه هاي معادله  . امند  نمي" A ماتريس   ي مشخصه يمعادله

)در دستگاهλدست آمده را به جاي     هو اگر هر مقدار ويژه ب      دارد  از حـل دسـتگاه   ، قرار دهيم*(

  . دنشوحاصل مي " ويژههايبردار"
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   مفسر و مقادير ويژه ماتريسي معادله.مثال    







=

3

12

o
A را بيابيد . 

   .حل   










−

−
=−









−







=








−







=−

λ

λ
λ

λ

λ
λλ

3

12

3

12

1

1

3

12

o

o

o

oo

o

o

IA

IA

  

  

o
o

=λ−λ−=
λ−

λ−
=λ− ))(( 32

3

12
IA  

  :برابر است با  A مفسر ماتريس يمعادله

o=+λ−λ 652  

   هاي ايـن معادلـه    ريشه




=λ

=λ

3

2

2

21بنـابراين     . اسـت       1 =λ  32و=λ      دو مقـدار ويـژه 

  .باشند  ميAماتريس 

 ماتريس ي مقادير ويژه.مثال    

















=

1

22

22

oo

o

o

A را بيابيد .  

   .حل    

















−

−

−

=

















−

















=−

λ

λ

λ

λλ

1

22

22

1

1

1

1

22

22

oo

o

o

oo

oo

oo

oo

o

o

IA  

  

o

oo

o

o

=

−

−

−

=−

λ

λ

λ

λ

1

22

22

IA  
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   :آيد دست ميه بA مفسري معادله، دترمينانيبا محاسبه

o=λ−λ+λ− 45 23  
  :نابراينب  









=λ

=λ

=λ

4

1

3

2

1 o

  

 ماتريس ي مقادير ويژه و بردارهاي ويژه.مثال    








−
=

32

1 o
A را بيابيد .  

    .حل    

o
o

=λ−−λ−=
λ−−

λ−
=λ− )()( 31

32

1
IA  

o=−λ+λ     مفسر يمعادله          Aمقادير ويژه    و 322




−=λ

=λ

3

1

2

  . باشندمي   1

  :  داريمλ=1    ه ازايب









=

















−
⇒=−










−
=








−








−
=−=−

o

ooo
o

oo

o

oo

y

x
XIA

IAIA

42

421

1

32

1

)( λ

λ

  





=−

=+

o

ooo

yx 42
  

 x= kدلخواه 

2
4242

k
yykyx =⇒=−⇒=− oo  

   :نهايت جواب دارد بيستگاهد

Rkk
y

kx

∈







=

=

2
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بنابراين 







=

2

k
kX   . است λ=1   بردارهاي ويژه متناظر با ،,

  : داريمλ=−3به ازاي 









=−=−

o

o

2

4
3IAIA λ  









=
















⇒=−

o

o

o

o
o

y

x
XIA

2

4
)( λ  

o
o

o
=⇒





=

=
x

x

x

2

4
  

  :نهايت جواب دارددستگاه بي

Rk
ky

x
∈





=

= o
  

)بنابراين  )kX ,o=،3 بردارهاي ويژه متناظر با−=λست ا .  

  : چند خاصيت

12اگر -١ λλλ ,, ,Ln مقادير ويژهAباشند، آنگاه :                                              

                    nA λλλ= L21 

 . اعداد حقيقي هستند ،A متقارن باشد، مقادير ويژه Aاگر  -٢

12 اگر -3 λλλ ,,...,n مقادير ويژهAباشند، آنگاه :                                               

                                      ( ) nATr λ++λ+λ= L21 

 Af)(=o  : باشد، آنگاهAمعادله مفسر ماتريس  f)(o=λاگر   -4

  .وف است معر" هاميلتون– كيلي قضيه "خاصيت چهارم به

  

  تمرين-6

  .  را به روش ماتريسي حل كنيدذيلهاي  دستگاه-1

) الف    




=+

=−

oyx

yx

32

1
)                                    ب





=+

=−

oyx

yx

4

13
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)     ج








=+−

=++−

=++

o

o

zyx

zyx

zyx

2

1

 )د                                    








−=−

=+

=−

2

2

1

zy

zx

yx

o  

  . هاي تمرين قبل را به روش كرامر حل كنيدگاه دست-2

  .  را حل كنيدذيل دستگاه همگن -3









=+

=−+

=+−

o

o

o

zy

zyx

zyx

2

  

 اگر -4






−
=

o3

52
A و 







 −
=

93

35
Cماتريسي مانند ها ، با استفاده از دستگاه ،

B بيابيد به طوريكه CBA =× 

  .  جواب نداشته باشدذيلرا طوري بيابيد كه دستگاه a مقدار -5





=+−

=−

4

132

ayx

yx
  

6- a داشته باشدهاي غير بديهي جوابذيل را طوري بيابيد كه دستگاه  .  

  









=+−

=++

=−+

o

o

o

yx

zyx

zyax

4

32  

  . را به روش حذفي حل كنيدذيل ×22هاي   دستگاه -7

) الف    




=−

=−

oyx

yx

6

43
 )        ب                             





=+−

=−

748

442

xy

yx
  

  

 )ج    




−=+

=−−

422

2

yx

yx
 )د                                  










−=+

=−

4
3

2
2

2
4

1

yx

yx
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  .  را به روش حذفي حل كنيدذيلهاي  دستگاه-8

) الف    








=+−

=−

=−

oyx

yx

yx

3

122

43

) ب                    








−=+−

=−+

=++−

143

122

zyx

zyx

zyx o

  

) ج    








=−+

=+−

=+

ozyx

zyx

yx

4

12

133

) د                                       








−=+−

=+++

=−++

2243

122

tyx

tzyx

tzyx o

  

42 برخورد دو خط ي نقطه-9 =+ yx 12 و =+− yxرا تعيين كنيد  .  

−=1 برخورد سه خط ي نقطه-10 xy و xy +−=o و =2 42xyرا تعيين كنيد  .  

14 صفحه  ط برخورد دوانق -11 =+− zyx و      o=++− zyx   .را تعيين كنيد  2

  

جهت توليد اين كالاها از سه نوع       . كند را توليد مي   CوBوAيك كارخانه سه نوع كالاي      -12

 براي توليد يـك واحـد       γوβوαهاي  ساعت كار با ماشين   . شود استفاده مي  γوβوαماشين  

  : آمده استذيلكالا از هر نوع در 



















242

233

348

C

B

A

γβα

  

تـوان اسـتفاده    سـاعت مـي   oo8  ،oo12  ،oo13 به ترتيب به ميزان      γوβوαهاي  از ماشين 

  .ها استفاده شودتوان توليد نمود تا از تمام ظرفيت ماشينكرد، چه تعداد از هر محصول مي

  .كنيدهاي زير را تعيين  رتبه ماتريس-13

    )الف    








−

−
=

12

12
A                                  ب  (     

















−=

o

o

4

41

1

B  

)   ج     

















−

=

6

54

321

oo

oC                                د(   

















−

−

−

=

333

111

222

D     
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     ماتريسيرتبه  -14

















−

−

=

121

3412

211

o

o

A  را تعيين كنيد .  

  ماتريسيرتبه  -15

















−

−

=

1313

2512

1621

o

o

o

A  را تعيين كنيد.  

  . را تعيين كنيدذيل استقلال خطي يا وابستگي خطي بردارهاي -16

  

),,(   )الف     12 −= oa     ، ),,( 14o=b     ،   ),,( 3oo=c  

),(       )ب     42=a   ،         ),( 23=b    ،     ),( 11 −=c  

),,(بردارهاي ، c مقدار كدام  به ازاي-17 41 c،),,( 211−،),,( o13 وابسته خطي هستند.   

    . را بيابيدذيلهاي  ماتريسي مفسر و مقادير ويژهي معادله-18

)     الف    







=

2

34

o
A                                    ب   (








=

31

22
B   

)         ج

















−

=

221

12

221

oC                          د         (

















−=

3

1

4

oo

oo

oo

D   

 در ماتريس -19

















=

321

112

321

A ،ا بيابيد مجموع مقادير ويژه ر.  

  . را تعيين كنيدذيلهاي  ماتريسي بردارهاي ويژه-20

  )الف    






 −
=

o1

23
A                               ب(      








=

2

34

o
B   



  
  
  
  
  
  
  
  
  

  پيوست 
  
  مشتق يادآوري  
  

  تعريف مشتق
xfy)( فرض كنيم تابع     .تعريف      تعريف شده باشد، مـشتق تـابع        ox در اطراف نقطه   =
)(xfy )(با  oxرا در نقطه = oxf   : استذيل برابر با حد دهيم ونشان مي ′

o

o
o

o xx
xfxfxf

xx −
−

=′
→

)()(lim)(  

  . مشتق پذير استox در نقطه fگوييم تابع مي، فوق وجود داشته باشد حددر صورتي كه
13، مشتق تابع مشتق با استفاده از تعريف. مثال     += xxf   . بيابيدox=1 را در نقطه )(
  . حل    

1
33

1
413

1
11

111 −
−

=
−
−+

=
−
−

=′
→→→ x

x
x

x
x

fxff
xxx
lim)(lim)()(lim)(  

31
13

1
=

−
−

=
→ x

x
x

)(lim 

31         :بنابراين =′ )(f  
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    : مشتق هاي فرمول 
  

          Rnnxx nn ∈=′ −1)( 

                          
x

x
2

1
=′)(  

                            
3 2

3

3
1
x

x =′)( 

                               2
11

xx
−

=′)(   

    

                                     
( )
( ) xx

xx

sincos

cossin

−=′
=′

         

   

( )

( ) ( )
( )
( ) xxx

xxx

x
x

xx

x
x

xx

cot.csccsc

tan.secsec

csc
sin

cotcot

sec
cos

tantan

−=′
=′

−=
−

=+−=′

==+=′

2
2

2

2
2

2

11

11

  

  

             
( )
( ) aaa

ee

xx

xx

ln.=
′
=

′
 

            
( )

( )
ax

x
x

x
a ln.

log

ln

1

1

=
′

=′
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( )

( )

( )

( )
2

1

2
1

2
1

2
1

1
1

1
1

1
1

1
1

x
x

x
x

x
x

x
x

−

−
=

′
−

=
′

+
−

=
′

+
=

′

−

−

−

−

cos

sin

cot

tan

 

  گيريقواعد مشتق
   : در اين صورت ، دوتابع مشتق پذير باشندxg)(  وxf)( فرض كنيم

  

( ) fggfgf

gfgf

⋅′+⋅′=′⋅

′±′=′± )(
  

2g
fggf

g
f ⋅′−⋅′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

( )( ) ( )xfcxcf ′=′  
            ) cثابت استي عدد (.                   o=′)(c  

  
xfy)(فرض كنيم  .توجه      . دهندنمادها نشان مياين  را با xنسبت به f مشتق تابع،=

dx
df

dx
dyxyxf ,,)(,)( ′′  

  بگيريدمشتق . مثال    

( ) o+−+=
′

+−+ 7154575 2334 xxxxx  

( ) 3
1

3
4

3 4
3
4 xxx =

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

′
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( ) xxxx
x

xxx )()()( 12
2

1 22 +++=
′

+  

  

22

2

2 1
34214

1
34

)(
)()(

x
xxx

x
x

+
+−+

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+  

  
323 3 xxxxxx ⋅+⋅=′⋅ cossin)sin(  

  

                   2

2

13
3131

)(
tan))((tan

−
−−+

x
xxx

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−13x
xtan  

  

( )
x

exe xx 5454 +−=
′

+− ln  

xxx
x

x
y 22

1
1

1
lnlnln

−=
−

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

o
  

x
x

2
1

4
2
+

−
( ) =′+− 214 xxsin  

xexxfتابع در .  مثال     ⋅= sin)( ، ( )of   . را بيابيد′
    .حل   

xeexxf xx sincos)( ⋅+⋅=′  
1=′ )(of  

xxy اگر .مثال     cot2= ،
dx
dy را بيابيد.  

   .حل    

xxxx
dx
dy 222 csccot −=  
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  مشتق قدر مطلق و جزء صحيح

( )

( ) ZRxx

x
x
xx

−∈=′

≠=′

,][

,

o

o
  

xxxfمشتق تابع . مثال       . را بيابيد)(=⋅
  .حل    

  

x
xxx

x
xf ⋅+⋅=′

2
1)(  

  مشتق تابع مركب
ufy)( فرض كنيم    .)قاعده زنجيري ( مشتق تابع مركب   قضيه تابعي مشتق پـذير از      =

u و )(xuu  xنسبت بـه    f باشد، در اين صورت مشتق تابع        xتابعي مشتق پذير از       =
   : استذيلبه صورت 

)()())(( xuufxuf x ′⋅′=′ 
    :به عبارت ديگر

)()()( xuuyxy ′⋅′=′ 
   : تبديل مي شودذيلبه صورت   ،مشتقگر قاعده زنجيري برحسب نماد دي. توجه    

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  

714مشتق تابع . مثال     )( −= xyرا بيابيد  .  
14   :دهيمقرار مي. حل     −= xu    7       :پسuy =  

66 142847 )()(

)()()(

−=⋅=′

′⋅′=′

xuy

xuuyxy
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))(( هرگاه   :نكته xufy  ضـريب   ،هـاي مـشتق    ، بنابه قاعده زنجيـري بـه تمـام فرمـول           =
)(xu′ گردداضافه مي .  

13تابع مشتق . مثال     −= xyرا بيابيد  .  
         .حل    

u
u

y ′⋅=′
2

1  

2
3

3
12

1 x
x

y ⋅
−

=′  

)sin(مشتق تابع . مثال     xxy 54   . را بيابيد =+
                         .حل    

uuy ′⋅=′ cos  
)()cos( 545 34 +⋅+=′ xxxy  

)ln(مشتق تابع . مثال     18 2 += xyرا بيابيد .  
   .حل    

u
uy
′

=′  

18
16

2 +
=′

x
xy  

xxfمشتق تابع . مثال     3sin)( 4 را در نقطه =
π

=oxبيابيد  .  

  .حل    
uuy ′⋅=′ 23  

xxy cos.sin23=′  

4
23

2
2

2
234

2

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′ )(πf  

=+4 اگر . مثال     xey  ،
dx
dy بيابيد را .  
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  . حل    

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  

x
e

dx
dy x

2
14 ⋅= +  

xxfاگر . مثال     xxg و )(= sin)(   .بيابيد xرا نسبت به xgfο)(، مشتق  =
  . حل    

xxgfy sin)( == ο  

u
u

y ′⋅=′
2

1
 

x
x

y cos
sin

⋅=′
2

1  

 اگر. مثال    
1

1
3 +

=′
x

xf )( ، مشتق تابع )( xfرا بيابيد  .  

xu :دهيمقرار مي. حل     ufy)( و =   : داريم=
)()( xuufy ′⋅′=′  

xu
y

2
1

1
1

3 ⋅
+

=′  

xx
y

2
1

1
1

3 ⋅
+

=′
)(

  

  مشتق مراتب بالاتر
xfy)(اگر     :شود تعريف ميذيل به صورت f راتب بالاتر ، مشتق م=

f                                                      )(xf اول يمشتق مرتبه ′  
)())((                                      f دوم يمشتق مرتبه ′′=′′ xfxf  
)()())((                                     f  سوميمشتق مرتبه ′′′= xfxf 3    

             M                                                                M  
)())((                                   f ام n يتق مرتبهمش )()( ′= − xfxf nn 1  
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برحسب نماد  مشتق مراتب بالاتر .توجه    
dx
df  استذيل به صورت :   

)(

)(

)(

)( xf
dx

fd

xf
dx

fd

xf
dx
df

n
n

n
=

′′=

′=

M

2

2

  

43اگر . مثال     234 +−−= xxxxf   .  را بيابيدf مشتق مرتبه سوم)(
  . حل    

1824
21812

294

3

2

23

−=

−−=′′

−−=′

xxf

xxxf

xxxxf

)(

)(

)(

)(

  

xxfاگر . مثال     ln)( = ،)(2f   .  را بيابيد′′
  . حل    

x
xf 1
=′ )(  

2
1
x

xf −=′′ )(  

4
12 −=′′ )(f  

xexf  صدم تابعيمشتق مرتبه .مثال       . بيابيد o=x را در نقطه )(=2
  . حل    

xx

x

eexf

exf
222

2

24
2

==′′

=′

)(

)(  
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M

xx eexf 2323 28 ==)()(
  

xexf 211 2 oooo =)()(  
      oooo o 11 2=)()(f  

  ديفرانسيل تابع 
xfy)(  كنيمفرض  نددهمي  نشانdyمشتق پذير باشد، ديفرانسيل اين تابع را باتابعي =

  :شود تعريف ميذيلو به صورت 
xxfdy Δ′= )(  

4xyديفرانسيل تابع . مثال       .  را بيابيد=
                                                            . حل    

xxxydy Δ⋅=Δ⋅′= 34  
  : بكار ببريم، داريمx اگر تعريف ديفرانسيل را براي متغير مستقل

xdxxxxdx Δ=⇒Δ=Δ′= )(  
xfy)( تابع لذا ديفرانسيل     :برابر است با=

dxxfdy )(′=  
   : حساب شده استذيلدر چند تابع ديفرانسيل 

xdxxd
dxxxxd

cos)(sin
)()(

=
−=− 6864 2

  

dx
x

x
x

d ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 4141

2  

xxxfاگر. مثال     −=   . حساب كنيدx=1 را در نقطه f ، ديفرانسيل )(4
  . حل    

dxxdf

dxxfdf

)(

)(

14 3 −=

′=
  

   : داريمx=1به ازاي 
dxdf 3=  
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xxyاگر . مثال     22 21 را به ازاي y، ديفرانسيل=− ==Δ xx ,/oحساب كنيد  .  
  .حل    

xydy Δ′=  
xxdy Δ−= )( 22  

   داريمo=Δx/1 و x=2به ازاي 
212 // oo =×=dy  
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